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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

SANNIA  (A.)  e  D'OVIDIO  (E.),  Professori  nelle  Universilà  di  Napoli  e  Torino. 
—  Elbmbnti  di  Geombtria.  3*  edizione,  corretta  e  modiGcata.  —  Napoli, 
B.  Pellerano,  1876.  i  vol.  petit  in-S**,  xvii-ôSg  pages,  892  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  6  fr. 

MORENO  (G.),  Professore  nel  Collegio  militare  e  neir  Istituto  tecnico  di  Na- 
poli. —  Elementi  di  Geometria.  4*  edizione,  con  37a  Ggure  intercala  te 
nel  teste.  —  Napoli,  B.  Pellerano,  1877.  1  vol.  petit  in-8",  43i  pages.  Prix  : 
4  fr.  5o. 

FAIFOFER  (A.),  Prof,  nel  Liceo  Marco  Foscarini.  —  Elementi  di  Geometria. 
Venezia,  tipografia  Emiliana,  1878.  i  vol.  petit  in-8",  5o4  pages,  environ 
340  figures  dans  le  texte. 

L'apparition  presque  simultanée  de  ces  trois  Ouvrages  est  une 
preuve  des  soins  qu'apportent  de  nos  jours  les  professeurs  italiens 
au  perfectionnement  des  méthodes  d'enseignement  de  la  Géométrie 
élémentaire.  On  sait  que  les  règlements  de  l'instruction  publique, 
cil  Italie,  ont  prescrit    comme  modèle  de    cet  enseignement  les 
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^iétnents  d'EucIidcy  en  laissant  d'ailleurs  aux  professeurs  la 
•.îfberté  de  modifier  Irès-largement  les  détails.  Cette  sage  mesure, 
^  ••Veii  munie  temps  qu'elle  a  préservé  les  auteurs  italiens  des  change- 
t,  *V  ments  ultra-radicaux  que  Ton  rencontre  dans  certains  Traités  pu- 
bliés dans  d'autres  pays,  a  forcé  les  maîtres  à  se  retremper  dans 
l'étude  du  chef-d'œuvre  de  la  logique  antique,  le  guide  le  plus  sûr 
vers  les  principes  modernes  de  la  Philosophie  mathématique,  dont 
les  altérations  apportées  par  les  successeurs  d'Euclide  à  son  admi- 
rable rigueur  nous  avaient  notablement  écartés.  Il  nous  semble 
toutefois  que  le  rôle  des  méthodes  euclidiennes  ne  doit  être  considéré 
ici  que  comme  transitoire,  et  que,  une  fois  ramenée  au  vrai  point  de 
départ,  la  Science  devra  élargir  peu  à  peu  le  cadre  étroit  de  la  Géo- 
métrie ancienne,  tout  en  conservant  précieusement  les  habitudes 
de  rigueur  qu'elle  aura  contractées,  et  qui  ne  sont  nullement  in- 
compatibles avec  les  méthodes  modernes. 

Le  premier  des  trois  Traités  dont  nous  voulons  parler  est  une 
nouvelle  édition  du  Livre  que  nous  signalions  il  y  a  huit  ans  (  '  )  à 
rattention  des  professeurs.  L'auteur  a  conservé  le  plan  général  de 
l'ancienne  édition  *,  mais  il  a  développé  notablement  certaines  par- 
ties, celles  surtout  qui  touchent  aux  principes  fondamentaux. 
\J Introduction,  au  lieu  de  six  pages,  en  occupe  maintenant  seize. 
Nous  ne  saurions  garantir  que  tous  les  nouveaux  développements 
fussent  également  nécessaires  dans  un  Livre  destiné  à  l'enseigne- 
ment élémentaire^  où  il  ne  faut  pas  trop  multiplier  les  énoncés. 
Quand  le  temps  est  venu  d'initier  les  élèves  à  des  considérations 
plus  élevées,  la  forme  euclidienne,  universellement  bannie  des 
autres  sciences,  et  qui  a  son  dernier  refuge  dans  les  Traités  de 
Géométrie,  nous  semble  tout  à  fait  impropre  au  développement  des 
idées  modernes. 

Nous  aurions  encore  quelques  critiques  de  langage  à  adresser 
aux  premières  lignes  de  cette  Introduction.  La  définition  de  l'axiome 
comme  une  vérité  évidente  ne  nous  satisfait  pas,  V évidence  ne 
pouvant  être,  dans  les  sciences  abstraites,  qu'un  souvenir  d'expé- 
riences plus  ou  moins  répétées,  et  par  suite  un  moyen  d'induction, 
et  non  un  caractère  de  certitude.  Le  mot  hypodièse  présenterait 


(')  Bulletin,  \**  série,  t.  I,  p.  SSg,  et  Souvrlles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série, 
t.  X.  p.  289. 
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moins  d'équivoque.  Un  théorème  est  une  conséquence  des  hypo- 
thèses admises,  et  la  démonstration  a  pour  but,  non  de  rendre  le 
théorème  évident  (il  est  souvent  par  lui-même  plus  év^ident  que 
les  hypothèses  d'où  il  résulte),  mais  de  faire  ressortir  ses  liaisons 
avec  les  hypothèses  et  avec  les  autres  théorèmes.  Le  mot  postulat 
(  atTTi{jidt  )  a  été  détourné  depuis  longtemps  du  sens  que  lui  attri- 
buait Euclide,  et,  malgré  l'autorité  des  manuscrits  et  des  éditeurs, 
nous  avons  peine  à  croire  que  l'auteur  des  Eléments  ait  entendu 
par  là  autre  chose  que  la  demande  des  moyens  de  tracer  un  cercle 
ou  une  droite  et  de  prolonger  celle-ci. 

La  possibilité  de  diviser  en  deux  parties  égales  soit  l'angle  des 
deux  directions  opposées  d'une  même  droite,  soit  un  angle  quel- 
conque, soit  une  droite  quelconque,  résulte  d'une  proposition 
générale  qui  se  démontre  à  l'aide  du  principe  des  limites,  pour 
toute  grandeur  qui  n'est  susceptible  de  varier  que  dans  deux  sens 
déterminés  et  opposés.  Plus  d'un  lecteur  sera  surpris  de  trouver  à 
la  page  33  du  Volume  la  démonstration  de  l'existence  d'un  point 
milieu  unique  d'une  droite  donnée. 

Les  auteurs  ont  conservé,  en  la  développant  même  en  quelques 
points,  la  théorie  euclidienne  des  proportions.  Nous  ne  pouvons 
que  répéter  à  ce  sujet  ce  que  nous  disions  il  y  a  sept  ans  :  cette 
théorie  est  un  chef-d'œuvre  que  l'on  ne  pouvait  trop  étudier  à  une 
époque  où  les  moyens  plus  rapides  n'étaient  pas  connus.  Aujour- 
d'hui nous  considérerions  le  temps  comme  mieux  employé  si  on  le 
consacrait  à  acquérir  l'intelligence  complète  de  la  méthode  des 
limites,  chose  indispensable  dès  que  Ton  veut  pousser  ses  études 
mathématiques  au  delà  des  quatre  règles.  Cette  prédilection  des 
auteurs  pour  la  méthode  d'Euclide  a,  en  outre,  l'inconvénient  de 
rompre  l'unité  de  leur  Ouvrage,  dont  une  partie  se  trouve  écrite  dans 
l'esprit  des  anciens,  l'autre  dans  l'esprit  des  modernes. 

Si  nous  maintenons  les  critiques  que  nous  avions  formulées  au- 
trefois tant  sur  ce  point  que  sur  d'autres  moins  importants,  nous 
maintenons  aussi  les  éloges  que  nous  avions  donnés  au  travail 
consciencieux  des  deux  savants  professeurs,  et  nous  en  recomman- 
derons vivement  la  lecture  aux  élèves  et  aux  maîtres,  mais  surtout 
à  ces  derniers,  qui  y  trouveront  de  grandes  ressources  pour  perfec- 
tionner et  varier  leur  enseignement. 
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Le  Livre  de  M.  Moreno  offre  un  caractère  plus  élémentaire  que 
'  le  précédent,  et  naturellement  les  développements  touchant  à  la 
philosophie  de  la  Science  n*y  tiennent  que  bien  peu  de  place.  Nous 
pensons  que  Tauteur  ferait  bien,  dans  sa  prochaine  édition,  de 
rayer  du  nombre  des  axiomes  cette  tautologie  que  «  le  tout  est 
égal  à  la  somme  de  ses  parties  )> . 

Le  plan  de  l'Ouvrage  est  à  peu  près  le  même  que  celui  qu'ont 
suivi  MM.  Sannia  et  d'Ovidio.  Il  se  divise  en  deux  Parties  :  Plani- 
métrie  et  Stéréométrie.  Chacune  de  ces  Parties  se  divise  elle-même 
en  quatre  Livres,  ayant  pour  titres  respectifs  :  L  La  ligne  droite.  — 
II.  Le  cercle.  —  III.  Relations  métriques  entre  les  éléments  des 
figures.  —  IV.  Mesure  des  figures.  —  V.  La  droite  et  le  plan.  — 
VI.  Surfaces  courbes.  —  VII.  Relations  métriques  entre  les  éléments 
des  figures.  —  VIU.  Mesure  des  figures. 

n  y  ade  plus  deux  Appendices,  l'un  à  la  suite  de  la  Planimétrie, 
traitant  des  maxima  et  des  minima,  l'autre  à  la  fin  de  la  Stéréo- 
métrie, traitant  de  la  similitude.  L'Ouvrage  est  terminé  par  une 
«  Note  sur  quelques  propositions  admises  dans  ces  éléments  ». 
Chacun  des  huit  Livres  est  suivi  d'un  recueil  d'Exercices.  La  notion 
de  la  longueur  d'une  ligne  courbe  ne  nous  paraît  pas  établie  avec 
toute  la  rigueur  désirable. 

Nous  dirons,  pour  conclure,  que  la  lecture  de  l'Ouvrage  de 
M.  Moreno  est  une  excellente  préparation  à  celle  du  Traité  de 
MM.  Sannia  et  d'Ovidio,  et  qu'il  contient  déjà  à  lui  seul  toutes  les 
propositions  nécessaires  pour  aborder  les  parties  plus  élevées  des 
Mathématiques. 


Le  traité  de  M.  Faifofer,  dont  il  nous  reste  à  parler,  s'écarte 
beaucoup  plus  que  les  deux  précédents  de  la  forme  euclidienne, 
sans  pour  cela  que  la  rigueur  euclidienne  y  fasse  défaut.  Le  mode 
d'exposition  est  moins  dogmatique  et  se  rapproche  plus  de  la  ten- 
dance analytique  de  la  Science  actuelle. 

On  y  remarquera,  par  rapport  à  l'ordre  habituel,  quelques 
transpositions  qui,  au  premier  abord,  pourront  ne  pas  sembler  na- 
turelles^ ainsi  le  Chapitre  qui  traite  des  parallèles  ne  commence 
qu'à  la  page  102.   Mais  on  peut  expliquer  cette  détermination  de 
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rauteiir  par  le  désir  d'exposer  d'abord  toute  la  partie  de  la  Géo- 
métrie plane  qui  ne  repose  pas  sur  Taxioine  des  parallèles. 

La  Géométrie  de  Tespace  est  un  peu  sacrifiée  ^  il  n'est  pas  ques- 
tion de  la  théorie  des  triangles  sphériques,  qui  aurait  pu  être  traitée, 
sans  augmentation  sensible  de  l'étendue  du  Livre,  en  même  temps 
que  celle  des  angles  trièdres,  qui  n'en  est  qu'une  forme  différente. 

Voici  un  aperçu  de  la  division  de  l'Ouvrage  : 

Des  vingt-trois  Chapitres  dont  il  se  compose,  les  treize  premiers 
sont  consacrés  à  la  Planimétrie,  les  dix  autres  à  la  Stéréométrie. 

Planimétrie,  —  I.  Notions  fondamentales.  L'auteur  y  développe 
les  propriétés  les  plus  simples  de  la  droite  et  du  cercle,  de  manière 
à  permettre  au  lecteur  de  résoudre  par  la  règle  et  le  compas  les 
problèmes  fondamentaux.  —  H.  Angles  et  triangles.  —  III.  Du 
cercle.  —  IV.  Droites  parallèles.  —  V.  Parallélogrammes.  — 
VI.  Equivalence  des  polygones.  —  VII.  Aires  des  polygones.  — 
VIII.  Angles  dans  le  cercle.  — IX.  Polygones  réguliers.  — X.  Rec- 
tification et  quadrature  approximatives  du  cercle.  —  XI.  Propor- 
tion, proportionnalité.  —  XII.  Segments  proportionnels. — XIII.  Si- 
militude des  figures. 

Stéréométrie.  —  XIV.  Plan  et  droite  perpendiculaires.  — 
XV.  Dièdre.  —  XVI.  Trièdrc.  —  XVII.  Parallélisme  des  droites 
et  des  plans.  —  XVIII.  Prisme.  —  XIX.  Pyramide.  —  XX.  Po- 
lyèdres semblables.  —  XXI.  Volumes  des  polyèdres.  — XXII.  Cy- 
lindre et  cône.  —  XXIII.  Sphère. 

J.  H. 


»e« 


Dra  F.-J.  STUDNICKY  ZUladové  vy^^^î  mathematiky.  —  D'il  prvnf.  0  poètu 
differencialnini.  S  èetnymi  dlevotisky.  Druhé,  valnS  zmênéné  vydanî.  —  V 
Praze,  1878  (•). 

M.   Studnîcka,  professeur  à  l'IJuiversîté  de  Prague,  avait  déjà 
publié  sous  le  même  litre,  dans  les  années  i867-i87i,un  Cours 


(')  Sti:d?iicka  (D'  F.  J.).  Éléments  de  Mathématiques  supérieures.  Tome  1  :  Calcul 
différentiel,  Atcc  de  nombreuses  figures  sur  bois.  Deuxième  édition,  notablement  re- 
maniée. Prague,  1878.  i  vol.  in-8,  380  p. 
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d'Analyse  supérieure  en  trois  volumes,  dont  la  nouvelle  édition, 
qui  commence  à  paraître  y  démontre  suffisamment  le  succès.  N'ayant 
connu  que  trop  tard  cet  Ouvrage  pour  le  signaler  dans  le  Bulletin 
à  l'époque  de  la  première  publication,  nous  rendrons  compte  des 
Volumes  de  la  seconde  édition  à  mesure  quMls  pous  parviendront. 

Bien  que  l'auteur  ait  pris  à  tâche  de  resserrer  son  exposition 
dans  la  moindre  étendue  possible,  le  mince  volume  que  nous  avons 
entre  les  mains  n'en  contient  pas  moins  une  grande  richesse  de 
matériaux.  L'auteur  y  fait  un  heureux  usage  des  déterminants,  qui 
ont  été  pour  lui  l'objet  de  nombreux  travaux.  Il  est  entré,  pour 
cette  nouvelle  édition,  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Baltzer,  et  l'on 
trouve,  en  notes  au  bas  des  pages,  quelques  utiles  renseignements 
historiques. 

Le  titre  même  indique  que  l'auteur  adopte  la  division  habituelle 
du  Calcul  infinitésimal.  Le  premier  Volume,  consacré  au  Calcul 
différentiel,  se  compose  de  trois  Livres,  précédés  d'une  Introduc- 
tion qui  traite  des  fonctions  en  général,  de  leurs  diverses  natures, 
de  leur  continuité  ou  de  leur  discontinuité,  de  leur  représentation 
graphique,  de  la  mesure  de  la  rapidité  de  leur  variation  (dérivée, 
différentielle),  de  la  signification  géométrique  de  la  dérivée  et  du 
but  général  de  la  haute  Analyse. 

Le  Livre  I  a  pour  objet  la  différentiation  et  les  dérivées  en  général. 

11  se  divise  en  quatre  Sections  : 

A.  De  la  dérivée  première,  —  Différentiation  des  fonctions 
simples.  Fonctions  inverses,  fonctions  composées  \  différentielles 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  \  fonctions  im- 
plicites, fonctions  de  fonctions. 

B.  Des  dérivées  d'ordres  supérieurs.  —  Après  avoir  un  peu 
sommairement  établi  la  représentation  des  dérivées  d'ordres  supé- 
rieurs au  moyen  des  différentielles  de  même  ordre,  l'auteur  passe  à 
la  détermination  directe  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  fonc- 
tions, tant  simples  que  composées,  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
explicites  ou  implicites. 

C.  Changement  de  variables.  —  L'auteur  traite  les  divers  cas, 
et  termine  par  l'élimination  des  constantes  et  des  fonctions  arbi- 
traires au  moyen  de  la  différentiation. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  n 

D.  Des  relations  entre  les  fonctions  primitit^es  et  Içurs  déri- 
vées,—  Expression  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  Taide  d'une 
valeur  moyenne  de  la  dérivée  première  et  à  l'aide  des  dérivées  su- 
périeures. Séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

Le  Livre  II  contient  les  applications  du  Calcul  difTércnticl  à  la 
résolution  des  problèmes  d'Algèbre  supérieure. 

A.  Détermination  des  vraies  valeurs  des  expressions  de  forme 
indéterminée . 

B.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  —  L'auteur  prend  pour  base  le  développement  par  la 
série  de  Tajlor,  ce  qui  exclut  le  cas  où  la  dérivée  devient  infinie. 

C.  Développement  des  fonctions  en  série.  —  Méthode  des  coef- 
ficients indéterminés.  Application  des  séries  de  Taylor  et  de  Mac- 
laurin. Nombres  de  Bernoulli.  Série  de  Bernoulli. 

D.  Décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Le  Livre  III  a  pour  titre  :  «  Application  du  Calcul  différentiel  à 
la  solution  des  problèmes  de  Géométrie  supérieure.  » 

A.  Sur  les  courbes  dans  le  plan.  —  Tracé  des  courbes  planes. x 
Différentielles  de  l'arc  et  de  l'aire  \  on  pourrait  désirer  ici  quelques 
développements  sur  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe. 
Tangentes,  normales,  asymptotes,  contacts  de  divers  ordres,  cour- 
bure. Usage  des  coordonnées  polaires.  Points  singuliers. 

B.  Sur  les  courbes  dans  l'espace.  —  Tangentes  et  plans  nor- 
maux. Contact  des  courbes  dans  l'espace.  Rayons  et  centres  de 
courbure.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces,  plan  et  sphère  os- 
cul  a  teurs.  Double  courbure. 

C.  Des  surfaces.  —  Plan  tangent,  normale.  Positions  relatives 
du  plan  tangent  et  de  la  surface.  Contact  des  surfaces.  Mesure  de  la 
courbure.  Sections  principales.  Lignes  de  courbure. 

D.  Des  lieux  géométriques.  —  Courbes  enveloppes.  Dévelop- 
pées. Surfaces  enveloppes. 
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Grnce  à  la  clarté  avec  laquelle  est  présentée  la  suite  des  formules 
dans  les  diverses  Parties  de  ce  Traité,  il  pourra  être  consulté  avec 
grand  profit  par  les  personnes  mêmes  qui  ne  sont  pas  familières 
avec  la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit.  J.  H. 


TABLES  DE  LOGARITHMES  à  12  décimales  jusqu'à  434  milliards,  avec  preuves, 
par  A.  Namur,  secrétaire  de  rËcole  moyenne  de  l'État,  à  Thuin-sur-Sambre, 
précédées  d'une  Introduction  théorique  et  d*une  Notice  sur  l'usage  des  Tables, 
par  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  publiées  par  l'Académie 
royale  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez;  Paris,  Gauthier-Villars,  1877.  a6- 
XIV  pages  de  texte,  x  de  tables.  Édition  abrégée  :  xvi  pages  de  texte,  x  de 
Tables. 

L'Introduction  théorique  aux  Tables  de  M.  A.  Namur  est  de 
Tauteur  de  ce  compte  rendu  ;  la  Notice  sur  Tusage  des  Tables  est 
de  M.  Namur,  mais  <;lle  a  été  rédigée  aussi  par  M.  Mansion^  les 
Tables  sont  exclusivement  Tœuvre  de  M.  Namur.  Il  y  a  une  édi- 
tion où  manque  Tlntroduction  théorique.  —  I.  Introduction  théo- 
rique. 1.  Notice  historique  sur  les  grandes  Tables  de  logarithmes. 
Nécessité  de  Tables  auxiliaires  qui  permettent  de  calculer  rapide- 
ment les  logarithmes  de  tous  les  nombres  à  10  décimales  au  moins. 
Tables  de  Callet,  de  Pineto,  de  Thoman;  leurs  inconvénients. 
2.  Formules  fondamentales. 

/(i-hz)=:r 4-0-1      o<0<i,      o<z<li, 

^K  mm 

U  U*  X  /  , v3  ^^      ^ 


e'* 


2 


démontrées  géométriquement  au  moyen  des  propriétés  de  l'hyper- 
bole. 3.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  établit  sans  peine  le  théo- 
rème suivant  :  «  Pour  la  série  des  994  nombres  inférieurs  à  un  million 
de  fois  le  module  M  des  logarithmes  de  Briggs,  les  différences  loga- 
rithmiques commencent  par  1000,  looi  ou  1002,  et,  par  consé- 
quent, Tintcrpolation  logarithmique  se  fait  plus  facilement  qu'en 
aucun  autre  endroit  des  Tables,  Pour  la  série  des  8^5  logarithmes 
à  6  décimales  immédiatement  supérieurs,  de  millionième  en  mil- 
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lionième,  à  celui  de  M,  les  différences  antilogarithmiques  com- 
mencent par  les  chiffres  looo,  looi,  1003,  d'où  une  conséquence 
analogue.  )>  4.  En  multipliant  un  nombre  quelconque  par  un  ou 
deux  facteurs  convenablement  choisis,  on  parvient  à  le  ramener 
dans  le  voisinage  de  1 000  000  M,  et,  par  suite,  à  rendre  la  recherche 
de  son  logarithme  aussi  aisée  que  possible.  On  choisit  les  facteurs 
de  manière  que  le  travail  du  calculateur  soit  aussi  grandement 
simplifié.  Remarque  analogue  pour  le  calcul  des  antilogarithmes. 
5.  L'erreur  maximum  théorique  possible  que  comporte  la  méthode 
de  M.  Namur  est  de  i3  imités  du  treizième  ordre  décimal.  — 
II.  Les  Tables  de  M.  INamur  pour  la  recherche  des  logarithmes 
comprennent  :  i^  les  logarithmes  des  nombres  de  433  3oo  à  434  3oo 
à  1 2  décimales  avec  les  différences  ;  2^  les  logarithmes  des  nombres 
de  1000  a  iioo  à  i5  décimales  :  en  multipliant  un  nombre  dont 
les  quatre  premiers  chiffres  forment  un  autre  nombre  compris 
entre  3943  et  4343  par  l'un  des  nombres  de  cette  Table,  il  est 
ramené  entre  les  limites  de  la  Table  principale  ;  3^  les  logarithmes 
des  nombres  de  10  à  99  et  de  10 1  à  19 y,  d'unité  en  unité,  à  i5  déci- 
males :  en  multipliant  un  nombre  quelconque  par  l'un  de  ceux  de 
cette  Table,  il  est  ramené  à  avoir  ses  quatre  premiers  chiffres 
entre  3933  et  4333.  — Les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  dont  nous 
venons  de  parler  sont  disposées  de  manière  à  servir  également 
pour  la  recherche  des  antilogarithmes.  La  Table  principale  pour 
la  recherche  de  ceux-ci  permet  de  trouver  à  douze  figures  le  nombre 
correspondant  à  un  logarithme  dont  les  cinq  premières  figures 
forment  un  nombre  compris  entre  63778  (mantisse  de  logM)  et 
63  866.  Les  Tables  et  les  calculs  de  M.  Namur  sont  très-ingénieu- 
sement disposés.  N'oublions  pas  de  signaler  une  particularité  im- 
portante :  les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  sont  faites  de  telle 
sorte  que  Ton  peut  trouver  de  deux  manières  différentes  les 
logarithmes  ou  les  antilogarithmcs^  le  calculateur  peut  donc  se 
mettre  en  garde  contre  ses  propres  méprises.  P.  M. 
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SUR  LES  SURFACES  HOMOFOGALES  DU  SECOND  ORDRE 

Par  m.  LAGUERRE. 

1 .  Étant  données  trois  droites  A,  B  et  B',  menons,  par  un  point  a 
pris  arbitrairement  sur  la  première,  une  droite  qui  rencontre  res- 
pectivement B  et  B'  aux  points  b  et  b',  La  droite  aii' décrit,  lorsque 
le  point  a  se  déplace  sur  A,  une  surface  du  second  ordre,  et  le  con- 
jugué harmonique  du  point  «,  par  rapport  au  segment  bb\  décrit 
une  génératrice  de  cette  surface.  Je  dirai  que  cette  génératrice  est 
la  polaire  de  la  droite  A  relatii^ement  aux  droites  B  et  B'. 

Dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathéina- 
tique  (  *  ),  j'ai  énoncé  et  démontré,  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie pure,  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  système  (S)  rfe  surfaces  liomofocales  du  second 
ordre  et  une  droite  fixe  D,  si  par  D  on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  quelconque  S  du  système  et  si  l'on  prend  la  polaire 
de  D  relativement  aux  normales  menées  à  L  aux  deux  points  de 
contact,  cette  polaire  est  la  même  quelle  que  soit  la  surface  du 
système  que  l'on  considère. 

On  peut  dire  que  cette  polaire  est  l'adjointe  de  D  relativement 
au  système  homofocal  (L),  et  il  est  facile  de  construire  l'adjointe 
d'une  droite  quelconque  quand  on  connaît  une  des  focales  du  sys- 
tème. Que  Ton  mène  en  ellet,  par  la  droite  donnée  D,  des  plans 
rencontrant  le  plan  de  la  focale  suivant  des  tangentes  à  cette  courbe 
et  que,  par  les  points  de  contact,  on  mène  des  perpendiculaires  à 
ces  plans,  la  droite  adjointe  de  D  sera  la  polaire  de  D  relativement 
à  ces  perpendiculaires. 

2.  La  proposition  qui  précède  me  parait  assez  intéressante  pour 


(')  Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  aux  courbes  et  aux  surfaces  al^é' 
briques  {fiulletin  de  la  Soc.  Math.,  t.  III,  p.   179). 


MÉLANGES.  i5 

qu'il  soit  désirable  d'en  avoir  une  démonstration  analytique  5  il  est 
du  reste  utile,  dans  diverses  recherches  relatives  aux  surfaces  du  se- 
cond ordre,  de  posséder  les  équations  de  l'adjointe  d'une  droite 
donnée. 

Soient  donc 

L      ~"     M     ""      JN 
les  équations  d'une  droite  D  et 

m 

l'équation  d'une  surface  quelconque  S  du  système  homofocal  con- 
sidéré. 

Menons  par  D  deux  plans  tangents  à  cette  surface,  et  appelons 
T  et  T*'  les  deux  points  de  contact.  En  désignant  par  x,  j^  z  les 
coordonnées  d'un  quelconque  de  ces  points,  on  a  les  relations 

¥=■ 

et 

qui  expriment  que  le  plan  tangent  au  point  (x,  7  ,  ;:)  contient  la 
droite  D;  en  désignant  par  t  une  quantité  indéterminée,  posons 
en  outre 

X         r        z 

Les  trois  équations  précédentes,  étant  résolues  par  rapport  à  x, 
)'  et  z^  donnent  les  formules  suivantes  : 

jc        M  — N -t-/(Nl3  — M7) 

=  -T ^ 9 

A  <u 

r_N  — L-4-r(Ly  — Na) 
z        L  — M4-/(Ma—  L.5 


XOL 

A 

< 

A 

-\" 
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où  ctf  représente  le  déterminant  (  '; 

«       5       y 

L     M     !« 
,1       I       I 

Les  coordonnées  da  point  de  contact  derant 
tîon  [i)^  on  aura,  en  posant^  pour  abr^er. 


ire  a  1  equa- 


f^iAM  — 5     55  — Mv.     et     f  z=ZA[J!i6 —  Uy  \ 

Téquation  soÎTante^  qmi  détermine  la  quantité  t  : 
^iï  j» -i- af/ -K/f*  =  o. 

Si  donc  on  désigne  par  1^  et  f'  les  racines  de  cette  équation,  les 
coordonnées  dn  point  T  sont  données  par  les  formules 


5 


\ 
I 


M~5  — f'  55—117' 


M 

5- 

L-î- 

ï 

L7 

-5« 

** 

9 

L- 

M  — 

€ 

M« 

—  \5 

c 


I  ivlkr»  thi  point  T^  par  les  lormnles 


.^* 


\ 
I 


5' 
C 


X- 

-5- 

^r* 

55- 

-M> 

^ 

> 

5- 

•L^ 

-f' 

L7- 

-5« 

«• 

V 

L- 

-M- 

-^i' 

X« 

55 

it    Ia*^  ^xx^rdi.¥iinè<s  d^nn  point 


S^  de  la  normale  â 


s  \ 


dioite 
sait  pM 
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la  surface  menée  au  point  T' sont  données  par  les  formules 

où  p'  désigne  un  paramètre  arbitraire',  de  même,  en  désignant 
par  p"  un  autre  paramètre  arbitraire,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  S'^  de  la  normale  menée  en  T''  sont  données  par  les  for- 
mules 

Considérons  sur  la  droite  S'S'^  deux  points  \'  et  V"  divisant  har- 
moniquement  les  segments  S'S^^  X  désignant  un  paramètre  arbi- 
traire, les  coordonnées  de  ces  points  sont  respectivement  déter- 
minées par  les  formules  suivantes  : 


a: 


(4) 


j  = 


\    z  = 


et 


(4') 


y(,^Q_^,..^'( 

'-?) 

i-hÀ 

f-Q 

I  H-  X 

(■4) 

1  H-  '/ 

(-ç) 

1  —  /. 

(-ï) 

I  '-  A 

(-Q 

J'exprime  que  le  point  V  est  situé  sur  la  droite  D,  ce  qui  donne 
les  relations 


yT-.-'Sï-2 


x'^^ 


vS'^= 


I  -h  X 


il«//.  d!e*  Sciences  maihém,,  2*  Série,  t.  III.  (Janvier  1879.) 
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et 

Les  deux  points  T' et  T"  étant  sur  la  surface  Z,  ou  a 


►•'«         ir^  j-"J 


St=2 


T  =  '' 


et  les  relations  précédentes  deviennent 

'    Zd    A*  '     Zd    A*  Zd     A 


d*où  Ton  déduit 


et 


V  :L!  V  l!!  _  V'  —  \  ^  ^*      Z  A*  / 

Zd  A«  2d  A*  ■"  Z    "Â*" 

Y  x'»  y  x"«      Y*  -^'^  \-^  ^'        -^  A' 

Si  Ton  porte  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4')?  on 
aura,  en  fonction  du  paramètre  arbitraire  X,  les  coordonnées  du 
point  S"  qui  décrit  la  polaire  cherchée;  mais,  avant  de  faire  cette 
substitution,  il  est  d'abord  nécessaire  d'introduire  les  quantités  qui 
définissent  la  droite  D. 

4.  Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

P  =  2(M  — N)*,   Q  =  2(M-N)(N?-M7),   et   R  =  2(Ni3-M7)% 
on  obtient  facilement  les  expressions  suivantes  : 

Z  A*  ■"  Z^  '      Z^Â*"  — 


w* 


2&J* 
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On  en  déduit 


V  f!!  V  '^"^    V*  •^'  -^^  — - 


(/'__/-,î(PR   _Q*)       ^ 


et,  par  suite, 


^(PrIq')  I^  -^  ^.Q^'-4-  R/'*-  >[P  -+.  Q(/'4-  /")  4-  R/'/^]î; 
si  Ton  pose 


\  = 


/'—a 


OU 


d'  ' 


).  — I  = 


les  valeurs  précédentes  deviennent 

Portons  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (  61)  \  en  y 
remplaçant  également  oif^y'^  ^,  ^'j  y"  et  -s''  par  leurs  valeurs,  en 
faisant  quelques  réductions  faciles  et  en  remarquant  qu*en  vertu  de 
l'équation  (2) 

t'^t"=:-ll     et     t't"  ^^, 


r 


on  obtiendra  les  formules  suivantes,  qui  donnent,  en  fonction  d'un 
paramètre  arbitraire  /ix,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  A  adjointe  à  la  droite  D  : 

Vw  m  .....t ....4 

Z»^= • •• 
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Les  valeurs  de  j^w  et  de  zo)  se  déduisant  de  celle  de  xw  par  de 
simples  permutations  de  lettres,  je  me  dispense  de  les  transcrire  ici. 

5.  Pour  démontrer  maintenant  la  proposition  que  j'ai  rappelée 
au  commencement  de  c.etxe  Note,  il  sufGt  de  faire  voir  que  les  équa- 
tions que  je  viens  d'obtenir  restent  les  mêmes  quand,  au  lieu  de 
considérer  la  surface  détlnie  par  l'équation  (i),  on  considère  une 
surface  quelconque  du  système,  c'est-à-dire  quand  on  change  res- 
pectivement A,  BetCcnA-+-jO,  B-hpetC4-/5,p  désignant  une 
constante  arbitraire. 

Or,  des  valeurs  données  ci-dessus  de  /?,  y  et  r  il  résulte  aisé- 
ment que,  quand  on  eflectue  le  changement  dont  je  viens  de  parler, 
/^,  q  et  r  deviennent  respectivement />  -h  pP,  q  -f-  pQ  et  r  -f-  pR,  et 
il  est  facile  de  vérifier  que  les  valeurs  de  x,  r  et  z  données  par  les 
formules  (6)  ne  sont  pas  changées. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

H.  Ou  peut  chercher  quelles  sont  les  droites  de  l'espace  qui  sont 
perpendiculaires  à  leurs  adjointes.  Si  Ton  remarque  que  les  cosinus 
directeurs  de  la  droite  adjointe  à  D  sont  proportionnels  aux  coc(Ïj- 
cients  de  [x  dans  les  valeurs  de  j:w,j^a)  et  zw,  on  voit  que  les  droites 
cherchées  sont  définies  parla  relation 

relation  qui  se  réduit  évidemment  à 

elle  exprime,  on  le  voit  aisément,  que  la  droite  donnée  est  perpen- 
diculaire relativement  à  une  des  surfaces  du  système. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  son  adjointe^  elle  est  égale" 
ment  perpendiculaire  à  sa  polaire  relativement  à  une  quelconque 
des  surfaces  du  sjstème  (L). 

7.  Supposons  que  la  droite  D  soit  une  génératrice  d'une  des 
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surfaces  du   système,  par  exemple  de  la  surface  déterminée  par 

Téquation  (1).  L'équation  (2)  est  alors  identiquement  satisfaite,  et 

Ton  a 

/?;=</  =  /•  r=  o. 

Les  équations  de  la  droite  adjointe  A  deviennent  alors 

•Ç  =  N-L  +  u(Ly-Na). 

^"=L-M-Hf.(M«-L.S); 

multipliant  successivement  ces  trois  équations  par  or,  j3,  y  et  faisant 
la  somme,  on  en  déduit,  en  remarquant  que 

w  =  ia(M  — N), 
Téqualion  suivante  : 

.ra        rÔ        zy 
A  ^  B        C 

C'est  évidemment  Téquation  du  plan  polaire,  par  rapport  à  S,  du 
point  (a,  (S,  y),  de  la  droite  D,  et  ce  plan  contient  l'adjointe  A. 
Comme  le  point  (  a,  (5,  y)  est  un  point  quelconque  de  la  droite  D, 
il  en  résulte  qu^  A  est  l'enveloppe  des  plans  polaires,  par  rapport 
à  Z,  des  divers  points  de  D,  et,  comme  D  est  sur  la  surface,  c'est  la 
droite  D  elle-même. 

Donc  : 

Si  une  droite  est  une  génératrice  d'une  quelconque  des  surfaces 
du  système  (2),  cette  droite  se  confond  ai^ec  son  adjointe. 

8.  Par  une  droite  D  menons  les  plans  tangents  à  une  surface  du 
système  et  les  normales  aux  points  de  contact.  Ces  deux  droites 
étant  perpendiculaires  à  D,  la  droite  qui  les  rencontre  et  leur  est 
perpendiculaire  est  parallèle  à  D^  par  suite,  le  point  milieu  du 
segment  compris  entre  les  pieds  de  cette  perpendiculaire  se  trouve 
sur  la  droite  adjointe  A. 

Donc  : 

Si,  par  une  droite  quelconque  D,  on  mène  les  plans  tangents 
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à  une  surface  (/uelconque  du  système,  puis  les  normales  aux 
points  de  contact  ;  si,  en  outre,  on  construit  la  droite  qui  rencontre 
ces  deux  normales  et  leur  est  perpendiculaire,  le  lieu  du  point 
milieu  du  segment  compris  entre  les  deux  pieds  de  la  perpen- 
diculaire est  la  droite  adjointe  de  D. 

n  y  a  généralement  deux  surfaces  du  sjstèQie  qui  touchent  D^ 
soient  Z  Tune  d'entre  elles  et  Y!  une  surface  homofocale  qui  en 
diilere  infiniment  peu.  Les  normales  menées  aux  points  de  con- 
tact des  plans  menés  par  C  tangentiellement  à  Z'  sont  infiniment 
voisines,  et  le  point  milieu  du  segment  dont  je  viens  de  parler  se 
confond  à  la  limite  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section  droite 
du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  S  et  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à  D,  ce  centre  de  courbure  correspondant  au  point  de 
contact  de  D  avec  la  surface. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soient  Z  et  2„  les  deux  surfaces  du  système  qui  touchent  la 
droite  D,  m  et  m^  les  points  de  contact;  soit,  de  plus,  K  le  centre 
de  courbure,  au  point  m,  de  la  section  droite  du  cjlindre  cir- 
conscrit à^  et  ajant  ses  génératrices  parallèles  à  J)\  soit  de 
même  K©  le  centre  de  courbure,  au  point  m©?  de  la  section  droite 
du  cylindre  circonscrit  à  Z©  ^^  ayant  également  ses  génératrices 
parallèles  à  D  ;  la  droite  qui  joint  lespointsK  et  K©  est  l'adjointe 
deD. 

9.  Jusqu'ici  la  surface  £,  déterminée  par  Téquation  (i),  et  dont 
les  éléments  figurent  dans  les  formules  (6),  est  une  surface  quel- 
conque du  système.  Supposons  maintenant  qu'elle  soit  tangente  à 
la  droite  D^  Téquation  (2)  devant  alors  avoir  deux  racines  égales, 
on  peut  poser 

p  —  G\     q  =  GU     et     r=:lP, 
et  les  formules  (6)  deviennent 

xw  =  A[(M  —  N)  H-  fi  (N  5  —  My  ^] 


PR  — Q 

.)<"  = 

zw  __ , 


MÉLANGES.  a3 

Ces  formules  peuvent  encore  se  simplifier  si  Ton  suppose  que  le 
point  (a,  |3,  y),  dont  la  position  sur  la  droite  D  est  jusqu'à  présent 
indéterminée,  est  précisément  le  point  de  contact  m  de  cette  droite 
avec  2. 

L*équation  (2)  se  réduit  alors  à 


et  Ton  en  déduit 


(G-+-HO*==o, 


a' 


M-N-|(N15~MV),      ?:i*zz.N-L-g(L7-N«), 


B 


H 


Au  moyen  de  ces  relations,  les  équations  (7)  prennent  la  form** 
suivante  : 


1^)    I  / 


-.«)«=.A(Nl3-Mv)Q4-p.)-^ 


a  H^[PH  — QG 

PR 


u(QH-RG)] 


Z  V    w  :== 


10.  Si,  entre  les  équations  précédentes,  on  élimine  les  quantités 

G.            H«fPH~QGH-.a(QH~RG)l  ..         ,,,         . 

w,  -j  4- ."  et ' ^- j^ >   on  obtient  1  équation 


•  • 


qui  suit  : 


« 


.r-a      A(NS  — Mvl      - 


e 


1=:  o. 


r-5     BiLy-N«)      ^ 
2-V     C(M«-L^)      ^ 


C'est  l'équation  d'un  plan  contenant  l'adjointe  A  et  passant  par 

le  point  m\  comme -»  g  et  ^  sont  respectivement  proportionnels 

aux  cosinus  directetu*s  de  la  normale  menée  en  m  à  la  surface  S,  on 
voit  que  ce  plan  contient  cette  normale. 

D'ailleurs,lesquantitésA(NP— M7),B(L7— ]\«),C(Ma— L(3) 
étant  respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la 
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tangente  conjuguée  de  la  droite  D,  ce  plan  contient  également  cette 
tangente  conjuguée. 
Donc  : 

Soit  Z  une  surface  du  système  touchant  une  droite  D  au  point  m: 
le  plan,  mené  par  le  point  m  normalement  à  cette  surface  et 
passant  par  la  tangente  conjuguée  de  D,  contient  l'adjointe  A  de 
la  droite  D. 

En  considérant  la  seconde  surface  du  système  qui  touche  D,  on 
obtiendrait  également  un  second  plan  contenant  A;  cette  droite 
sera  donc  ainsi  complètement  déterminée. 

11.  En  désignant  comme  ci-dessus  par  £«  la  seconde  surface 
du  système  qui  touche  la  droite  D  et  par  m«  leur  point  de  contact, 
considérons  le  plan  mené  en  m  tangentiellement  à  la  surface  2^ 
ce  plan  contient  la  tangente  conjuguée  de  D  relativement  à  S^  il 
résulte  d'ailleurs  d'une  proposition  bien  connue  qu'il  contient  la 
normale  menée  en  ///o  à  la  surface  2«. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  les  deux  surfaces  S  et  Z«  du  système  qui 
touchent  respectiv^ement  une  droite  donnée  D  aux  points  metm^^ 
si  l'on  construit  la  tangente  conjuguée  de  D  relatii^ement  à  la  sur- 
face i),  cette  tangente  rencontre  en  un  point  Ko  la  normale  menée 
v.n  nio  à  la  surface  ÎIq.  Le  point  K«  est  le  centre  de  courbure  relatif 
nu  point  mo  de  la  section  droite  du  cylindre  circonscrit  à  Z©  et 
ay  uni  ses  génératrices  parallèles  à  D. 

1i2.  La  considération  de  la  droite  adjointe  permet  de  résoudre 
fttcilriiient  diverses  questions  relatives  à  la  courbure  d'une  surface 
du  second  ordre  dont  on  connaît  la  focale.  Imaginons  en  effet  un 
ryliiiclro  circonscrit  à  une  surface  donnée  X,  et  soit  mT  une  des 
f^éiMMalricos  de  iHî  cylindre  louchant  la  surface  au  point  m;  con- 
ulruiHoiis  In  droite  adjointe  de  MT,  et  désignons  respectivement  par 
'V  iH.  par  K  les  jwinls  où  celle  droite  perce  le  plan  tangent  en  m  et 
1/1  iioniialo  cil  ce  |K>inl.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  mT'  est  la 
l/iMf^oiih!  (*on  jn^uée  de  mT  et  que  K  est  le  centre  de  courbure  de  la 
MiMlinii  (jroilr  du  cylindre. 
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13.  Les  formules  (8)  donnent  aisément  les  coordonnées  du 
point  K;  la  droite  mK  étant  en  effet  perpendiculaire  au  plan 
tangent  mené  en  m  à  la  surface  2,  ses  coordonnées  s'obtiendront  en 

faisant  [jl=  —  —  •  En  les  désignant  donc  par  ^,  n  et  Ç,  on  aura 

,^         .       «  PH*— -iQGH-f-RG* 
'^""'""Â  PR^rgi ' 

_P  PH»— -2QGH-URG* 
"^      ^~B  PR  — Q''  ' 

t     ?:__    _y  PH*— ?.QGH-f-RG* 
^""C  PR  — Q* 

Soient,  comme  ci-dessus,  Zo  I^  seconde  surface  du  système  qui 
touche  D,  et  p  la  quantité  dont  diffèrent  les  carrés  des  axes  de  £  et 
les  carrés  des  axes  de  £o* 

L'équation 

(G»  — f)P) -h  2(GH  —  |E)Q)r -+- (H*— pR)f«=  o 

devant  avoir  ses  racines  égales,  on  a 

_PH^— 2QGH-f-RG' 
^~"  PR  — Q*  ' 

et  les  formules  précédentes  deviennent 


doù 


(5_,)«+(,_P)«+(Ç«.^).::.p«^^^.g  +  g^ 


Si  donc  on  désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  mK  du  cylindre 
circonscrit  à  Z  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  par  $  la 
distance  du  centre  des  surfaces  du  système  au  plan  tangent  à  ce 
cylindre  le  long  de  D,  on  a  la  relation  R'  :=  p^d^,  d'où 

R  =  p^. 

De  même,  si  l'on  considérait  le  cylindre  circonscrit  à  la  surface 
Z«  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  en  désignant  par  Ro  son 
rayon  de  courbure  le  long  de  l'arètc  D  et  par  i^  la  distance  du  centre 
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au  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  cette  arête,  on  aurait  la  re- 
lation 

Ro  =  —  P^o  • 

Des  relations  précédentes  on  déduit  en  particulier  Téquation 

R       Ro 


0  Oq 


qu'il  est  aisé  de  vérifier. 


DEUX  PIÈGES  PEU  CONNUES  DE  LA  CORRESPONDANCE  D'EULER 
(LETTRE  D'ERIK  PONTOPPIDAN  A  L.  EULER,  ET  RÉPONSE  D'EULER); 

coiiii1jni0cée8 

Par  m.  BIRGER  HANSTED, 
Candidat  en  Philosophie,  à  Copenhague. 

Les  deux  Lettres  que  j'ai  Tlionneur  de  communiquer  aux  lec- 
teurs du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques 
se  trouvent  dans  un  Essay  sur  la  nouveauté  du  monde  publié  à 
Copenhague,  i  ^55,  par  le  D' Erik  Pontoppidan.  J'ai  cru  que  la  Lettre 
d'Euler  méritait  d*etre  sauvée  de  Toubli,  qui  serait  son  sort  cer- 
tain si  elle  restait  cachée  dans  un  livre  danois  peu  connu  ou  pour 
mieux  dire  inconnu  hors  des  frontières  du  Danemark.  Cette  Lettre, 
si  franche,  si  sincère,  caractérise  à  merveille  l'illustre  Euler^  de 
plus,  je  crois  que  sa  teneur  peut  la  recommander  aux  lecteurs  de 
nos  jours.  Le  savant  danois  D'  Erik  Pontoppidan,  théologien, 
naturaliste,  historien  et  scrutateur  infatigable  de  la  nature,  fut 
doué  d*unc  rare  faculté  d'observation,  de  connaissances  très-éten- 
dues et  d'une  activité  qui  ne  se  lassa  jamais.  Le  but  de  sa  vie  fut 
alors  de  faire  concorder  le  livre  de  la  nature  avec  l'Ecriture  sainte. 
Eu  s'occupant  de  ramasser  des  arguments  en  faveur  de  son  idée 
que  le  monde,  œuvre  du  souverain  Seigneur,  n'existe  pas  de  toute 
éternité,  mais,  d'accord  avec  les  renseignements  de  Moïse,  ne  date 
que  de  6000  ans,  pensée  qu'il  a  développée  dans  son  Essay 
sur  la  nouveauté  du  monde,  il  songea  à  s'adresser  au  profes- 
seur Euler,  à  Berlin,  croyant  avoir  trouvé  une  diminution  de  la 
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durée  de  l'année  comme  suite  nécessaire  de  la  contraction  de  Tor- 
bite  de  la  Terre.  Saisi  de  cette  pensée,  il  écrit,  après  quelques  hé- 
sitations, directement  a  Euler  pour  le  prier  de  lui  donner  des 
explications  (voir  Lettre  I).  La  réponse  d'Euler  (voir  Lettre  II), 
lui  dounant  les  explications  souhaitées,  est  assez  remarquable 
pour  mériter  d'être  connue  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
études  et  aux  découvertes  des  siècles  passés.  Voici  les  deux  Lettres  : 
Lettre  I,  datée  de  Bergen,  en  Norvège,  le  26  de  mars  1754,  du 
D'  Erik  Pontoppidan,  à  M.  Euler,  et  Lettre  II,  datée  de  Berlin,  ce 
II  de  mai  1754,  réponse  de  M.  Euler  au  D'  Erik  Pontop- 
pidan : 

I. 

<(  Monsieur, 

n  Vous  vous  étonnerez  sans  doute  h  la  vue  de  ces  lignes,  dont 
l'auteur  ne  présume  pas  avoir  l'honneur  de  vous  être  connu.  Aussi 
ai-je  bien  balancé  dans  mon  esprit  le  pour  et  le  contre  avant  que 
de  vous  incommoder  par  là,  eu  surtout  égard  à  la  distance  des 
lieux,   sans  laquelle  j'auroîs,   il  y  a  longtemps,  recherché  l'hon- 
neur et  le   plaisir  de  votre  commerce.  Vous  jugerez  aisément. 
Monsieur,  que  ce  désir  m'est  venu  de  la  lecture  de  vos  Ouvrages, 
qui  n'ont  pas  manqué  d'inspirer  à  moy,  comme  à  tout  le  monde, 
beaucoup  de  respect  pour  vos  talens  admirables  et  admirez  en  ef- 
fect  par  toute  l'Europe.  Venons-en  au  fait,  sans  complimens  su- 
perflus, qui  ne  me  sont  pas  fort  naturels.  C'est  dans  le  premier 
tome  d'un   livre    appelé   :    Phjsikalische  Belusttgungen  et  dans 
le  Magazine  (le  Londres  que   j'ai,  lu  une  Lettre  de  votre  main, 
adressée  à  M.  Wetstein,  sur  l'approche  continuelle  de  noire  globe 
vers  le  Soleil  comme  vers  son  centre.  Ce  problème  m'a  paru  très- 
intéressant  et  très-digne  de  toute  la  recherche  possible,  afin  d'être 
mis  en  tout  son  jour,  par  conséquent  un  peu  plus  détaillé  que  je 
ne  le  trouve  dans  ladite  Lettre.  La  raison  particulière  qui  me  fait 
souhaiter    cela  pour  l'instruction  du  public,    curieux   sous  nos 
jours  plus  que  jamais,  c'est  que  je  travaille  à  un  Essay  sur  la 
nouveauté  du  monde,  pour   l'opposer  à  Messieurs   les   matéria- 
listes et  autres  incrédules  de  ce  siècle,  auxquels  on  n'appliqueroil 
pas  mal  les  paroles  de  saint  Pierre  (IP  Kpitre,  C.  III,  v.  5).  Or  je  vois 
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avec  plaisir.  Monsieur,  qu'à  la  fin  de  votre  Lettre  vous  tirez  du 
principe  en  question  la  juste  conséquence  que  notre  globe  va 
finir  un  jour  sa  carrière  et  achever  sa  destination  présente.  Tout 
cela  cadre  admirablement  bien  avec  mes  pensées  et  je  souhaiterois 
qu'il  n'y  eut  rien  à  dire  contre  cette  position.  Cependant,  puisque 
je  me  sens  la  vue  trop  courte  dans  ces  sortes  de  sujets,  il  faut  de 
nécessité  que  je  vous  incommode  par  quelques  questions,  super- 
fiues  sans  doute,  si  j'étois  plus  versé  dans  TAstronomie. 

»  En  premier  lieu,  je  me  donne  la  liberté  de  vous  demander  par 
quelle  raison  vous  allègue/,  la  matière  subtile  qui  remplit  notre 
tourbillon  (ne  fut-ce  que  la  matière  de  la  lumière)  comme  un 
moyeu  qui  pousse  notre  globe  de  plus  en  plus  vers  son  centre? 
Car  si  c'est  la  matière  lumineuse  qui  ne  cesse  d'émaner  du  Soleil, 
ne  semble-t-elle  pas  devoir  produire  un  efi'et  contraire  en  repous- 
sant notre  globe  rencontré  en  son  chemin,  plutôt  que  de  l'attirer? 

»  En  second  lieu,  cette  matière  lumineuse,  supposé  qu'elle  parte 
incessamment  du  Soleil,  ne  devroit-clle  pas  s'attacher  ou  se  fixer 
quelque  part  aux  planètes,  ou  bien  rendre  notre  tourbillou  plus 
lumineux  et  plus  brillant  vers  la  fin  des  siècles  que  dans  leur  com- 
mencement? 

))  Troisièmement,  ne  dcvroit-elle  pas,  par  la  même  raison, 
causer  au  corps  du  Soleil  un  préjudice  considérable,  en  lui  étant 
continuellement  quelque  chose  de  son  volume? 

»  Quatrièmement,  s'il  y  a  eu  un  temps  dans  lequel  notre  globe 
se  trouva  plus  éloigné  du  Soleil,  ne  s'ensuit-il  pas  que  les  hivers 
de  ce  temps-là  ont  plus  de  froid  comme  les  étés  moins  de  chaleur, 
et  les  habitans  faits  pour  notre  globe  ont-ils  pu  s'accommoder  de 
cela? 

»  En  cinquième  lieu,  ne  pourroit-on  pas  écarter  ces  inconvé- 
niens  par  la  supposition  que  le  corps  du  Soleil,  amoindri  par  l'éma- 
nation de  la  matière  lumineuse,  avoit  été,  du  commencement,  plus 
yaste  et  ne  s'étoit  diminué  qu'à  proportion  de  l'approche  du  globe 
et  des  autres  planètes?  Position  qui,  si  elle  seroit  fondée,  servi- 
roit  à  glorifier  infiniment  la  sagesse  économique  du  grand  Exé- 
cuteur. 

»  Enfin,  le  raccourcissement  de  l'année  qui  entre  dans  votre 
système  est-il  bien  assuré,  et  quelle  est  la  diilérence  d^un  siècle  à 
un  autre  ?  Asis,  roy  de  Thèbes,  n'a-t-il  pas  mesuré  l'année  solaire 
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tout  comme  nous  la  mesurons  aujourd'huy,  en  y  ajoutant  les  cinq 
jours  qui  lui  manquoient  auparavant  faute  de  calculs  ? 

M  Voilà,  Monsieur,  mes  six  questions  qui,  pour  être  un  peu 
épineuses  à  moy,  n'en  seront  pas  de  même  à  un  esprit  fait  comme 
le  votre  pour  l'illustration  de  ce  siècle.  Si  je  considère  ce  dernier 
sous  l'image  de  notre  tourbillon,  je  vous  place  dans  son  centre 
comme  le  soleil  de  notre  âge.  Sur  ce  fondement,  je  vous  demande 
pour  réponse  quelques  rayons  jettes  dans  un  grand  éioignement  et 
d'autant  plus  bienvenus.  Il  ne  me  reste  que  de  vous  donner  à  bon 
Dieu  et  de  vous  souhaiter  le  comble  de  ses  grâces  et  bénédictions, 
étant  d'un  cœur  respectueux  autant  qu'un  inconnu  peut  l'être, 

M  Monsieur,  etc. 

■  De  Bergen,  en  Norw.,  ce  36  mars  1754.  » 


n. 

«  Monsieur, 

u  Tout  sensible  que  je  sois  à  l'honneur  de  votre  Lettre,  je  m'es- 
tîmerois  bien  heureux  si  mes  recherches  peuvent  jamais  contri- 
buer quelque  chose  à  confondre  la  malice  des  esprits  forts.  Je 
croyoi»  que  l'approche  successive  des  planètes  vers  le  Soleil  four- 
nissoit  une  preuve  convainquante,  tant  que  le  système  du  monde, 
tel  qu'il  est  aujourd'huy,  n'ayt  existé  depuis  toute  l'éternité,  ni 
qu'il  sauroit  subsister  éternellement.  Or,  pour  prouver  ce  senti- 
ment a  priori  et  pour  développer  en  même  temps  les  questions 
dont  vous  avez  bien  voulu  m'honorer,  je  prendrai  la  liberté  de 
vous  proposer.  Monsieur,  les  remarques  suivantes. 

)i  1.  Je  dis  donc  que  l'espace  du  monde  ne  sauroit  être  vuide  de 
toute  matière,  comme  il  seroit  nécessaire  si  les  planètes  dévoient 
décrire  leurs  orbites  conformément  aux  règles  établies  par  Kepler 
et  soutenues  par  le  grand  Newton,  qui  a  été  obligé  de  supposer 
l'espace  du  monde  entièrement  vuide  pour  que  les  planètes,  dans 
leur  mouvement,  n'y  rencontrent  aucime  résistance,  ayant  bien 
reconnu  qu'une  résistance  devoit  nécessairement  troubler   leur 
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mouvement.  Or,  quoique  Newton  ait  soutenu  vuide  l'espace  du 
ciel,  je  dis  que  ce  sentiment  ne  sauroit  ôtre  admis  et  qu'il  est  tou- 
jours détruit  par  la  théorie  de  la  lumière,  de  quelque  manière 
qu'on  l'envisage.  Car,  si,  comme  le  veut  Newton  luy  même,  la  lu- 
mière est  dardée  du  Soleil,  avec  cette  terrible  vitesse  qui  luy  fait 
parcourir  l'intervalle  entre  le  Soleil  et  la  Terre  en  moins  de  huit  mi- 
nutes, tout  l'espace  doit  être  absolument  rempli  de  la  matière  de 
la  lumière.  Mais,  croyant  avoir  suffisamment  réfuté  cette  hypothèse  ^ 
de  l'émanation  actuelle  de  la  lumière  des  corps  lumineux,  on  est 
réduit  par  des  raisons  les  plus  fortes  à  soutenir  que  la  lumière  se 
répand  par  l'espace  du  ciel,  de  la  manière  que  le  son  est  répandu 
par  l'ouïe.  Il  faut  donc  que  l'espace  du  ciel  soit  rempli  d'un  fluide 
extrêmement  élastique  et  rare  pour  transmettre  les  rayons  de  la 
lumière.  Voilà  donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  l'univers  rempli 
d'une  matière  subtile  qui  ne  sauroit  manquer  d'influer  sur  le 
mouvement  des  planètes.  Cet  eflet  peut  être  double,  car  d'abord, 
en  tant  que  ce  fluide  est  matière,  il  faut  que  les  corps  qui  s'y 
meuvent  rencontrent  quelque  résistance  qui  tende  à  diminuer 
leur  vitesse,  et,  en  tant  que  cette  matière  est  en  mouvement,  elle 
choquera  les  planètes  selon  la  direction.  Et  c'est  sur  quoi  roule 
votre  première  question,  que  par  le  mouvement  de  la  lumière,  les 
planètes  devroient  être  déplus  en  plus  éloignées  du  Soleil.  Cela  ar- 
riveroit,  sans  doute,  si  les  planètes  n'étoient  pas  continuellement 
attirées  par  la  gravité,  vers  le  Soleil.  Mais,  quelle  que  soit  la  cause 
de  la  gravité,  il  suffit  de  savoir  que  la  force  est  la  raison  renver- 
sée des  quarrés  de  la  distance  au  Soleil.  Or,  la  dernière  force  de 
la  lumière,  en  cas  qu'elle  clioquàt  sur  les  planètes  en  les  repous- 
sant du  Soleil,  devroit  suivre  la  même  raison,  vu  que  la  force  de 
la  lumière  diminue  aussi  en  raison  du  quarré  des  distances  au 
Soleil  ]  elle  ne  feroit  donc  que  diminuer  tant  soit  peu  la  force  de  la 
gravité,  et  il  en  seroit  de  même  que  si  les  planètes  seroîent  attirées 
vers  le  Soleil  par  une  force  un  peu  moindre,  mais  qui  suivroit 
également  la  même  raison  à  l'égard  de  la  distance.  Or,  si  les  pla- 
nètes n'éprouvoyent  qu'une  telle  force  qui  les  poussât  au  Soleil, 
elles  devroient  toujours  décrire  des  ellipses  autour  du  Soleil,  et 
leur  grandeur  devroit  toujours  demeurer  la  même  éleniellement. 
Ainsi,  quoique  la  lumière  agisse  par  impulsion  sur  les  planètes  en 
les  repoussant  au  Soleil,  cela  ne  sauroit  altérer  la  grandeur  de 
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Torbite  de  chacune.  Mais  Tautre  eifet  de  cette  matière  subtile/ qui 
résulte  de  la  résistance,  doit  nécessairement  tant  soit  peu  retar- 
der le  mouvement^  ou  bien,  après  que  la  planète  auraj  parcouru 
un  certain  arc,  sa  vitesse  sera  un  peu  moindre  que  si  elle  n'avoit 
pas  éprouvé  cette  résistance.  Or,  dès  que  le  mouvement  d'une  pla- 
nète est  devenu  plus  lent  que  la  conservation  de  son  orbite  Texige, 
la  force  de  la  gravité  l'emporte,  et  la  planète  doit  s'approcher  da- 
vantage du  Soleil.  Cela  est  évident  de  là  que,  si  le  mouvement  d'une 
planète  étoit  entièrement  détruit,  elle  tomberoit  directement  dans 
le  Soleil.  Il  est  donc  certain  qu'à  cause  d'un  fluide  dont  le  ciel 
est  rempli,  de  quelque  nature  qu'il  soit,  les  orbites  des  planètes 
doivent  insensiblement  être  rétrécies,  quelque  violente  que  puisse 
d'ailleurs  être  la  force  repoussante  de  la  lumière. 

»  2*  Pour  la  seconde  question,  comme  l'hypothèse  de  l'émana-* 
tion  actuelle  de  la  lumière  du  Soleil  est  insoutenable,  et  que  la  lu- 
mière est  plus  tôt  de  la  même  manière  répandue  par  l'éther,  que 
le  son  par  l'air,  aussi  peu  qu'un  bruit  passé  augmente  un  son  pré- 
sent, la  lumière  du  temps  passé  pourra  augmenter  celle  d'aujour- 
d'hui. Aussi  voit-on  que,  dès  qu'on  rend  une  chambre  obscure, 
la  lumière  qui  étoit  entrée  auparavant  s'éteint  subitement. 

»  3.  A  la  troisième  questiou,  il  n'y  a  point  de  doute  que,  si  la 
lumière  étoit  une  émanation  réelle  du  Soleil,  son  corps  en  devroit 
souffrir  une  perte  très-considérable.  Si  nous  considérons  la  rapi- 
dité que  ce  courant  continuel,  qui  remplit  tout  l'univers,  devroit 
avoir,  quelque  subtile  que  nous  concevions  la  matière  de  la  lu- 
mière, je  doute  fort  que  le  Soleil  pourroit  subsister  seulement  une 
heure.  Mais  dans  l'autre  système,  où  la  propagation  de  la  lumière 
est  semblable  à  celle  du  son,  le  Soleil  ne  perdra  pas  plus  en  nous 
éclairant  qu'une  cloche  en  sonnant. 

»  4.  La  quatrième  question  n'a  aucun  doute,  car,  comme  il  est 
certain  que  nul  homme  ni  nulle  créature  semblable  aux  nôtres  ne 
sauroit  subsister  dans  Saturne;  ainsi,  si  la  Terre  avoit  été  jamais 
aussi  éloignée  du  Soleil  que  Saturne  l'est  aujourd'hui,  elle  auroit 
été  absolument  inhabitable  aux  créatures  qui  l'occupent  à  présent. 
Donc,  quoique  le  monde  ait  existé  depuis  toute   éternité  (ce  qui 


3u  PUEMIÈIIE  PAUTIE. 

conlredit  déjà  au  rétrécissement  successif  des  orbites)  et  que  l'or- 
bite de  la  Terre  soit  enfin  parvenue  à  l'étendue  qu'elle  occupe  ac- 
tuellement, il  faudroit  absolument  que  dans  un  certain  temps 
toutes  les  créatures  y  fussent  produites  par  un  vray  miracle. 

»  5.  Comme  je  crois  l'hypothèse  de  l'émanation  actuelle  de  la 
lumière  insoutenable,  cette  question  n'a  point  de  difficulté. 

))  6.  La  dernière  question  est  la  plus  importante.  Il  s'agit  de 
savoir  si  l'on  peut  s'assurer  par  les  observations  d'un  cacour- 
cissement  des  années,  ce  qui  seroit  une  suite  nécessaire  de  la  con- 
traction de  l'orbite  de  la  Terre.  J'ay  cru  que  cela  pouvoit  être 
prouvé  par  les  observations  rapportées  par  Ptolomée,  et  la  longueur 
de  l'année  qu'il  met  de  365  jours  5  heures  55  minutes,  tandis  qu'elle 
n'est  aujourd'hui  que  de  365  jours  5  heures  et  48  minutes,  sembloit 
favoriser  mon  sentiment.  Mais,  après  un  examen  plus  mur,  on 
trouve  que  Ptolomée  s'est  trompé  dans  son  année  et  qu'elle  n'a  pas 
été  plus  longue  alors  qu'aujourd'hui.  Mais  il  est  certain  que  le 
mouvement  de  la  Lune  est  aujourd'hui  un  peu  plus  vif  qu'il  n'étoit 
autrefois,  ce  qui  me  parait  suffisant  pour  mon  sentiment.  Car 
puisque  nous  mesurons  les  années  par  le  nombre  des  jours,  qui 
nous  assure  que  les  jours  sont  aujourd'huy  aussi  longs  qu'autrefois? 
En  cas  que  les  jours  soyent  devenus  un  peu  plus  courts,  les  ans  le 
seroient  aussi,  quoiqu'ils  continssent  le  même  nombre  de  jours. 

»  J'ay  l'honneur  d'être  avec  un  très-profond  respect, 

»  Monsieur,  etc. 

n  BerlÎD,  ce  II  de  may  1754*  » 
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WITTSTEIN  (D'  Armin).  —  Zur  Gesgiiichte  des  Malfatti^schen  Problems. 
—  Nordlingen,  Beck'sche  fiuchhandlung,  1878;  27  pages,  a  PI. 

L^auteur  a  déjà  fait  paraître,  en  1871,  une  intéressante  histoire 
du  problème  de  iVlalfatti,  qui  traitait  déjà  assez  complètement  le 
sujet.  Toutefois,  à  cette  époque,  il  lui  avait  été  impossible  de  con- 
sulter une  certaine  partie  des  sources  originales,  et  comme,  en 
outre,  dans  ces  dernières  années,  de  nombreux  documents  nouveaux 
se  sont  ajoutés  aux  anciens,  l'auteur  a  eu  raison  d'ajouter  à  son 
travail  le  présent  Appendice. 

La  première  Partie  contient  exclusivement  des  compléments  à 
ses  anciens  travaux;  il  y  est  question  des  solutions  analytiques  du 
problème  par  Lechmùtz,  Adaoïs,  Cayley,  et  de  la  démonstration 
géométrique  que  Hart  a  donnée  de  la  célèbre  construction  de 
Steiner.  Viennent  ensuite  les  travaux  eilectués  dans  les  sept  der- 
nières années  :  on  doit  mentionner  ici  la  manière  dont  Mertens  a 
traité  le  problème  dans  le  cas  des  triangles  sphériques  ;  deux  solu- 
tions algébrico-géométriques  par  Simons  et  Catalan;  une  seconde 
étude  de  Mertens,  qui  introduit  de  la  manière  la  plus  ingénieuse  les 
quantités  imaginaires;  enfin  un  ensemble  de  recherches  synthé- 
tiques, se  rattachant  immédiatement  aux  méthodes  de  Steiner,  et 
auxquelles  l'auteur  consacre  un  paragraphe  spécial.  Cette  revue 
commence  par  la  démonstration  de  Mendthal,  puis  elle  passe  à 
celle  de  Schroeter,  qui,  selon  M.  Wittstein,  «  répond  seule  à  l'in- 
tention de  Steiner  »,  et  que,  pour  celte  raison,  il  expose  avec  grands 
détails  ;  il  termine  par  les  démonstrations  analogues  de  Godt  et 
d  Aflblter,  où  il  est  fait  un  usage  répété  de  la  transformation  par 
rayons  réciproques.  Une  biographie  sommaire  de  Malfatti  sert  à 
arrondir  cette  esquisse,  écrite  d'un  style  qui  sent  la  recherche. 

Le  nom  de  Lechmùtz  se  trouvant  assez  souvent  cité  dans  ce 

passage  et  ailleurs,  nous  croyons  devoir  faire  observer,  pour  ne  pas 

laisser    accréditer  une  méprise,   que,  dans  le  Traité   publié  par 

Lehoius,  aiors professeur  à  Berlin  {Die  reine  Mathematih  und  die 

"'^^^^^^^'^^^'^nff^/^senscliaften.  Berlin,  i845),  on  trouve,  pages  ia6- 

yt  '''tfoim  trigonométrique  de  notre  problème,  que  l'auteur 

^-  a*  Série,  t.  \\\,  (Févriop  1879.)  3 
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fait  suivre  de  rcs  mois  :  n  Celte  solution  a  été  tléjà  communiquée 
par  ]*aulcur,  en  i8ao,  au  professeur  (iergonnc,  pour  être  insérée 
dans  ses  yÉnnales.  A  l'impression,  le  nom  de  Tauteur  a  été  trans- 
formé en  Lochmiitz,   »  S.  Gïnther. 


BILLWILLER  (R.)-  —  Ueber  Astrologie.  Vortnig  géhalten  von  Robert  Bill- 
wiLLER,  Chef  dcr  schweiz.  mcteorol.  Centralstation  in  Zlirich.  —  Base), 
Schvveighauser'sche  Buchhandlung,  1878;  33  pages. 

Que  non-seulement  Thistoire  générale  de  la  civilisation,  mais 
cneorc  spécialement  Thistoire  des  sciences  mathématiques,  ne 
puisse  en  aucune  façon  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  supersti- 
tion astrologique  des  anciens  temps  si  Ton  veut  que  certaines 
(juestions  importantes  ne  restent  pas  à  jamais  sans  réponse,  c'est 
ce  qu'aucun  historien  ne  peut  méconnaître.  Nous  savons  donc  gré 
à  M.  Billwiller  d'avoir,  par  la  publication  en  brochure  de  sa  confé- 
rence populaire,  contribué  à  attirer  l'intérêt  général  sur  ce  point, 
qui  n'est  pas  encore,  à  beaucoup  près,  apprécie  à  sa  juste  valeur. 
Après  avoir  exposé,  dans  une  courte  Introduction,  la  tendance  de 
son  discours,  il  nous  dépeint  le  double  caractère  de  la  science  des 
astres  dans  l'antiquité  :  d'un  côté,  c'était  une  science  physique 
(principalement  météorologique)  dont  le  but  était  relativement 
raisonnable;  d'autre  part,  c'était  une  doctrine  purement  arbitraire 
(l'Astrologie  judiciaire)  lorsqu'elle  se  mêlait  de  faire  des  prédictions 
sur  le  sort  des  hommes  et  des  Etats.  M.  Billwiller,  tout  en  recon- 
naissant Ptolémée  comme  l'auteur  des  ^pparentiœ  stellarum. 
défend  éncrgiquement  cet  astronome  contre  l'imputation  d'avoir 
écrit  le  TexpâCiêXoç*,  ses  conjectures  sur  le  véritable  auteur  de  ce* 
méfait  littéraire  paraissent  dignes  d'attention.  Passant  aux  Arabes, 
INI.  Billwiller  développe  les  règles  systématisées  par  les  sages  de 
celte  nation  |>our  l'établissement  des  horoscopes,  et,  à  cette  occasion, 
il  apporte  aussi  quelques  éclaircissements  intéressants  sur  le 
fVallenstein  de  Schiller,  il  précise  ensuite  le  caractère  de  l'Astro- 
logie du  moyen  âge,  avec  son  iniluence  sur  la  Chimie  et  la  Méde- 
cine, et  enfin  il  expose  les  conceptions  géométrico-astrologiques 
créées  par  le  génie  original  de  Kepler,  et  à  rimportance  desquelles 
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il  rend  pleine  justice.  «  Si  de  nos  jours  »,  dit-îl  (p.  29),  «  dans  la 
Psychologie  spéculative,  dans  celle  d'Erdmann  par  exemple,  nous 
rencontrons  encore  Texpression  de  genius  ter  rester,  nous  ne  de- 
vrons pas  trop  chercher  chicane  a  Tidée  de  Kepler,  quand,  à  une 
époque  remplie  de  mysticisme,  il  parle  de  Tàme  de  la  Terre.  » 
>i'ous  irons  plus  loin  :  nous  prétendons,  d'accord  avec  l'excellent 
essai  de  Forster,  Joliann  Kepler  und  die  Harmonie  der  Sphâren, 
que  le  grand  astronome  ne  doit  être  aucunement  séparé  de  l'ingé- 
nieux astrologue,  et  qu'au  contraire  l'un  entraine  l'autre. 

S.    GiJNTHER. 


AH4PEEB'b  (K.-A.),  npocj)eccop'b  qncToft  MaxcMaTUKH  bti  Xapb- 

KOBCROirb    yHHBePCHTCTa.  O  reOMCTPHMeCKHX'b  COOTB'feTCTBiaX'b 

vii  npHM'feneHÎH  kI)  Bonpocy  o  nocTPoeHiii  xpubuxI)  Jinniri  (*). 

(Traduit  par  M.  Potocki.) 

Le  but  de  l'auteur  est  d'étudier  le  problème  de  la  construction 
des  courbes  géométriques,  en  connaissant  un  nombre  suflisant  de 
leurs  points.  On  trace  les  sections  coniques  h  l'aide  de  deux 
faisceaux,  entre  les  rayons  desquels  existe  une  dépendance  pro- 
jectîve  ou  uniforme.  La  question  posée  par  l'auteur  est  :  «  Quelle 
modification  faut-il  faire  subir  à  la  méthode  du  tracé  des  sections 
coniques  pour  obtenir  un  procédé  plus  général  pour  tracer  les 
courbes  d'ordre  supérieur?  » 

Selon  l'auteur,  deux  transformations  sont  possibles  : 

I®  On  peut  modifier  les  éléments  de  formation,  c'est-a-dire 
remplacer  les  faisceaux  de  droites  par  des  formes  géométriques 
plus  compliquées,  et  laisser  sans  changement  les  relations  projcc- 
tives existant  entre  les  faisceaux; 

2**  Tout  en  considérant  les  faisceaux  de  droites,  généraliser 
leur  mode  de  dépendance. 


(•)  AïiDaKiEF  (K.-A.),  professeur  de  Mathématiques  pures  à  l'Université  de  Khar- 
kof.  Des  affinités  géométriques  appliquées  au  problème  de  la  construction  des  courber. 

[MameMam,  C^opHU/Cb,  t.  IX,  iGr.  pa^es,  pr.  in-8°;  1H7Î)). 

3. 
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Dans  \v  premier  cas,  les  courbes  d*ordre  supérieur  seront  for- 
uié(»s  à  l'aide  dvs  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur,  dont  les 
éléments  sont  liés  par  Taffinité  homograpliique. 

La  question  a  été  déjà  traitée  à  ce  point  de  vue  (*). 

Quant  à  la  généralisation  du  second  genre,  tout  en  étant  simple 
et  naturelle  au  point  de  vue  analytique,  elle  présente  de  grandes 
difficultés  au  point  de  vue  géométrique.  En  effet,  si  une  courbe 
(fordre  supérieur  est  engendrée  par  l'intersection  des  rayons  cor- 
respondants des  deux  faisceaux  rectilignes  liés  par  une  affinité 
d'ordre  supérieur  (multiforme),  on  devrait  arriver  à  une  construc- 
tion qui,  pour  chaque  rayon  d*un  faisceau,  détermine  les  rayons 
correspondants  de  l'autre.  La  difliculté  existe  dans  l'établissement 
de  celte  construction,  et  c'est  à  cette  difficulté  qu'on  doit  attribuer 
le  fait  que  la  généralisation  du  dernier  genre  n'a  pas  conquis  jus- 
qu'à présent  dans  la  Science  le  rang  atteint  par  celle  du  premier 
genre. 

Pour  résoudre  le  problème  de  construction  des  courbes  par 
points,  problème  que  Chasles  appelle  le  problème  fondamental  de 
la  théorie  des  courbes  géométriques  (2),  l'auteur  considère  comme 
le  plus  commode  de  déflnîr  les  courbes  géométriques  comme 
«•iigendrées  par  deux  faisceaux  rectilignes  dont  les  éléments  sont 
liés  par  une  affinité  multiforme. 

Dans  ce  cas,  le  problème  de  la  construction  des  courbes  géomé- 
triques d'après  la  connaissance  d'un  nombre  suffisant  de  leurs 
points  est  ramené  à  la  construction  des  éléments  correspondants 
de  deux  faisceaux  rectilignes  étant  entre  eux  dans  une  affinité 
multiforme,  et  en  connaissant  un  nombre  suffisant  de  couples 
de  ces  éléments.  Au  lieu  d'un  problème  particulier  de  la  construc- 
tion des  courbes,  on  arrive  ainsi  au  problème  plus  général  de  la 
tJiéorie  géométrique  des  affinités  d'ordre  supérieur. 

Ce  problème  forme  le  principal  objet  du   travail  analysé.  L'au- 


(•)  Cremona,  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curve  piane.  Bologne, 
18G2,  §  10. 

De  JoNOriÈRES,  Essais  sur  la  génération  des  courbes  géométriques» 

HARTE?(DKnGER,  Ueber  die  Erzeugung  geometrischer  Cnrven.  (Journal  de  Crelle^ 
t.  58). 

(')  Chasles,  Construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par  neuf 
points.  (^Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  X.  XXXVI). 
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leur  considère  le  principe  des  affinités  comme  le  principe  fondamen- 
tal de  la  Géométrie  moderne.  Dans  la  Géométrie  synthétique,  tout 
genre  d'aflinité  ne  peut  être  considéré  comme  déterminé  que  lorsque 
la  construction  qui  le  produit  est  connue. 

Si  à  chaque  élément  d'une  forme  correspondent  plusieurs  élé- 
ments d'une  autre,  une  telle  affinité  s'appelle  multiforme.  Le  do- 
maine des  affinités  multiformes  présente  encore  un  vaste  champ  à 
l'exploration.  Le  professeur  Em.  Weyr  donne,  dans  son  Ouvrage 
intitulé  :  Tlieorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementar- 
gebilde,  une  définition  géométrique  précise  de  l'affinité  mono- 
biforme.  En  i8r5,  M.  Andréief,  dans  un  Ouvrage  :  De  la  forma- 
tien  géométrique  des  courbes  planes ,  donna  le  premier  essai  d'une 
représentation  géométrique  de  l'affinité  biforme  réciproque  sous 
une  forme  tout  à  fait  générale. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  l'auteur  cherche  à  développer  les  prin- 
cipes géométriques  généraux  pour  obtenir,  à  l'aide  des  construc- 
tions, les  affinités  multiformes  telles  que  le  nombre  d'éléments  de 
chaque  forme,  correspondants  h  un  élément  quelconque  d'une  autre 
forme,  n'y  dépasse  pas  quatre.  Il  parvient  ainsi  à  construire  sur  un 
plan  les  courbes  géométriques  générales  jusqu'au  cinquième  ordre, 
y  compris  plusieurs  groupes  de  courbes,  dont  certaines  propriétés 
particulières  appartiennent  aux  courbes  d'ordres  plus  élevés.  Dans 
toute  son  exposition,  l'auteur  suppose  connues  les  définitions  géo- 
métriques et  les  propriétés  principales  des  affinités  collinéaires  et 
corrélatives. 

Le  deuxième  Chapitre  est  intitulé  :  Affinité  biforme  réci- 
proque des  faisceaux  et  construction  des  courbes  des  troisième  et 
quatrième  ordres.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur  étudie  la  construc- 
tion à  l'aide  de  laquelle  on  peut  déterminer,  pour  chaque  rayon 
d'un  faisceau,  deux  rayons  correspondants  d'un  autre  faisceau. 
L'auteur  établit,  entre  l'affinité  de  deux  faisceaux  réciproquement 
biformes,  déterminés  par  huit  couples  de  rayons,  une  dépendance 
déterminée  par  l'affinité  corrélative  de  deux  plans.  En  appliquant 
l'affinité  biforme  à  la  construction  des  courbes,  il  résout  le  pro- 
blème relatif  à  la  dépendance  de  l'ordre  de  la  courbe  engendrée 
et  des  caractéristiques  numériques  de  la  multiplicité  des  affinités 
entre  les  faisceaux  qui  l'engendrent.  Ici  l'auteur  cite  le  ihéorèmc 
ccmnu  : 
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Deux  Jaisceauj:  de  droites  liés  entre  eujc  par  une  dépendance 
multiforme  telle,  qu'à  chaque  rayon  du  premier  correspondent 
n/  rayons  du  second,  et  réciproquement  à  chaque  rayon  du  se- 
cond faisceau  correspondent  m  rajons  du  premier,  engendrent 
une  courbe  d'ordre  m'-^m;  les  centres  de  cette  courbe  ren- 
ferment des  points  multiples  dont  les  multiplicités  sont  respecti- 
vement égales  à  m  et  m'. 

La  connaissance  de  la  construction  des  rayons  correspondants 
de  deux  faisceaux  liés  par  l'affinité  réciproquement  biforme  per- 
met à  Tauteur  de  résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

i*  Construire  une  courbe  du  quatrième  ordre  en  connaissant 
dix  de  ses  points,  dont  deux  doubles  ^ 

2*  Construire  une  courbe  du  troisième  ordre,  en  connaissant 
neuf  de  ses  points. 

Le  troisième  Chapitre  a  pour  objet  l'exposition  géométrique  des 
transformations  dites  de  Cremona  et  de  leurs  applications. 

Après  avoir  donné  une  définition  géométrique  de  la  correspon- 
dance quadratique,  c'est-à-dire  de  la  transformation  du  deuxième 
degré  de  Cremona,  et  avoir  exposé  ses  propriétés  fondamentales, 
l'auteur  donne  un  aperçu  historique  sur  le  développement  graduel 
de  la  théorie  des  transformations  au  point  de  vue  purement  géomé- 
trique. Il  indique  l'affinité  établie  pour  la  première  fois  par  Stei- 
ner(^)  ou  la  projection  gauche  de  Transon('),  et  les  définitions 
géométriques  de  cette  affinité  données  jïar  Seydewitz('),  Reye(*), 
Darboux(*),  Hirst('),  etc. 


(  '  )  Stei!1F.R,  Systematische  Entwickinng  dcr  Âbhàngtgkeit  geometrischcr  Gestalteii 
ifon  eintmder.  Berlin,  p.  35 1  ;  i833. 

(*)  Transom,  De  la  projection  gauche.  {Nouvelles  Annales  Je  Mathém,^  t.  IV,  p.  383- 
393,  i865,  et  t.  V,  p.  ()3-7o;  18G6). 

(")  Seydewitz,  Darstelliing  der  geometrischen  Verwandtchaften .  {Griinert's  jirchiv, 
t.  VII,  p.  Ii3-i/i8). 

(*)  Rkye,  Gcometrlsche  Verwandtschajt  zweiten  Grades.  {Zeitschrift  fur  Math,  uml 
Ph,,  t.  XI,  p.  28<>-3io;  18G6). 

(*)  Daruoi'X,  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures,  (Bull,  de  la  Soc.  Ph., 
t.  XI,  p.  7i-8o;  i8'J8). 

(•)  HiRST,  On  ihe  quaJric  conversion  of  plane  curies.  {Procccdings  of  thc  Royal 
éSoc.;  i8C»5). 
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Les  transformations  de  Cremona  d*ordrcs  supérieurs  se  pré- 
sentent eomme  dérivant  de  la  répétition  de  la  dépendanee  quadra- 
tique. La  possibilité  d'obtenir  par  ce  procédé  toutes  les  transfor- 
mations de  Cremona  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par 
>iother(*)  et  Rosanes  (^),  qui  l'ont  fait  indépendamment  l'un  de 
l'autre.  A  propos  des  transformations  de  Cremona,  on  remarque 
({ue  la  construction  donnée  par  Saltel  (^)  pour  établir  le  principe 
nppeié  par  lui  arguesien  n'est  autre  chose  que  la  transformation 
du  troisième, degré  de  Cremona.  On  donne  ensuite  la  généralisa- 
lion  de  cette  construction,  déjà  indiquée  par  Saltel. 

Parmi  les  applications  géométriques,  la  plus  remarquable  est  celle 
qui  est  relative  à  la  construction  des  courbes  rationnelles  ou  unicui- 
saies.  L'auteur  démontre  que,  si  une  courbe  de  ce  genre  est  déter- 
minée par  la  connaissance  d'un  nombre  suffisant  de  ses  points, 
parmi  lesquels  se  trouvent  tous  les  points  multiples  donnés  avec 
leur  degré  de  multiplicité,  tous  les  autres  points  de  cette  courbe 
peuvent  être  obtenus  à  l'aide  d'une  règle. 

Une  autre  application  consiste  dans  la  recherche  des  points 
d'intersection  de  deux  coniques  sans  tracer  ces  courbes.  L'auteur 
donne  deux  procédés  pour  la  solution  de  ce  problème.  Par  le  pre- 
mier, la  construction  s'elTectue  à  l'aide  d'une  règle  et  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  et  de  troisième  classe,  située  dans  le  plan  d'une 
manière  quelconque.  Le  second  consiste  dans  l'emploi  de  la  règle,  du 
compas  et  d'une  section  conique  située  dans  le  plan  d'une  manière 
quelconque,  mais  autre  que  la  circonférence  ou  deux  droites. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  l'auleur  examine  les  systèmes  li- 
néaires des  coniques. *Le  plus  simple  de  ces  systèmes  est  un  faisceau. 
Vient  après  le  réseau,  c'est-à-dire  un  système  linéaire  contenant 
un  nombre  doublement  infini  de  courbes.  L'auteur  appelle  réseau 
du  deuxième  genre  un  système  linéaire  contenant  un  nombre 
triplement  infini  de  courbes.  De  la  même  manière  on  formerait 
les  réseaux  de  troisième,  quatrième  genre,  etc. 


(')  NOther,  Mathematische  Annalen,  t.  III  ;  1870. 

''•)  RosAMES,  Ueher  diejenif^en  ratioualen  Sithstitutionctty  welvhe  eine  nationale  Uni- 
krhrtuig  zulassrn.  {Journal  de  Crelie,  t.  LXXIll,  p.  97-110;  1871.) 

^*)  Saltel,  5«r  l* application  de  la  transformation  argiicsienncy  etc.  {Mémoires  cou- 
ronnés et  autres  Mémoires puhliés  par  l' jicadémie  ftora/c  de  Uclt'iifue,  t.  XXIf;  i87'j). 

Saltel,  Mémoire  sur  le  principe  arguesien  unicursai.  (Ibid.  l.  XXIIl;  187!^). 
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Après  avoir  donné  une  définition  géométrique  rigoureuse  des 
réseaux  et  indiqué  ]eurs  propriétés  fondamentales,  l'auteur  résout 
quelques  problèmes  relatifs  à  ]a  construction  d'une  conique,  ayec 
la  condition  c|ue  cette  conique  appartienne  à  un  ou  à  plusieurs 
réseaux  déterminés.  Vient  après  Tétudc  des  affinités  entre  les  ré- 
seaux de  sections  coniques.  En  premier  lieu,  l'auteur  examine  les 
affinités  coUinéaires,  et  il  démontre  qu'une  telle  affinité  entre  deux 
réseaux  de  même  espèce  peut  être  entièrement  détenninée  à  l'aide 
d'un  nombre  suffisant  de  couples  de  courbes  et  indique  la  con- 
struction qui  permet  de  trouver,  pour  chaque  conique  d'un  réseau, 
une  conique  correspondante  de  l'autre. 

Après  avoir  remarqué  que  chaque  réseau  est  un  système  au- 
quel le  principe  de  dualité  s'applique,  l'auteur  passe  à  l'affinité 
réciproque  entre  les  réseaux.  Dans  ce  cas,  à  chaque  point  situé  sur 
un  plan  de  l'un  des  réseaux  correspond  une  conique  située  dans 
le  plan  de  l'autre.  Deux  points  dont  chacun  se  trouve  sur  une 
conique  correspondante  à  l'autre  s'appellent  conjugues. 

S'étant  assuré  d'abord  que  l'affinité  réciproque  de  deux  réseaux 
de  coniques  peut  être  déterminée  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant  de 
couples  d'éléments  réciproquement  correspondants,  l'auteur  dé- 
montre encore  que  chaque  couple  de  ces  éléments  peut  être  rem- 
placé par  un  nombre  suffisant  de  couples  de  points  conjugués.  De 
là  résulte  la  possibilité  de  déterminer  l'affinité  réciproque  des  ré- 
seaux simplement  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant  de  couples  de 
points  conjugués. 

Le  cinquième  Chapitre  est  intitulé  :  ytffinité  réciproque  tri- 
forme  et  tétraforme  de  faisceaux'^  construction  de  courbes  en- 
gendrées par  deux  faisceaux  liés  par  V affinité  de  ce  genre. 

Ce  Chapitre  est  principalement  consacré  à  la  construction  des 
courbes  géométriques.  A  l'aide  d'une  construction  très-simple, 
l'auteur  est  parvenu  à  lier  l'affinité  réciproque  de  réseaux  avec 
l'affinité  entre  deux  faisceaux  rectilignes,  telle  qu'à  chaque  rayon 
d'un  faisceau  correspondent  au  plus  quatre  rayons  de  l'autre,  de 
manière  que  ces  deux  espèces  d'affinités  s'établissent  l'une  par 
l'autre. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  rayons  corres- 
pondants de  deux  faisceaux  reliés  par  l'affinité  nommée  tout  k 
l'heure  est  une  courbe  géométrique  d'un  ordre  qui  n'est  pailtt* 
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périeur  à  hait.  On  sait  que  Chasles  a  donné  une  méthode  de  con- 
struction d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont 
connus.  M.  de  Jonquières  a  donné  quelques  principes  particuliers 
pour  la  construction  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

En  définitive,  le  résultat  du  Mémoire  analysé  conduit  à  fournir 
une  méthode  très-générale  de  tracé  des  courbes  du  quatrième 
ordre  déterminées  par  quatorze  points ,  et  des  courbes  du  cinquième 
ordre  déterminées  par  vingt  points.  En  outre,  l'auteur  donne  la 
construction  de  plusieurs  formes  particulières  de  courbes  d'ordres 
supérieurs.  Les  moyens  géométriques  employés  poiu*  ces  construc- 
tions sont  les  mêmes  que  les  moyens  employés  pour  la  détermina- 
tion des  points  d'intersection  de  deux  sections  coniques ,  c'est-à-dire 
une  règle  et  une  courbe  fixe  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième 
classe,  ou  une  règle,  un  compas  et  une  conique  fixe  autre  qu'une 
circonférence  ou  un  système  de  deux  droites. 

II  importe  d'ajouter  que  le  Mémoire  de  M.  Andréief  est  remar- 
quable par  la  clarté  de  son  exposition,  la  profondeur  de  vues  et 
l'originalité  des  résultats  qu'il  contient. 

N.  BOUGAÏEF. 


KOENIGSBERGER  (L.).  —  .Vorlesungen  user  die  Théorie  der  hyperellip- 
TiscHBN  Intégrale.  —  Leipzig,  1878.  I11-8*,  170  p. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  Koenigsberger  a  publié  dans 
divers  Recueils  mathématiques  une  suite  de  travaux  sur  les  fonc- 
tions hyperelliptiques  ^  il  rend  un  véritable  service  à  ceux  qui 
s'occupent  de  ces  matières  en  réunissant  les  résultats  complétés  et 
ordonnés  de  ses  recherches  en  un  Volume,  qui  formera  une  suite 
naturelle  à  ses  Leçons  classiques  sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques (*);  on  y  retrouvera  les  mêmes  qualités  d'ordre,  de  clarté 
et  de  concision. 

Après  avoir  montrécommcnt  onpeut,  sur  une  surface  dcRîemann 
à  deux  feuillets,  représenter  la  racine  carrée  d'un  polynôme,  et  dis- 
cuté les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sur  le  nombre  et  la 
position  des  points  critiques  sur  une  telle  surface  pour  l'existence 

(•)  Voir  Bulletin,  IX,  i/,.'). 
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d'une  fonclion  ralioiinelle  de  z  et  de  \/Il(^)  y  Tauteur  définil  les 
intégrales  des  trois  espèces  et  établit  leur  forme,  puis  montre  com- 
ment une  intégrale  hyperelliptique  peut  être  déterminée  par  les 
conditions  relatives  à  la  discontinuité  et  aux  périodes.  L'auteur 
passe  ensuite  à  la  réduction  de  l'intégrale  hyperelliptique  générale 
aux  intégrales  des  trois  types  normaux,  étudie  les  coefficients  de  ces 
intégrales  dans  les  formules  de  réduction,  établit  les  relations  entre 
les  périodes  de  deux  intégrales  hyperelliptiques  appartenant  à  la 
même  irration nalité,  démontre  le  théorème  d'Abel,  traite  le  pro- 
blème de  la  transformation  dans  sa  généralité.  Enfin,  les  deux  der- 
niers Chapitres  sont  consacrés,  l'un  aux  intégrales  hyperelliptiques 
qui  se  réduisent  aux  fonctions  algébriques  et  aux  transcendantes 
élémentaires,  l'autre  à  la  multiplication  et  à  la  division  des  inté- 
grales hyperelliptiques. 


MÉLANGES. 

QUELQUES  FORMULES  FONDAMENTALES  POUR  L'ÉTUDE  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  AL6ÉERIQUES  DU  PREMIER  ORDRE  ET  DU  SECOND 
DEGRÉ  ENTRE  DEUX  VARIARLES  ET  A  INTÉGRALE  GÉNÉRALE  ALGÉ- 
RRIQUE  (  »  )  ; 

Par  F.  CASORATI, 
Proresseur  à  l'Univenitt»  de  Pavie. 

(tradcit  par  e.  dewclf.) 

1 .  Représentons  par  a^  h^  c  trois  fonctions  des  variables  £i,  v^  et 
considérons  la  résultante  de  l'élimination  de  la  constante  arbitraire 
Û  entre 

et  la  diiTérenticlle 

r/^n* -+-  idba.  -f-  (le  ==  G. 


(*)  Alcune  for  mole  fondamcntali  per  lo  studio  délie  cquazioni  algehrico'differenùaU 
di  primo  ordine  e  seconda  ffrado  tra  due  -variabili  ad  intef;rale  f^nerate  al»ehrica. 
(Noie  lue  dans  la  séance  du  lo  décembre  187/1  de  Vliistitut  royal  T^mUard.)  Celle 
Mole  sera  suivie  d'applications. 
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Colle  résullantc  esl 


2)  [cda  —  atU'Y  —  ^[adb  —  bda][btlc —  cdb\  =  o. 

Posons 


;3)    «r  = 


a     ù 


a 

Ou 
da 


b 
ôb 

du 
àb 


c 
On 


A'™ 


a^      b^     i\ 
f'm      b^     Cu 

«r        b,       CV 


le  dernier  délerniinant  esl  le  déterminant  à  élémenls  réciproques, 
ou,  en  d'autres  termes^  celui  du  syslème  adjoint  au  système  des 
éléments  de  k. 

La  valeur  de  g  permet  de  mettre  (  2  )  sous  la  forme  importante 

20  [dgY^  /ig[dadc--  [dùY]  =  o. 

On  a  donc  pour  la  résultante  les  deux  expressions  suivantes  en 


,  23]  ( b,tlu  —  b^dpy —  ^[c,du  —  c^  dv)[a^du  —  a^ dv)  =  o, 

an  Ov 


■>.) 


r-^^m 


du  -h  —dv 


(dl>  db    \n 


Par  suite,  en  représentant  la  résultante  par 


2s) 


Kdu^  -+■  7.Jidudv  -+-  Cdv^  =  o, 


on  obtient  pour  Â,  B,  C  les  deux  systèmes  d'expressions 

A  =      bl      —  \a,  c. 


4 


/    A  r=:       bl      —  \a,  rv, 

\  B  = —  bn  b^  -h  o.au  c.  H-  la^  r«, 


c=    bl 


4.:- 


B 


C 


\du)    """^^L^"  Ou       \ôu)  j 
dg  /ôa  de 

ôv  '~  ^'^  \du  ôv  ' 


Og  Og 
Ou  0 


ôa  Oc         ôb  ()b\ 
Or    Ou        '  an  ih'  I 
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Cherchons  le  rapport  du  déterminant 

A    B 


(5)  G  = 


B     C 


et  de  g^.  On  tire  des  formules  (4) 

et  des  formules  (3),  d'après  une  propriété  des  déterminants  à  élé- 
ments réciproques, 

-—  =  6,0—  ù,Cu=ka, 

dh} 
(6)  /  ^jy- =:c,tf,— c,a«=  A:^, 

-^—  zrza^o^  —  a,  6>,  =:  kc  ; 

le  rapport  cherché   est    donc   exprimé   par   la    formule   remar- 
quable (  *  ) 

(7)  ^  =  4*'- 

On  peut  introduire  g  et  ses  dérivées  dans  le  déterminant  Ar.  Il 
résulte  de  cette  opération  trois  formules  que  Ton  obtient  en  expri- 
mant les  valeurs  des  inconnues  c,  — ai,  a  tirées  du  système  des 
équations  algébriques  linéaires 

ca      — Oihb      -{- ac      =2^, 

ùa  db  de        dg 

(o)  \      ou  ou  ou       ou 

ôa  .  db  de       dg 

Oi^  Ov  ov  OV 


(')  CeUe  formule,  que  j'ai  trouvée  en  1869  en  faisant  des  recherches  que  je  n'ai 
pu  reprendre  avant  cette  année,  a  été  trouvée  aussi  par  M.  Catalan,  sous  la  forme 

.■_4...(P.-,„(gf-2gy. 

en  faisant  a  =  i,  dans  l'élimination  qu'il  a  eu  à  faire  de  la  constante  arbitraire  c 
entre  Téquation  c*H-Pc-hQ  =  o  et  sa  différentielle  immédiate  {Comptes  rendus  de 
l* Académie  des  Sciences  du  4  juillet  1870). 


el  qui  sont 


(9 
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2ff 

ù 

e 

àg 

db 

de 

1 

î  — 

du 

du 

du 

àg 

db 

de 

d- 

di> 

dv 

a 

■ig 

e 

da 

àg 

de 

t  — 

du 

du 

du 

da 

àg 

de 

dv 

d» 

dv 

a 

b 

2fi' 

da 

db 

àg 

— 

du 

du 

du 

da 

db 

àg 

J.' 

()•< 

di- 

V^ 


ak  = 


S.  Toutes  les  formules  ci-dessus  subsistent,  quelle  que  soit  la 
nature  des  fonctions  a^b^  c^  mais  elles  acquièrent  une  plus  grande 
importance  quand  on  suppose  que  les  fonctions  a,  £,  c  sont  algé- 
briques, rationnelles,  entières.  Dans  cette  bypothèse^  il  faut  remar- 
quer d'abord,  parmi  les  conséquences  de  ces  formules,  celles  que 
Ton  rencontre  en  comparant  entre  eux  les  deux  discriminants  et 
le  déterminant  h. 

Un  facteur  qui  entre  m  fois  dans  g  entre  au  moins  m  —  i  fois 
dans  k.  En  eûet,  considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  facteur 
premier  ç  de  ce  facteur  et  qui  y  entre  r  fois  :  il  entre  rm  —  i  fois 
dans  cbaque  élément  d'une  colonne  du  second  membre  de  chacune 
des  formules  (9),  et,  par  suite,  le  facteur  (f  entrera  rm —  i  fois 
dans  chaque  premier  membre,  c'est-«à-dire  dans  k.  Dans  le  cas  où 
une  puissance  f^  de  ce  facteur  diviserait  simultanément  a,  &,  c, 
le  facteur  9^"*  se  trouverait  dans  les  deux  autres  colonnes  des 
seconds  membres;  on  voit  donc  que  cp  doit  entrer  au  moins 
rm-^fi — 2^ m  —  i  fois  dans  Ar,  puisque  ^'■'""*,  ç**"* ,  y**  et  (f 
entrent  respectivement  dans  les  trois  colonnes  et  dans  la  première 
ligne. 

Mais  de  ce  que  des  facteurs  entrent  dans  k  on  ne  peut  pas  con- 
clure qu'ils  entrent  aussi  dans  g.  En  prenant,  par  exemple,  une 
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fbnctioii   a  contenant  c[-''+*  vX  nno  fonction  b  non  divisible  par  9, 
on  aura  ç**  dans  A',  et  g  ne  sera  pas  divisible  par  9. 

En  comparant  g  et  A',  on  peut  prendre  ba  —  c^  ou  cb  —  n^  au 


lieu  de  ne  —  b^  comme  valeur  de  g. 


Puisque  A"  entre  deux  fois  dans  G,  il  résulte  du  tliéorènie  ci -des- 
sus que  A"  divise  le  déterminant 


(lo) 


K  = 


A 

B 

C 

ô\ 

ÔW 

ÔC 

du 

du 

au 

dA 

ÔB 

ÔC 

Ôi^ 

ôv 

ôv 

En  désignant  respectivement  par 


//î,     ni  ,     w" 


les  degrés  de  multiplicité  d'un  facteur  premier  dans 


la  relation  (7)  donne 

(") 


g.     >?,     G, 


m  -+-  2/w  =  /»  , 


et  de  cette  relation,  combinée  avec  le  théorème  concernant  g  et  A, 
on  déduit  les  inégalitx^s 


(12) 


3m' > m" — I,     //ï">3/w  —  2,     /w'>/w— >i. 


Parmi  les  propositions  ainsi  écrites,  il  faut  maintenant  remar- 
(|uer  particulièrement  les  suivantes  :  Tout  facteur  premier  simple 
de  G  est  facteur  simple  de  g  et  ne  divise  pas  h'^  tout  facteur  pre- 
mier multiple  de  G  est  aussi  facteur  de  A. 

3.  Supposons  maintenant  que  (i)  soit  l'intégrale  générale  de 
Téquation  différentielle 


(i3) 


ddu^  4-  l^dueiv  -f-  'fdv^zzz  o, 


où  a,  P,  y  représentent  des  fonctions  rationnelles  entières  de  u^  v. 
En  rapprochant  cette  équation  de  (2.,),  on  trouve 


!'4) 


Oa,     B  =:  ip,     C  =  97 , 


d'oij 


,r,) 


l't 


(.6 
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a 

h 

c 

2 

da 

db 

de 

f^ac  —  b^  ) 

du 

du 

du 

_  ô'(«y  - 

da 

db 

de 

du 

dp 

dv 

A        B 

C 

a 

P       7 

dA     dB 
du      du 

dC 
du 

=^0' 

du 

dp  dy 
du     du 

dA     dB 
dv       dr 

dC 
dv 

doL 

dp  dy 
dv      dt' 

1/ 


n 


Dorénavant  nous  supposerons  toujours  que  les  fonctions  a,  ^,  y 
sont  premières  entre  elles.  Il  résulte  de  là  que  le  facteur  rationnel  0 
doit  ùtre  entier. 

En  désignant  par  o-  le  discriminant  de  (i3),  c'est-à-dire  en  po- 
sant 

a     p 

P     7 


(«7) 
d'où 


G  — e^ 


nous  écrirons  (  7  )  ou  (  1 5  )  comme  il  suit 


(.8) 


4g^/'=Ô'<r. 


Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  facteur  premier  de  0  doit 
lUre  facteur  de  k.  L'égalité 

prouve  qu'a/i  facteur  gui  entre  une  seule  fois  dans  g  ne  divise 
p{isO\  car,  s*il  en  était  autrement,  il  devrait  diviser  dg  ou  les  deux 
premières  dérivées  partielles  de  g^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
pour  des  facteurs  multiples  de  g.  Pour  ceux-ci,  au  contraire, 
l'égalité  ci-dessus  montre  qu  un  facteur  qui  entre  plusieurs  fois 
dans  g  entre  au  moins  autant  de  fois  dans  0 . 

En  comparante"  et  g",  l'équation  (18)  nous  montre  que  tout  fac- 
teur premier  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  impair 
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de  fois  ou  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  pair  de 
fois;  aînsî,  en  parliculier,  les  facteurs  qui  entrent  un  nombre 
impair  de  fois  sont  les  mêmes  pour  les  deux  discriminants.  Nous 
noterons  aussi,  par  rapport  à  o-  et  Âr,  que  tout  facteur  qui  entre 
plusieurs  fois  dans  o-  entre  aussi  dans  k. 


NOUYELLE  THÉORIE  DES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 

ET  DU  SECOND  DEGRÉ  ENTRE  DEUX  VARIABLES  ; 

Pae  m.  F.  GASORATI. 

(Communication  faite  à  l'Académie  royale  des  Lincei,  le  5  mars  1876)  (*). 

(tradcit  pae  m.  b.  dewclf.) 

Les  théories  des  équations  dilTérentielIes  généralement  connuei 
jusqu'à  ce  jour  sont  toutes  plus  ou  moins  incomplètes  et  même 
en  partie  inexactes,  ainsi  que  Ta  fait  remarquer  aussi  M.  Darboux 
à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  il  y  a  quelques  années  {*). 
Cette  nouvelle  théorie  ne  paraîtra  donc  pas  inopportune,  si,  comme 
je  ]e  pense,  elle  résout  complètement  et  exactement  les  questions 
qui  se  présentent  ordinairement  au  sujet  de  ces  solutions.  Cette 
Communication  ne  vise  que  la  classe  la  plus  simple  des  équations 
susceptibles  de  solutions  singulières;  mais  cette  classe  a  par  elle- 
même  une  très-grande  importance  dans  l'Analyse  pure  et  dans  ses 
applications,  et,  en  outre,  on  reconnaîtra  dans  cette  Communica- 
tion une  bonne  partie  des  idées  qui  doivent  servir  à  l'étude  des 
autres  classes. 

Les  propositions  que  nous  ne  ferons  qu'énoncer  se  démontrent 
brièvement  en  s'appuyant  sur  la  Note:  Quelques  formules  fon^ 


(*)  Nuova  teoria  délie  soluzioni  singolari  délie  eqttazioni  différent iali  di  primo 
ordine  e  seconde  grado  tra  due  'variabili.  Communicazione  del  prof.  F.  Casomti,  fatta 
alla  Reale  Accademia  dei  Lincei,  il  5  marzo  1876. 

(')  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  des  surfaces  algébriques.  (^Comptes  rendus 
du  îo  juin  1870). —  Réponse  aux  observations  de  M.  Catalan.  {Comptes  rendus  da 
qS  juillet  1870). 
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damentales    dans    l'étude  des   équations    différentielles    algé- 
briques, etc. 


Soit 


(') 


I. 


a[u,p)du*  -♦-  1ip[tt^v)duelv  -4-  y(i/,<»)</i'*  =0 


Téqualion  diffërenlîelle  dont  il  s'agit,  où  a(ii,i^),  j3(u,i^),y(u,v') 
représentent  des  fonctions  de  u  et  i^^  rationnelles,  entières  et  pre- 
mières entre  elles.  Supposons  que  cette  équation  soit  iiréductîble, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  se  décompose  pas  en  deux  équations  diffé- 
rentielles aussi  rationnelles  en  u,  t^,  du^  dv^  et  qu'elle  admette  une 
primitive  complète  algébrique-,  cette  primitive  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 


(») 


a(ii,i')n*  4-  2^(ii,«')û-hc(ii,«')  =  o, 


où  a[u^v')^  i(w,i'),  c[u^y^)  représentent  des  fonctions  de  u, irra- 
tionnelles, entières  et  premières  entre  elles,  et  où  Q.  est  la  constante 
arbitraire. 

En  éliminant  il  entre  cette  primitive  et  sa  diiSerentielle  immé- 
diate 

^a  .  a*  H-  '},dh  .  Ci  -h  de  z=  o^ 

on  trouve  la  résultante 


(3) 


n 

7.b 

c 

0 

0 

a 

5t/> 

c 

da 

7,db 

tir 

0 

0 

da 

'>.dh 

de 

=rO, 


qui  doit  être  le  produit  de  (i)  par  une  fonction 

rationnelle  entière,  qui  peut  être  une  constante. 

Si  une  fonction  4>(u,i^)  rationnelle  entière  en  u,  \>  et  non  décom- 
posable  en  facteurs  aussi  rationnels,  égalée  «1  zéro,  donne  une  équa- 
tion de  laquelle  il  résulte  que  (3)  est  satisfaite  sans  que  (1)  le  soit, 
cette  fonction  doit  être  un  facteur  de  6,  et,  si  Ton  veut,  on  pourra 
dire  que  l'équation  4>  =  o  est  une  solution  de  (3),  mais  impropre. 
Une  solution  de  cette  équation  ne  devant  être  dite  propre  que 

Bull,  des  Sciences  mathém.^  a*  Série,  t.  III.  (Fcvrifir  1879.)  4 
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quand  elle  est  aussi  une  primitive  de  (i),  Tëquation  (i)  ne  peut  se 
réduire  à  une  identité  qu*en  ayant  recours  à  la  différentielle  de  la 
primitive. 

Dans  une  équation  rationnelle  entière  E(i£,i^)  =  o  qui  se  .pré- 
sente comme  solution  d'une  équation  différentielle,  il  est  impor- 
tant de  distinguer  les  diverses  équations  rationnelles  entières  des 
degrés  les  plus  bas  dans  lesquelles  elle  peut  se  décomposer.  Quel- 
ques-unes de  ces  équations  pourront  ne  pas  satisfaire  à  l'équation 
différentielle*,  chacune  des  autres  donnera  une  solution  simple.  Si 
ces  dernières  sont  Si  (u^ç')  =o,  S2(w,»^)  =  o,  . . .,  l'équation  E  =:  o 
pourra  être  dite  solution  composée  de  ces  solutions  simples. 

Nous  nommerons  particulière,  suivant  l'usage  général,  une  so- 
lution ou  primitive  ou  intégrale  de  (i)  quand  elle  se  confond  avec 
une  équation  déduite  de  (  2),  en  y  mettant  pour  Q,  un  nombre  par- 
ticulier, ou  quand  elle  est  un  facteur  de  cette  équation,  et  singu- 
lière toute  autre  solution. 

Dans  les  anciennes  théories  des  solutions  singulières,  on  affir- 
mait, d'une  manière  plus  ou  moins  différente,  que  l'on  pouvait 
obtenir  ces  solutions  en  égalant  à  zéro  l'un  ou  l'autre  des  discri- 
minants 


a 


?     7 


g  = 


a 


sans  tenir  un  compte  suffisant  du  rapport  entre  ces  deux  discri- 
minants, et  sans  faire  une  distinction  suffisamment  détaillée  entre 
les  didércnts  facteurs  en  lesquels  ils  peuvent  se  décomposer.  Cette 
distinction  est  indispensable,  car  ces  facteiurs  se  comportent  diver- 
sement, suivant  leurs  divers  degrés  de  multiplicité  dans  les  deux  dis- 
criminants, ce  que  les  raisonnements  les  plus  usités  jusqu'ici  De 
faisaient  même  pas  soupçonner. 
D'après  la  relation 

qui  a  lieu  entre  a  y  g^  9  et  le  déterminant 


/  — 


a 

tJ 

c 

da 

db 

de 

du 

du 

du 

da 

db 

de 

dv 

dv 

dv 
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îl  est  manifeste  que  les  facteurs  rationnels  et  premiers,  ou  indé- 
composables, qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  a,  entrent 
aussi  un  nombre  impair  de  fois  dans  g.  En  tenant  compte  de  cette 
observation,  nous  distinguerons  les  facteurs  en  sept  espèces,  et  en 
désignant  respectivement  par  /?,  ^,  r,  (7,  x,  j^,  z  un  facteur  quel- 
conque de  cbaque  espèce,  nous  exprimerons  la  composition  de  g 
et  (T  comme  il  suit  : 

(5)  J  - 

^  \  fj=ip  ,,.  7*^-»-»  .  . .  r .  .  .  jf*H-»  . .  .  j:<>  . .  .^«^  .  .  .  «»-, 

/,  fx,  V,  p,  Ç,  >j,  f ,  «  représentant  des  nombres  entiers  plus  grands 
que  zéro.  Et  Ton  entend  qu'il  peut  exister  plusieurs  facteurs  de 
chaque  espèce,  par  exemple  Xi,  Xs^  •••  avec  les  exposants  a ^4, 
2  ^29  •  •  •  •  L  exposant  o  de  x  veut  dire  que  cette  espèce  de  facteurs 
manque  toujours  dans  or,  et,  s'il  n'y  en  avait  pas  non  plus  dans  gf, 
X  serait  une  constante. 

Voici  maintenant  le  résumé  de  la  manière  dont  chacune  de  ces 
espèces  de  facteurs  se  comporte  par  rapport  à  (1).  Nous  indique- 
rons aussi  quels  facteurs  divisent  le  multiplicateur  9,  c'est-à-dire 
donnent  (en  les  égalant  à  zéro)  des  solutions  de  (3)  qui  sont  im- 
propres si  elles  ne  satisfont  pas  à  (1),  et  quels  facteurs  divisent  le 
déterminant  A*. 

1"  I^s  facteurs  p  donnent  toutes  les  solutions  singulières  et  ne 
donnent  quelles.  Ils  n'entrent  ni  dans  0  ni  dans  k. 

2**  L^s  /acteurs  q  donnent  toujours  des  solutions  particulières. 
ILt  n'entrent  pas  dans  6,  ils  entrent  dans  k. 

3®  Les  facteurs  r  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  6  et  dans  k. 

4®  Les  facteurs  s  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions,  et, 
quand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières.  Ils  entrent  dans  9 
et  dans  k. 

5^  Les  facteurs  x  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  0  et  dans  k. 

6®  Les  facteurs  y  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions  ; 
celles  qu'ils  peui^ent  donner  sont  particulières.  Ils  n'entrent  pas 
dans  0,  ils  entrent  dans  k. 

7"  Les  facteurs  z  ne  donnent  pas,  en  général,  désolations,  et, 

4- 
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quand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières.  Us  entrent  dans  9 
et  dans  k. 

Quoique  les  propositions  qui  constituent  la  partie  purement 
analytique  de  notre  théorie  des  solutions  singulières  pour  les  équa- 
tions de  la  classe  (i)  se  trouvent  toutes  dans  le  résumé  précédent, 
nous  pensons  qu'il  ne  sera  pas  superflu  de  les  énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Théorème.  —  Les  équations  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
les  différents  /acteurs  premiers  qui  entrent  une  seule  fois  dans 
les  deux  discriminants  des  équations  différentielle  et  intégrait^ 
sont  toutes  des  primitii^es  singulières,  et  il  rîj  en  a  pas  d  ^autres. 

Ce  théorème  ne  donne  que  la  solution  d'un  des  pix)blèmes  fon- 
damentaux de  la  théorie,  celui  qui  consiste  à  déduire  les  primitives 
singulières  de  la  primitive  complète.  La  solution  du  second  pro- 
blème, celui  de  déduire  ces  primitives  de  l'équation  diûërentielle, 
découle  de  cet  autre  théorème  : 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  premiers  et  simples  du  discri- 
minant de  l'équation  différentielle,  ceux  qui  égalés  à  zéro  satis- 
font à  l'équation  elle-înême  en  donnent  toutes  les  prinutives  sin- 
gulières, et  ils  ne  donnent  qu'elles. 

II  s'agit  toujours,  bien  entendu,  de  l'équation  diilërentielle  du 
second  degré. 

Théorème.  —  Tout  facteur  premier  et  simple  de  g  donne  une 
primitive  de  [i). 

« 

Théorème.  —  Un  facteur  multiple  de  g  ne  donne,  en  général, 
qu'une  solution  impropre  de  (3),  et,  quand  il  donne  une  solution 
propre f  elle  est  particulière. 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  premiers  et  simples  de  g^  ceux 
qui  sont  multiples  dans  a  donnent  des  primitives  particulières 
rfe  (i),  et,  réciproquement,  ceux  qui  donnent  des  primiti%fes  par- 
ticulières de  [i)  sont  multiples  dans  a. 

Pour  a  isolément  : 

Théorème.  —  S'il  y  a  des  solutions  de  [i)  qui  correspondent  à 
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des  facteurs  de  a,  elles  sont  singulières  quand  elles  correspondent 
à  des  facteurs  simples,  particulières  quand  elles  correspondent  à 
des  facteurs  multiples. 

Pour  h  : 

Théorème.  —  Les  facteurs  de  g  et  de  a  qui  donnent  des  solutions 
singulières  ne  div^îsent  pas  k,  tandis  que  tous  les  autres  facteurs 
le  divisent. 

U. 

Quittons  maintenant  le  champ  de  l'Analyse  pure  et  entrons 
dans  celni  de  la  Géométrie,  pour  chercLer,  en  nous  appuyant  sur 
les  propriétés  exposées,  quelle  est  la  signification  que  prennent  les 
divers  facteurs  des  deux  discriminants  dans  l'interprétation  géomé- 
trique ordinaire  des  équations  diflérentielle  et  intégrale. 

Cette  interprétation  consiste  à  considérer  (2)  comme  l'équation 
en  coordonnées  cartésiennes  u,  1^  d'une  famille  de  lignes  L  dans 
un  plan,  chacune  d'elles  correspondant  à  une  valeur  particulière 
de  Q.  Par  tout  point  [uq,  v'o)  du  plan  passent  deux  indiv^idus  'L| 
etLs  de  cette  famille^  ce  sont  les  deux  lignes  qui  correspondent 
aux  valeurs  Q.^  et  ilj  de  û  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

et  dont  les  tangentes  ou  directions  [du\d{^)i  et  [dul  dv)^  en  ce 
point  sont  données  par  l'équation 

Pour  tout  point  du  lieu  g  =  o,  les  racines  û|  et  ii2  sont  égales  entre 
elles,  et,  par  suite,  les  lignes  L|,  L2  se  confondent;  pour  tout  point 
du  lieu  <7  =  o,  les  deux  tangentes  se  confondent. 

En  supposant  que  les  coefficients  des  fonctions  a,  A,  c,  et  par 
suite  ceux  des  fonctions  a,  (3,  y,  soient  réels,  les  régions  du  plan 
où  il  existe  des  lignes  réelles  de  la  famille  (2)  sont  celles  dont  les 
points  (i/oi^'o)  donnent  des  racines  réelles  aux  équations  (6)  et  (7), 
c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  g^-^o,  ff^o.  Lorsque,  dans  le 
mouvement  du  point  (i/o^^o)»  ces  discriminants  passent  de  valeurs 
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négatives  à  des  valeurs  positives,  les  racines  de  ces  équation» 
cessent  d'être  réelles.  Les  équations  des  confins  entre  les  régions 
de  réalité  et  celles  de  non-réalité  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les 
facteurs  qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  g^  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  dans  c. 

En  tenant  présentes  à  Tcsprit  ces  conclusions  et  les  propositions 
du  résumé,  il  est  assez  facile  de  trouver  la  signification  de  chacune 
des  équations  ^  =  o,  . . . ,  ^  =  o,  . . . ,  -z  =  o,  .... 

i"  Imaginons  que  le  point  [uq^v^q)  partant  de  l'intérieur  des  ré- 
gions de  réalité  parvienne  en  un  point  quelconque  d'une  ligne 
p  z=  o.  Les  racines  i2|  et  il]  deviennent  égales,  et  les  individus  Li 
et  L2  viennent  se  confondre  en  un  seul  individu  L,  qui  touchera  eu 
ce  point  le  confin  ^  =  o  de  réalité,  mais  sans  le  traverser  et  sans 
pouvoir  se  confondre  avec  lui,  car  p  =  o  n'est  jamais  un  individu 
ou  une  partie  d'individu  de  la  famille  (2).  Donc,  /9  =  o  est  l'en- 
veloppe de  toutes  les  séries  de  lignes  L  ou  de  quelques-unes  de 
ces  séries. 

2,^  Au  contraire,  toute  ligne  de  l'espèce  y  =  o  étant  intégrale 
particulière,  c'est-à-dire  une  ligne  ou  portion  de  ligne  L,  si  le^oiVif 
courant  (1/09^0)  parvient  à  une  ligne  ^  =  0,  les  deux  branches 
courantes,  c'est-à-dire  les  branches  de  Li  et  L2  qui  passent  par 
(2^0)^0)  viennent  se  confondre  en  une  même  branche  de  L4  =  L2 
qui  sera  la  ligne  q  =  o  elle-même.  Cette  ligne,  étant  aussi  un 
confin  de  réalité,  peut  être  considérée  comme  une  vraie  limite 
vers  laquelle  tendent  les  branches  courantes  quand  (mq,  Vo)  tend 
vers  ce  confin. 

Exemple  : 

[v(iu  —  [u  -h  'iv)€ivy  -h  16c' (1/  -+-»•)  r/f*  :=o,      (T=  l6(tf  H-  v)^^, 

La  ligne  p=i  u  -\-  ç  =^0  enveloppe  réellement  toutes  les  L  corres- 
pondant à  des  valeurs  négatives  de  12.  La  ligne  ^  =  1^=0  est  une 
portion  de  celle  en  laquelle  se  confondent  Li  ctL2  quand  (uo,i^o) 
atteint  i^  =  o. 

3°  Quand  (wo^^'o)  parvient  à  une  ligne  /•  =  o,  l<îs  branches  cou- 
rantes deviennent  des  branches  de  la  ligne  unique  L,  en  laquelle  se 
confondent  L|  et  L2,  branches  qui  se  toucheront  sur  r  =  o.  mais 
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sans  traverser  ni  toucher  cette  ligne,  puisque  r=  o  ne  satisfait 
pas  à  l'ëquation  dilTérentielle.  Donc  r  =  o  est  le  lieu  des  points 
de  rebroussement  des  lignes  L. 

Exemple  : 

^du^  —  gvdv^  =  o,     0-  =  —  36»s 

(il  — £l)*  —  i|^=0,     ^  =  — i^,      k=iZv^^     ô  =  — i^. 

Les  lignes  L  sont  les  lieux  successivement  occupés  par  Tune 
d'entre  eUes  qui  court  parallèlement  à  Taxe  des  u\  u^  —  v^^  z=^  o  sl 
un  point  cuspidal  à  l'origine,  et,  par  suite,  Taxe  des  u,  c'est-à-dire 
r  =  (»  =  o,  est  le  lieu  de  ces  points  cuspidaux. 

4**  Pour  une  5=0,  si  l'équation  différentielle  n'est  pas  satis- 
faite, ce  que  nous  avons  dit  pour  r  =  o  est  vrai;  si  l'équation  dif- 
férentielle est  satisfaite,  ce  que  nous  avons  dit  pour  ^  =  o  est  vrai. 

Exemple  de  5  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  diilërentielle  : 

4  {^tt -+-</«')*-+- ^5 «^ </«''  =  o,     <rrmooi''. 

Les  lignes  L  sont  les  lieux  que  pourrait  occuper  successivement 
l'une  d'elles  en  courant  parallèlement  à  l'axe  des  u.  Cet  axe 
5  =  ^  ==  o  est  parcouru  par  le  point  cuspidal  de  cette  ligne. 

Exemple  de  5  =  o  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  : 

(an- i'*)* -4-i/i'3  =  0,      gzzzuv^^     /-  =  — 2J'*,      0=1^. 

Si  (i/o)^o  )  tend  vers  un  point  de  5  =  i^  =  o,  les  branches  courantes 
tendent  à  se  confondre  avec  la  branche  v^  =  o  de  L 

(  Li  =  Lj  =  i'*  -+-  ttt^  =  o  ) 

correspondant  à  la  racine  double  0|  =  ^2  =  o.  Quant  à  ^  =  u  =  o, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  né- 
gatives de  12. 

5^  Un  facteur  qui  entre  un  nombre  pair  de  fois  dans  g  ou  dans  s 
ne  donne  pas  de  lignes  faisant  partie  des  confins  de  réalité  des  L. 
Donc,  en  particulier,  une  x=  o  peut  s'étendre  à  l'intérieur  ut  à 
l'extérieur  de  ces  régions.  Si  le  point  (i/ci'o)  parvient  à  une  x  =  o 
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dans  les  régions  de  réalité,  les  branclies  courantes  deviennent  des 
branches  d'une  seule  L^  elles  ne  se  touchent  pas  entre  elles,  puisque 
s  ne  s'annule  pas.  Cette  L  aura  là  un  nœud^  mais,  dans  les  régions 
de  non-réalité,  le  nœud  est  remplacé  par  un  point  isolé.  En  somme, 
.r  =  o  est  le  lieu  des  nœuds  ou  des  points  isolés  des  h. 

Exemple  : 

[nvfiu  -h  ud{>Y  -+■  ^vdv^  =  o,      <r  =  i6i'', 
(a -h  p)' -+-i'ii*  =  o,     gz=vu}^     A  =  —  auPy     6  =  «*. 

Toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  positive  de  û  a  un  nœud 
dans  la  portion  de  droite  a:  =  u  =  o  contenue  dans  la  région  5  <C  o  ; 
toute  L  qui  correspond  à  tme  valeur  négative  de  £1  a  un  point  isolé 
dans  Tautre  portion  de  cette  droite.  Quant  à  la  ligne  if  =  y=o^ 
elle  fait  partie  de  la  L  correspondant  à  û|  =  Ils  =  o  et  est  asym- 
ptote des  branches  de  L  qui  tendent  vers  elle  quand  (i/o)^o)  s'en 
approche. 

6^  Quand  (uo,i^o)  parvient  en  un  point  d'une  ligne  jr=^o  dans 
l'intérieur  de  la  région  de  réalité,  les  branches  courantes  ne  cessent 
pas  d'appartenir  à  deux  individus  différents  L|  et  Ls,  mais  leurs 
directions j^  coïncident.  Donc,  si  l'équation  différentielle  n'est  pas 
satisfaite,  j^  =  o  sera  le  lieu  des  contacts  entre  les  L.  Quand,  au 
contraire,  y  =  o  satisfait  à  l'équation  différentielle  et  est,  par  suite, 
elle-même  une  branche  de  la  famille  (â),  les  branches  courantes 
non-seulement  se  touchent,  mais  elles  se  confondent  entièrement 
avec^  =  o,  une  seule  d'entre  elles  ne  pouvant  en  rester  distincte. 
Laj^  =  o  appartiendra  à  deux  L  différentes. 

Exemple  de  j^  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 

{if^  -\-i) du}  -\~  [u}  -\-  v^  -\-  1UV  -^  7,)du dv  -^  (a i/* -h  i )dv^  =  o, 

il*  -h(i/  -f-»0^-+-  ï  —  «»'  =  o,     g^^i  j(4  — a*— <»'  — 6«l'), 

Les  L  sont  des  hyperboles  équilatères,  dont  l'axe  transverse  est 
sur  la  droite  j^=  r  —  m  =  o,  qui  se  touchent  aux  sommets  dont 
cette  droite  est  le  lieu.  Elles  sont  enveloppées  par 

/i  =  4  —  "*  —  •^  —  6**^  =  o. 
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Exemple  de  j^  =  o  satisfaisant  à  réquatioii  différentielle  : 

[9  —  8w  4-  %u^)vdH'^  -h  2(i'  —  4"  —  ^u^)ududv  -^  u^dv^  =0, 

(Tz=i&u^[uv  —  (1  -^a«)«], 

il'  -h  2a*n  H-  MP —  2w*  —  1  =  0, 

^  =  WP—  (i -4- //*)«,      X=2w*,      6  =  1. 

La  droite j^  =  u  =  o  appartient  aux  deux  L  qui  correspondent  aux 
valeurs  —  i  et  -f- 1  de  fl.  Quant  à  la  ligne  p  =  ui^  —  (i  —  u*  )2  =  o, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  néga- 
tives de  n. 

7®  Enfin,  quand  (1/0,^0)  parvient  à  une  z  =  o,  les  branches 
courantes  deviennent  des  branches  de  la  L  où  viennent  coïncider 
entre  elles  L|  et  L2,  et,  puisque  les  tangentes  à  ces  branches  vien- 
nent aussi  se  confondre,  nous  concluons  que  z  =  o  est  le  lieu  des 
contacts  entre  deux  branches  d'une  même  L.  Par  suite,  si  l'équa- 
tion différentielle  est  satisfaite,  la  z  =  o  sera  une  ligne  où  les  deux 
branches  dont  nous  venons  de  parler,  non-seulement  se  touchent, 
mais  se  confondent. 

Exemple  de  z  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 

4(i  •^'P]du*  —  r*(4  -f-5i')Vi>'  =  o,      cr=--4<''(«  -+- «•)  (4  "+- 5»')*, 

(ll-f-a)'  —  p*  —  t^  =  o,     g  =  —  (i  -ht'li^, 
/■  =  — (4-+-5i^)t^',     0  =  - i^^ 

Les  L  sont  les  lieux  que  peut  successivement  occuper  une  de  ces 
courbes  courant  parallèlement  à  l'axe  des  u.  Pour  û  =  o>  la  L  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  i'  et  a  la  forme  d'une  boucle 

qui  s'élargit  depuis  1/ =  i  jusqu'à  i^  =  —  ^j  puis   se  resserre  et 

forme  à  l'origine  la  singularité  que  M.  Cayley  nomme  tacnœud  et 
qui  s'étend  enfin  en  deux  branches  infinies  dans  la  région  y^o. 
Quand  L  se  déplace,  le  tacnœud  décrit  la  droite  z  =  i^  =  o,  et  le 
point  du  minimum  v»  =  —  i  décrit  l'enveloppe  ^  =  i  -4-  i^  =  o  ;  les 
points  de  u  maximum  et  minimum  décrivent  la  droite 

j  =  4  -<-  S»*  =  o, 
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sur  laquelle  se  touchent,  par  conséquent,  les  diverses  positions  de 
la  ligne  mobile. 

Exemple  de  z  =  o  satisfaisant  à  Téquation  diiTérentielle  : 

v'^du^  -+-  ^uvdudv  -+-  4 '<(''"+-' ) ^^^  =  O,      n  •=.  ^uv^^ 

La  droite  s  =  i/  =  o  fait  partie  de  la  ligne  (;*  (  m  -i-  i  )  =  o  où, 
pour  0,  =  Û2  =  o,  L|  et  L2  viennent  se  confondre. 

Ce  qui  précède  jelte  aussi  une  grande  lumière  sur  les  propriétés 
de  la  jacobienne  A'  =  o;  mais,  pour  ne  pas  dépasser  les  limites 
d'une  simple  Communication,  nous  laisserons  de  côté,  pour  le  mo- 
ment, les  observations  relatives  à  ce  lieu.  Nous  ne  dirons  rien 
non  plus  du  lieu  d  =  o,  et,  à  plus  forte  raison,  des  autres  parti- 
cularités intéressantes  dont  le  nombre  et  la  variété,  comme  on  le 
voit  immédiatement,  se  multiplient  à  mesure  que  Ton  approfondit 
le  sujet  en  subdivisant  les  singularités.  Nous  ajouterons  cependant 
quelques  remarques  très-courtes  sur  les  Notes  de  M.  Darboux  citées 
plus  haut^  sans  vouloir  en  diminuer  la  valeur,  que  nous  estimons 
très-grande;  nous  voulons  rendre  encore  plus  manifeste  combien 
M.  Darboux  a  eu  raison  de  donner  Téveil  sur  la  prétendue  exacti- 
tude des  théories  des  solutions  singulières. 

La  condition  (3)  de  la  page  267  (Comptes  rendus  du  25  juillet 
1870)  est  satisfaite  par  les  équations  de  l'espèce  p  =  o,  comme 
cela  se  voit  sur-le-champ;  elle  ne  Test  pas  par  celles  des  espèces 

/•  =  o,  j:  =  o.  Les  dérivées  de  R,  c'est-à-dire  — »  -r>  s'annulent,  eu 

du    dp  ' 

même  temps,  avec  des  facteurs  des  espèces  ^,  s^jr^  z.  Par  suite,  la 
distinction  des  cas  faite  aux  n°'  1,  2,  3  de  la  page  a68  doit  être 
complétée  suivant  notre  analyse.  Le  cas  des  points  cuspidaux  cor- 
respond seulement  aux  facteurs  des  espèces  r,  5. 

Ce  qui  est  écrit  dans  les  lignes  8-1 4  exige  une  correction.  Notre 
analyse  fait  voir  que  même  dans  cette  condition  les  enveloppes 
peuvent  faire  défaut  ;  nous  avons  voulu  donner  un  exemple  de  cela 
dans  les  deuxième,  troisième  et  cinquième  cas  particuliers. 

EnGn,  relativement  à  ce  qui  est  dit  de  la  courbe  (R)  ou  a  dans 
les  lignes  5-8  de  la  page  270,  nous  réclamons  la  nécessité  de  dis- 
tinguer les  parties  de  (R)  qui  correspondent  aux  facteurs  qui  en- 
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irent  daûs  R  un  nombre  impair  de  fois  des  autres  parties  qui  ne 
constituent  pas  des  confins  de  réalité  des  lignes  données  par  les 
primitives  particulières  (^). 


NOTE  SUR  LA  DÉCOUVERTE  DES  PLANÈTES  INTRA-MERCURIELLES 
PENDANT  L'ECLIPSE  DU  29  JUILLET  1878; 

Pa«  m.  g.  RAYET. 

Lès  éclipses  totales  de  Soleil  de  1868,  1869  et  1870  ont  jeté  une 
vive  lumière  sur  la  constitution  physique  du  Soleil,  des  protubé- 
rances, de  la  couronne  et  des  gloires  qui  paraissent  envelopper  la 
Lune  à  l'instant  de  la  totalité^  pour  ce  qui  concerne  la  constitution 
physique  du  Soleil  et  des  protubérances,  il  semble  même  qu'il  y 
ait  aujourd'hui  plus  à  attendre  d'observations  précises,  entreprises 
et  longuement  continuées  dans  des  circonstances  atmosphériques 
particulièrement  favorables,  que  de  remarques  rapides,  faites  à  la 
hâte  pendant  le  temps  toujours  très- court  de  l'obscurité  totale.  En 
ce  qui  regarde  la  couronne  et  les  gloires,  les  astronomes  sont  plus 
éloignés  d'une  solution  satisfaisante  aux  questions  posées,  et, 
pendant  longtemps  encore,  il  y  aura  intérêt  à  ne  négliger  aucune 
des  occasions  où  ces  phénomènes  lumineux  peuvent  être  étudiés. 

Les  instructions  que  M.  Harkness  avait  préparées,  au  nom  de 
l'Observatoire  naval  de  Washington  (^),  pour  l'observation  de 
l'éclipsé  totale  du  29  juillet  1 878,  portent  la  trace  de  ces  préoccu- 


(')  Nous  ferons  observer  que  les  Notes  nécessuiremcnt  très-courtes  des  Comptes 
rendus  ne  pouTaient  donner  qu'un  abrégé  de  notre  théorie.  L'auteur  ne  parait  pas 
connaître  le  travail  plus  étendu  que  nous  avons  publié  au  tome  IV  du  Bulletin,  où 
nous  nous  sommes  placé,  du  reste,  à  un  point  de  vue  tout  différent  de  celui  qu'il  a 
adopté  dans  le  trarail  que  nous  reproduisons.  M.  Casorati  a  traité,  et,  selon  nous, 
avec  beaucoup  de  succès  et  d'intérêt,  la  question  des  solutions  singulières,  en  admet- 
tant que  l'on  connaît  à  la  fois  l'équation  différentielle  et  l'intégrale  générale;  pour 
nous,  au  contraire,  sauf  à  la  fin  du  Mémoire  précédemment  cité,  nous  avons  traité 
cette  question  en  supposant  que  l'on  connaît  seulement  l'équation  différentielle.  11 
y  a  une  grande  différence  entre  ces  deux  manières  d'envisager  le  problème.     G.  D. 

(')  Instructions  for  observing  the  total  Solar  Eclipse  of  July  39,  1878.  1  br.  in/i". 
Washington,   1878. 
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pations.  L'auteur  s'étend  longuement  sur  les  observations  de  la 
couronne  k  faire  à  l'œil  nu  et  sur  les  procédés  propres  à  en  obtenir 
une  représentation  correcte,  sur  les  observations  photographiques 
et  aussi  sur  les  observations  spectroscopiques  ;  les  essais  doivent, 
dans  ce  cas,  être  dirigés  vers  la  recherche  de  la  couche  de  Young 
(couche  dans  laquelle  le  spectre  ne  présente  aucune  ligne  ni  bril- 
lante ni  obscure)  et  vers  l'étude  du  spectre  propre  de  la  couronne. 

Mais  ce  qui  distingue  surtout  des  instructions  antérieures  celles 
préparées  par  l'Observatoire  de  Washington,  c'est  l'existence  d'une 
Carte  donnant  pour  les  régions  voisines  du  Soleil  la  position  de 
toutes  les  étoiles  jusqu'à  la  7*  grandeur,  Carte  dressée  en  vue 
de  la  recherche  de  la  planète  ou  des  planètes  intra-mercurielles 
dont  l'existence  probable  avait  été  signalée  il  y  a  longtemps  déjiî 
par  Le  Verrier. 

Il  semble  que  ces  planètes,  auxquelles  Le  Yerjrier  attribue  l'ac- 
célération du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  devraient  avoir 
été  observées  souvent  pendant  leurs  passages  devant  le  Soleil  ]  il 
n'en  est  rien  cependant,  et  les  observations  de  cette  nature  que 
l'on  retrouve  çà  et  là  dans  les  Recueils  astronomiques  sont  diffi- 
ciles à  concilier  entre  elles,  inexactes  ou  même  fausses.  L'existence 
réelle  de  ces  corps  pouvait  donc,  il  y  a  quelques  mois  encore,  être 
mise  en  doute,  mais  aujourd'hui  les  observations  de  MM.  Watson 
et  Swift  ne  laissent  aucune  incertitude  sur  le  fait  de  l'existence 
de  deux  planètes  plus  voisines  du  Soleil  que  Mercure. 

Au  sujet  des  observations  faites  par  lui  à  Denver  (Colorado)  le 
29  juillet,  M.  Watson  écrivait  d'Ann-Arbor  le  i3  août  (*)  : 

((  ...  La  lunette  dont  je  me  suis  servi  est  un  excellent  réfrac- 
teur d'Alvan  Clark,  ayant  un  objectif  de  4  pouces,  un  oculaire 
grossissant  4 S  fois  et  monté  équatorialement.  L'instrument  se  trou- 
vant dépourvu  de  cercles,  j'avais  placé  sur  ses  axes  des  disques  de 
bois,  recouverts  d'un  carton  et  mobiles  devant  des  repères  fixes,  en 
sorte  que  par  un  trait  de  crayon  il  était  possible  de  marquer  à  tout 
instant  la  position  de  l'instrument 

»  ...  Lnmédiatement  après  la  totalité,  je  commençai  à  ba- 
layer le  ciel    à  l'est  et  à  l'ouest  du  Soleil  jusqu'à  environ  8**. 


(*)  Astronomische  Nachrichten,  t.  XCIII,  p.  i6i  et  suiv.  (numéro  du  23  septembre 

1878). 
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Le  premier  balayage  fut  vers  l'est.  Au  cinquième,  je  trouvai  entre 
le  Soleil  et  0  de  TÉcrevîsse,  et  en  outre  au  sud,  une  étoile 
de  4  7  grandeur  (d'après  une  estime  faîte  au  moment  même)  qui 
attira  immédiatement  mon  attention  en  raison  de  son  apparence 
générale.  J'avais  dans  la  mémoire  la  position  relative  des  étoiles 
voisines  du  Soleil  et  j'avais  placé  devant  moi,  de  manière  a  pouvoir 
y  recourir  aisément,  la  Carte  de  la  région.  L'objet  que  j'avais  dans 
le  cbamp  brillait  d'une  vive  lumière  rouge  et  avait  certainement 
un  disque  plus  large  que  le  disque  factice  d'une  étoile.  Je  mar- 
quai donc  sa  position  sur  les  cercles  de  carton  et  je  notai  Theurc 
de  l'observation  ;  cet  objet  est  désigné  par  a.  Quelques  instants 
avant,  j'avais  marqué  la  position  de  la  lunette  dirigée  vers  le  Soleil. 
L'objet  ne  présentait  aucun  allongement,  comme  cela  aurait  dû 
être  si  cela  avait  été  une  comète.  Les  balayages  furent  alors  conti- 
nués, et  finalement  j'amenai  dans  le  champ  ce  que  je  supposais 
être  Ç  de  l'Ecrevisse,  quoique  l'astre  fut  plus  brillant  que  d  de  TÉ- 
crevissCy  que  j'avais  vu  auprès  du  Soleil  au  commencement  des  re- 
cherches faites  pendant  la  totalité.  Je  déterminai  alors  la  position 
de  cet  astre  en  le  désignant  par  b.  L'opération  était  à  peine  ter- 
minée, que  l'éclipsé  totale  prenait  fin.   » 

M.  Watson  note  alors  de  nouveau  la  position  du  Soleil  et  s'as- 
sure que  l'instrument  n'a  pas  été  dérangé  pendant  les  observations. 

M.  Watson  indique  ensuite  comment,  de  retour  à  Ann-Arbor,  il 
a  déterminé,  à  l'aide  de  cercles  gradués  et  avec  tout  le  soin  néces- 
saire, les  angles  dont  son  instrument  avait  du  tourner  pour  passer 
du  Soleil  au  corps  a  et  au  corps  b.  De  ces  mesures  ainsi  que  de 
l'heure  des  pointés  il  résulte  (  *  )  que  ces  deux  astres  avaient  les 

positions  suivantes  : 

* 

Temps  moyen.        Washington.  .  Objet. 

h       m      n 

1 878.  Juillet  ?.<)       5 . 1 6 .  37         // 
?x)       :*) .  1 7 .  46         />> 

«  Jtî  dois  dii*e  »,  ajoute  M.  Watson  dans  celte  dernière  Lettre 


a  app. 

â  app. 

Il       m       s 

8. 27. '24 

-+-  is.iii 

8.  9.7.4 

-+-  18.  3 

(M  jistromomische  Nachrichten,  t.  XCIII,  p.  191  (numéro  du  27  septembre  1878). 
—  Les  jistron,  Nachr.  du  2.1  septembre  renfermaient  déjà  des  positions  des  corps  a 
■I  h^  Miiiiis  exaetet,  toutefois,  que  celles  renfermées  dans  le  numéro  actuel. 
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(datée  du  2  septembre),  «  que  j'ai  vu  à  la  fois  a  et  6  Écrcvisse  et  que 
le  premier  objet  était  d'une  grandeur  entière,  ou  même  plus,  plus 
lumineux  que  le  second....  L'objet  b  était  jdus  brillant  que  a,  et  je 
puis  assurer  que  c'était  aussi  une  étoile  nouvelle.  Que  ces  deux 
objets  soient  oui  ou  non  des  planètes  intra-mercurielles^  c'est  ce  qui 
sera  décidé  plus  tard.  Mon  opinion  est  que  ce  sont  des  planètes.  » 

Dans  une  dernière  Communication,  datée  d'Ann-Arbor,  17  sep- 
tembre (  *  ),  M.  Watson  établit  eniin  que,  pendant  la  durée  de 
l'éclipsc,  aucun  coup  de  vent  n'a  pu  déranger  son  instrument,  et 
que  l'éclat  de  la  planète  a  était,  le  29  juillet,  celui  d'une  belle 
étoile  de  4*  grandeur^  quant  à  la  planète  &,  plus  brillante  que  la  pre- 
mière, son  intensité  lumineuse  était  celle  d'un  astre  de  3*  grandeur. 

Les  Lettres  du  célèbre  astronome  d'Ann-Arbor  que  renferment 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences  de 
Paris  (  ^)  sont,  en  général,  moins  détaillées  que  ses  Communications 
aux  Astr.  Nachr.  ;  aussi  c'est  le  journal  du  D'  Peters  que  j'ai  Cru 
devoir  suivre  dans  mon  récit. 

Quant  aux  observations  faites  h  Denver  par  M.  L.  Swift,  elles 
sont  consignées  dans  une  Lettre  écrite  par  lui  de  Rochester  le 
5  août  (  '  )  : 

«  J'avais  »,  dit-il,  «  une  lunette  achromatique  de  41  pouces  avec 
un  oculaire  grossissant  30  fois  et  donnant  un  champ  de  i^3o^  En- 
viron une  minute  après  la  totalité,  j'ai  observé  deux  étoiles,  dont 
la  distance  au  Soleil  a  été  estimée  à  3^  vers  le  sud-ouest,  et 
disposées  suivant  une  ligne  dirigée  vers  le  Soleil  \  ces  étoiles  étaient 
environ  de  5^  grandeur,  leur  éclat  dans  la  lunette  étant  analogue  à 
celui  âe  la  polaire  vue  à  l'œil  nu....  Je  les  ai  vues  trois  fois....  A 
chaque  observation,  elles  m'ont  paru  exactement  de  la  même  gran- 
deur et  toutes  deux  aussi  rouges  que  Mars.  J'ai  cherché  si  elles 
scintillaient,  mais  elles  étaient  aussi  dépourvues  de  scintillation 
que  la  planète  Saturne.  Toutes  les  deux  m'ont  paru  avoir  un  petit 
disque  rond,  assez  semblable  à  celui  d'Uranus.   » 

Dans  un  autre  paragraphe,  M.  Swift  ajoute  que,  quoique  l'une 


(*)  Astronomisehe  Nachrichten,  t.  XC1U,  p.  23g  (numéro  du  i4  octobre  1878). 
(')  Comptes  rendus  des  séances  de  VAcadémie  des  Sciences,  t.  LXXXVII,  p.  aig» 
376,  5i4,  553  et  786. 

(')  Astronomische  Anchrichten,  t.  XClll,  p.  i6/|  (numéro  du  33  sepleinlvre  1896)*.. 
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des  deux  étoiles  puisse  être  0  de  rÉcrevissc,  il  ne  serait  cependant 
pas  étonné  que  Ton  vint  à  reconnaître  que  toutes  deux  sont  des 
planètes. 

Les  témoignages  indépendants  de  MM.  Watson  et  Swift,  ainsi 
que  les  détails  précis  de  leurs  observations,  ne  peuvent  laisser 
aucun  doute  sur  Texistence  de  deux  ou  au  moins  d'une  planète 
intra-mercurielle.  Mais  ces  planètes  sont-elles  celles  que  quelques 
observateurs  pensent  avoir  vu  passer  devant  le  Soleil  dans  des  an- 
nées antérieures?  C'est  ce  qu'il  importe  d'examiner  et  ce  qui  a  été 
recherché  par  M.  Gaillot. 

On  sait  que,  parmi  les  passages  supposés  de  la  planète  intra-mer- 
curielle  Vulcain,  Le  Verrier  avait  été  conduit  à  n'en  admettre 
comme  exacts  que  six,  et  il  avait  en  outre  montré  que  ces  six  ob- 
servations pouvaient  être  représentées  par  une  série  d'orbites  dif- 
férentes dont  il  retint  quatre,  comme  étant  les  plus  probables. 

Dans  deux  Notes  consécutives,  à  la  date  des  5  août  et  3o  septembre, 
M.  Gaillot  établit  que  la  position  du  corps  a  de  Watson  peut  être 
représentée  par  l'orbite  I  de  Le  Verrier,  à  condition  que,  dans  les 
calculs  qui  en  déterminent  la  grandeur,  on  rejette  l'observation 
faite  par  Lumnis  en  1862.  Les  observations  représentées  sont  alors  : 

Fritsch 1802  Octobre 10,0 

Starck 1819  Octobre 9,0 

De  Cuppis 1889  Octobre 2,0 

I^escarbault 1859  Mars 26,22 

Watson  a 1878  Juillet ^9>44 

L'orbite  II  de  Le  Verrier  représente  à  son  tour  le  corps  b  de 
Watson  et  les  observations  suivantes  : 

Fritsch 1802  Octobre 10,0 

Starck 1819  Octobre 9,0 

De  Cuppis 1889  Octobre 2,0 

Lumnis 1862  Mars ^9*^1 

Watson  b 1878  Juillet 29,44 

Et  l'on  arrive  ainsi  à  cette  conclusion,  que  M.  Gaillot  déclare 
lui-même  difQcile  à  admettre,  que,  parmi  les  observations  antérieures, 
plusieurs  se  rapportent  également  bien  soit  au  corps  ^,  soit  au 
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corps  b.  Plusieurs  de  ces  observations  me  paraissent  donc  devoir 
être  regardées  comme  douteuses,  et,  si  l'existence  de  planètes  intra- 
mercuricUes  est  aujourd'hui  certaine,  il  faut  avouer  que  les  astro- 
nomes ne  savent  encore  rien  sur  leurs  orbites. 


SUR  LES  POLYGONES  GIRCONSCRIPTIBLES  A  UN  GERGLE  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  un  article  inséré  au  Tome  32  du /our/uz/  de  Crelle,  Steiner 
étudie  le  quadrilatère  circonscriptible,  et  il  fait  remarquer  que, 
dans  la  plupart  des  Traités  de  Géométrie  élémentaire,  on  énonce 
d'une  manière  inexacte  la  condition  pour  qu'un  quadrilatère  soit 
circonscriptible  à  un  cercle.  Cette  condition  parait  avoir  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Pitot,  en  1725,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Science,  (p.  45  )?  sous  la  forme  suivante  : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cet  énoncé  est  inexact  même 
pour  le  quadriUtère  convexe.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de 
jeter  les  yeux  sur  \^fig.  ly  qui  représente  un  quadrilatère  circon- 

Fig.  I. 


scrit  à  un  cercle,  mais  de  telle  manière  que  les  points  de  contact 
des  différents  côtés  et  du  cercle  soient  sur  les  prolongements  de  ces 
côtés.  On  démontrera  aisément  que  l'on  a  toujours 

AD  +  DG  =  AB-hBC; 
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mais  OD  n'a  pas,  en  général, 

AB  +  CD  =  AD  -+-  BC. 

La  proposition  de  Pitot  a  donc  besoin  d'une  correction,  et  Steiner 
lui  substitue  la  proposition  suivante,  qui  est  générale  et  rigou- 
reuse : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés,  opposés  ou  adjacents  suiv^ant  les  cas,  est  égale  à  celle 
des  deux  autres  côtés. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  dans  un  quadrilatère  la 
somme  de  deux  côtés  quelconques  est  égale  à  celle  des  deux 
autres,  le  quadrilatère  est  circonscriptible  à  un  cercle. 

Steiner  ne  donne  pas  de  démonstration  complète  de  cette  double 
proposition;  il  se  contente  d'étab^r  la  première  partie  en  quelques 
lignes  à  la  (in  de  son  article  et  de  la  déduire  de  Texamen  de  toutes 
les  positions  possibles  de  quatre  tangentes  à  un  cercle.  Le  théorème 
complet  se  trouve  démontré  dans  rexcellent  Traité  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  de  M.  Baltzer  (t.  II,  p.  3i  ).  La  théorie  des  sec- 
tions coniques  conduit  aussi  à  une  démonstration  très-simple  de 
la  seconde  proposition,  la  seule  qui  puisse  offrir  quelque  difficulté. 

Considérons,  en  efTet,  un  quadrilatère  ABCD,  et  supposons  que 
dans  ce  quadrilatère  la  somme  de  deux  côtés  soit  égale  à  celle  des 
deux  autres.  On  ne  pourra  avoir  que  Tune  des  trois  égalités 

AB  -4-  BC  =  AD  -4-  DC, 
AB— UC=  AD  — DC, 
AB  —  BC  —  DC  —  AD, 

et  l'une  quelconque  d'entre  elles  exprime  qu'il  y  a  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  deux  sommets  opposés  A  et  C  et  passant  par 
les  deux  autres  sommets  B  et  D  du  quadrilatère.  Menons  les  tan- 
gentes en  B  et  D  à  cette  conique.  Elles  se  coupent  en  un  point  M, 
et  l'on  sait  qu'en  ce  point  viennent  passer  une  des  bissectrices  de 
l'angle  A  et  une  des  bissectrices  de  l'angle  C.  Le  point  M  %st  donc 
à  égale  distance  des  quatre  côtés  du  quadrilatère  ABCD,  et,  par 
conséquent,  il  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  à  ce  quadrilatère. 
Après  avoir  rappelé  tous  ces  résulats,  nous  allons  faire  connaitn? 

BmlL  des  Sciences  mathém.,  V  SériCf  t.  III.  (FéTrier  1879.)  ^ 
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une  proposition  nouvelle  qui  nous  a  été  suggérée  par  Tétude  des 
systèmes  arliculés. 

Supposons  qu'étant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  ABCD 
on  le  déforme  de  telle  manière,  que  les  sommets  consécutifs  A,  B 
restent  tixes.  Dans  toutes  les  positions  de  ce  quadrilatère  il  y  aura  un 
cercle  inscrit  :  je  dis  que  le  centre  de  ce  cercle  décrit  un  autre  cercle. 

Soit  ABCD  (Jig'  2)  le  quadrilatère  dans  une  de  ses  positions.  Dé- 

FIg.  2. 

c 


D        «- 


/\     ./ 


A      C,  H       Dt  B 


liguons  ses  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  par  «,  A,  c,  r/,  et  supposons,  pour 
iixiT  les  idées,  que  Ton  ait 

Alors  le  cercle  inscrit  sera  placé  comme  l'indique  la  figure  et, 
toutes  les  fois  que  le  quadrilatère  ABCD  sera  convexe,  touchera  les 
côtÔH  de  ce  quadrilatère  en  des  points  qui  seront  sur  les  côtés  eux- 
tiK^uies  et  non  sur  leurs  prolongements.  Soit  O  le  centre  du  cercle, 
on  HJiit  que  les  angles  COD,  AOB  sont  supplémentaires.  Faisons 
tourner  le  triangle  CXID  dans  son  plan  autour  de  0|jusqu'à  ce  que 
CI)  vienne  «^appliquer  sur  AB;  C  viendra  en  un  point  C|  tel  que 

C,  H  =r  CL, 
et  de  nii^me  D  \îendra  en  un  point  D,  tel  que 

D,H  =  DL. 
(  )m  Mum  donc 

AD|  -  IID,  -^  AH  =  DM  -^  AM  =  ^/, 
*  IHm        BH  ^  HC,  —  BK  -+-  CK  r=  ^r, 

««I,  liai*  iMin^ènuent^  les  |Knnl5  C|  et  D|  seront  des  points  de  la  base 
\l(  qui  d«MueunMHUil  lixes quand  le  quadrilatère  articulé  BCDA  se 
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déformera.  Il  est  utile  de  remarquer  que  C|,  D|  sbut  les  positions 
que  viennent  occuper  les  sommets  C  et  D  quand  le  quadrilatère 
ÂBCD  se  déforme  de  telle  manière  que  tous  ses  soudmiets  viennent 
se  placer  en  ligne  droite. 

Ce  point  étant  admis,  nous  avons  une  propriété  géométrique  du 
centre  O  du  cercle  inscrit,  qui  permet  de  trouver  le  lieu  de  ce  point. 
Le  triangle  OC|D|  étant  égal  au  triangle  OCD,  il  en  résulte  que 
I«3s  deux  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  deux  segments 
fixes  x\B,  C|D|  sont  supplémentaires.  On  est  donc  ramené  à  cher- 

Fi(r.  3. 


cher  le  lieu  des  points  O  d'où  Ton  voit  ces  deux  segments  sous  des 
angles  supplémentaires. 

L*angle  C|OD|  {fig-^)  étant  supplémentaire  de  l'angle  AOB, 
on  a 


CiOD,i=  A-f-B. 


On  peut  donc  mener  une  droite  OP  partageant  Tangle  C|OD|  en 
deux  parties  C|  OP,  PODi  respectivement  égales  ^ux  angles  A  et  B. 
On  aura  alors 

ÔP*=:PA.PC,i=PB.PD,. 

Le  point  P  est  donc  le  point  central  de  Tinvolution  définie  par  les 
deux  segments  AC|,  BD|,  et  le  lieu  du  point  O  est  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  le  segment  qui  divise  liarmoniquement  les  deux  seg- 
ments AC|,  BD|.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  quadiilatère  ABCD  circonscriptible  à  un  cercle 
et  qui  se  déforme  de  telle  manière  que  les  sommets  A  ef  B  rfe- 
meurent  fixes,  les  grandeurs  des  côtés  étant  invariables,  le  lieu 
du  centre  du  cercle  inscrit  est  un  cercle  ayant  pour  diamètre  le 
segment  qui  divise  liarmoniquement  les  deux  diagonales  AC,  BD 
du  quadrilatère  quand  il  est  amené  dans  la  position  où.  il  a  ses 
quatre  sommets  en  ligne  droite. 
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La  même  méthode  de  recherche  peut  être  étendue  aux  polygones 
d*un  nombre  pair  quelconque  de  côtés.  Supposons  qu'un  polygone 
de  an  côtés  Ai  As,  . . . ,  At^-i  As„  soit  circonscrit  à  un  cercle, et, pour 
fixer  les  idées,  admettons  qu'il  est  convexe  et  que  le  cercle  inscrit 
est  à  l'intérieur  de  ce  polygone.  Alors  la  somme  des  côtés  de  rang 
pair  est  égale  à  celle  des  côtés  de  rang  impair.  La  somme  des  angles 
sous  lesquels  on  voit  du  centre  les  côtés  de  rang  impair  est  égale 
à  ir.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  ce  polygone  peut  être  déformé  de 
manière  à  rester  toujours  circonscriptible  à  un  cercle,  et  de  trouver 
le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  lorsqu'on  suppose  que  deux  som- 
mets consécutifs,  par  exemple  Aj  et  At,  soient  fixes. 

Désignons  par  Ai,  as, .  •  •,asn  l<?s  côtés  A|  As,AsAs,  •  •  .,Asi,A| 
du  polygone,  et  soient  t|,  ^s*  •  •  •  ^^tn  les  tangentes  menées  des  diffé- 
rents sommets  du  polygone  au  cercle  inscrit.  On  aura 

^'  I 

diê  an  équations  se  réduisent  à  3/1  —  i  ,car,  en  les  ajoutant  de  deux 
ru  deux,  on  trouve 

i*t  ces  deux  équatibns  donnent  la  relation  nécessaire 

i*X  se  réduisent  a  une  seule,  contenant  les  quantités  t.  Mais,  si  les 
équations  ne  définissent  pas  complètement  les  tangentes  t^  il  est 
nÏMi  de  reconnaître  qu'elles  font  connaître  la  somme  de  deux  tan- 
f^entits  quelconques  dont  les  indices  ont  des  parités  diflTérentes.  On 
M,  por  exemple, 

A  «itant  plus  grand  que  A',  et 

/t  Muta  pliJM  grand  que  //. 

(Alla  |Miié,  considérons  les  triangles  ayant  pour  sommet  commun 


j 
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le  centre  O  {fig-  4)  ^^  cercle  inscrit  au  polygone  et  poui*  bases  les 
cèles  de  rang  impair  Ajit_i  A, i.  Faisons  tourner  l'un  quelconque 
d'entre  eux  dans  son  plan  autour  du  point  O  jusqu'à  ce  que 
Afi-t  Afit  vienne  se  placer  sur  le  premier  côté  A|  A,.  Alors  les  som- 


Fig.4. 


AiA-i 


At    i'sA-i  B,       k'tk 

mets  viennent  occuper  des  positions  A',^_^  A',^.  et  l'on  a 

^jAr-i  B|  =  ^%k~t^tk-\  =  ^î*-H 

et,  par  conséquent, 

En  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut,  les  seconds  membres  de 
ces  équations  ne  dépendent  que  des  longueurs  des  côtés,  et,  par  con- 
séquent, les  positions  des  points  A^^  seront  fixes  et  connues  dès  que 
l'on  connaîtra  les  longueurs  des  côtés  du  polygone. 

Il  est  à  remarquer  que  la  ligne  AiAjAj  ...A',^Ai  peut  être 
considérée  comme  uu  polygone  aplati  qui  est  une  position  limite 
du  polygone  proposé  quand  celui-ci  se  déforme  et  que  ses  sommets 
viennent  se  placer  en  ligne  droite. 

Les  angles  Aj^._jOAj^.  sont  évidemment  égaux  aux  angles 
Aj4«|OAji  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  côtés  de  rang  im- 
pair du  polygone  proposé,  et  l'on  peut  dire  par  conséquent  que  le 
point  O  jouit  de  la  propriété  suivante  :  La  somme  des  angles  sous 
lesquels  on  voit  de  ce  point  les  n  segments  AiAt,  A3A4, ..., 
A',^,Aj^  est  égale  «1  tt.  Jedis  que,  réciproquement,  si  Ton  a  trouvé 
un  point  O  jouissant  de  cette  pt*opriété,  on  pourra  circonscrire  au 
cercle  de  centre  O  tangent  à  A,  Ai  un  polygone  dont  les  côtés  seront 
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En  effet,  joignons  ce  point  O  aux  points  A|,  At,  •  •  ^^A),. .  .,A',„; 
nous  formons  ainsi  2/1  triangles  0A|  As^OAsA,, . .  .,OA',„A]. 
La  somme  des  angles  en  O  de  ces  triangles  est  la  même  pour  les 
triangles  de  rang  pair  que  pour  les  triangles  de  rang  impair.  La 
somme  totale  de  cçs  angles  est  donc  égale  à  2?:.  Remarquons  seu- 
lement que  le  sens  des  angles  aux  sommets  Aji_i,  0A|  est  différent 
pour  des  triangles  dont  des  rangs  ont  des  parités  différentes.  Pour 
supprimer  cette  distinction,  faisons  tourner  tous  les  triangles  de 
rang  pair  de  180^  autour  d'un  de  leurs  côtés  passant  en  O.  Alors 
nous  aurons  une  suite  de  2  n  triangles  tels  que  :  i^  tous  les  angles 
en  O  aient  le  même  sens  de  rotation  ;  2^  que  la  somme  de  ces  angles 
soit  égale  à  271  ;  3^  que  les  bases  de  ces  triangles  soient  aj,  a,, . .  * , 
n,„  et  que  les  hauteurs  soient  toutes  égales  ^  4**  qtie  le  premier  côté 
de  chaque  triangle  soit  égal  au  second  côté  du  triangle  précédent. 
On  pourra  donc,  en  faisant  tourner  ces  triangles  autour  de  O  dans 
leur  plan,  les  assembler  de  telle  manière  que  chaque  premier  côté 
de  Tun  des  triangles  coïncide  avec  le  dernier  du  triangle  précédent, 
et  Ton  formera  ainsi  un  polygone  fermé  de  côtés  aj,  ^s, ..  •,£rs„ 
inscrit  à  un  cercle  de  centre  O. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion  qu'on  peut  dé- 
former le  polygone  de  telle  manière  qu'il  ne  cesse  pas  d'être  tan- 
gent à  un  cercle,  et,  pour  obtenir  le  lieu  du  centre  du  cercle 
inscrit  quand  deux  sommets  consécutifs  du  polygone  restent  fixes, 
nous  sommes  ramenés  «1  la  question  suivante  : 

Trouver  la  courbe  lieu  des  points  d'oii  l'on  voit  p  segments  dé- 
terminés sur  une  ligne  droite  sous  des  angles  dont  la  somme  est 
égale  an  ou  est  un  multiple  de  r.. 

De  telles  courbes  sont  des  cas  particuliers  de  celles  que  j'ai  con> 
sidérées  dans  mon  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  algébriques,  page  74*  Voici  comment  on  peut  ob- 
tenir leur  équation . 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  contient  les  segments  et 
j>our  axe  des  ^' une  perpendiculaire.  Désignons  par  a^,  (3^  les  ab- 
scisses des  extrémités  du  A**""-'  segment,  et  posons,  pour  abroger, 


3  =  .r -f-  >  y  —  I ,      z' =1  .V —  >y — I. 
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Sî  \i  est  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  j:j^  le  segment  (ajt|3i ), 
on  trouvera  facilement 

et  par  conséquent,  en  posant 

S  =  V,  -4-  . . .  -f-  V^, 

f(z)=  (s— a,).,  .(s  — a^), 

f{z)  =  {z^p,)...(z^p,)s 
on  aura 

^«•r;  _  lif) /(il) . 

S  devant  être  égal  à  uu  multiple  de  tt,  Téquation  devient 

f[z)  _f(z') 


{       y 
I    ff    • 


l:  -rrr-T  =  Vt-,- ♦ 


l*y 


/(^)    /(^) 


et  elle  se  réduit  au  degré  p  —  2  après  la  suppression  du  facteur 
z  —  z'.  Donc,  pour  un  polygone  de  degré  a/î,  le  lieu  du  centre  du 
cercle  inscrit  est  une  courbe  de  degré  a/i  —  a,  ce  qui  est  bien 
d'accord  avec  le  résultat  obtenu  pour  le  quadrilatère. 

Les  propriétés  générales  des  courbes  que  nous  rencontrons,  et 
qui  ont  été  étudiées  dansTOuvrage  cité,  trouvent  ici  leur  application. 
En  elTet ,  l'équation  de  la  courbe  cherchée  peut  aussi  s'écrire 

Supposons  Xetfx  réels  et  posons 

?'(-)= — TTî — ' 

nous  pourrons  écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 


>;  -r^^V^, 
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toute  ftiïmblablc  à  la  première.  La  courbe  proposée  peut  donc  être 
(léniiie  de  la  mi^me  manière  a%*ec  une  infinité  de  systèmes  différents 
de  s(*gments,  puisqu'on  peut  choisir  arbitrairement  a  et  a.  Il  suf- 
fira (|ue  X  et  [x  satisfassent  à  certaines  inégalités,  par  exemple 
soirnt  très-grands  ou  très-petits,  pour  que  leséqnations 

/l(5)  =  0,       fi{z]=0 

aient  leurs  racines  réelles  comme  les  précédentes 

/(«)  =  o,     f{z)=zo. 

Jo  mo  (H)ntenterai  de  ces  indications  et  je  n'examinerai  pas  non 
|Jus  les  (H>l\gones  qui  sont  circonscrits  à  des  cercles,  mais  de  telle 
luauièiv  que  les  points  de  contact  des  côtés  soient  sur  leurs  prolon- 
{^iueuls«  Ltv&  résultats  sont  identiques  à  ceux  qui  précèdent.  Les 
s^ue;!^  $eu)$  de  certains  côtés  sont  changés  dans  la  relation 

iii  -♦-  «j  4- .  .  .  -+-  ^isa-i  =  a,  -h  «4  -h  ...  H-  a^^. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

GUNTHER  (S.).  —  Studiex  zur  Gesghichtb  der  mathematischen  und  phv- 
siKALiscHEN  GEOGRAPHIE.  3'  fascîcule.  Halle,  1878.  In-S",  87  pages  ('). 

Le  troisième  Mémoire  de  M.  Gûntlier  sur  riiîstoirc  de  la  Géo- 
graphie mathématique  et  physique  forme  le  Chapitre  IV  de  ces 
recherches  d*éruditioM.  11  traite  en  particulier  d*une  question  quî 
s'est  rencontrée  incidemment  dans  le  cours  des  précédents 
Mémoires. 

Chàp.  IV.  —  Hypothèses  anciennes  et  modernes,  relatwes 
au  changement  chronique  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous 
l'influence  de  la  masse  des  eaux,  (1 29-21 5,  1 2  figures.  ) 

La  découverte  des  écrits  d*Archiraède  avait  permis  de  concevoir 
nettement  la  notion  du  centre  de  masse  d'un  corps  et  l'existence 
d'un  centre  de  gravité  unique  et  invariable  dans  un  système  formé 
de  points  matériels  liés  entre  eux.  On  arriva  bientôt  à  reconnaître 
que  les  divers  phénomènes  naturels,  comme  la  chute  d'une  pierre, 
l'agitation  de  la  surface  des  eaux  sous  l'influence  du  vent,  dépla- 
çaient nécessairement  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  de  sa  posi- 
tion primitive  et  devaient  modifier  sa  situation  relativement  à  trois 
axes  fixes  dans  l'espace.  11  est  vrai  que  de  telles  influences  ne  pro- 
duisent pas  de  variations  sensibles,  mais  il  en  est  d'autres  qui 
pourraient  amener  des  modifications  notables,  comme  le  retour  à 
des  époques  glaciaires  et  a  des  changements  de  climat,  pour  l'ex- 
plication desquels  les  premiers  géologues  n'ont  pas  hésité  à  ad- 
mettre des  variations  brusques  dans  la  position  de  l'axe  de  la 
Terre,  des  éruptions  volcaniques,  la  rencontre  d'autres  corps  cé- 
lestes et  diverses  causes  surnaturelles.  JNous  ne  suivrons  pas  les 
géologues  dans  leurs  conceptions  plus  ou  moins  justifiées,  et  il  ne 
sera  question  ici  que  de  la  Terre,  considérée  comme  une  sphère  et 
même  comme  un  ellipsoïde  à  trois  axes  principaux,  dont  l'un  sera 
l'axe  de  rotation  actuel.  Nous  allons  voir  qu'il  a  existé  de  tout 
temps  des  hommes  qui  ont  attribué  à  la  masse  liquide  une  in- 


(•)  Voir  Bulletin,  II,.  4io  et  437. 
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fluence  periurbalrice  sor  la  position  do  ct^tre  de  g;ra%ilé  matliê- 
matiqne  du  «lobe.  Le  déveloi^ieinent  historique  de  cette  doctrine 
fait  Tobjet  de  ce  troisième  Mémoire^  doot  nous  allons  indiquer  les 
prinripaux  passades. 

Le  mérite  d'avoir  exprimé  pour  la  première  ibis  et  arec  tonte  la 
netteté  désirable  la  sphéricité  de  la  Terre  et  d'avoir  cherché  à  en 
établir  des  preuTCS  appartient  au  philosophe  de  Stagrre;  mais  il 
est  à  observer  que  longtemps  avant  Aristote  s'était  développée 
une  doctrine  semblable  à  celle  que  iknis  traitons,  et  qui  admettait, 
comme  hrpothèse  nécessaire,  que  la  Terre  est  ronde  ou  au  moins 
limitée  de  toutes  parts.  Hippocrate  a  bien  compris  que  les  in^a- 
lités  de  la  surface  terrestre  nVxercent  plus  dlnflnence,  mais  il 
parait  n'avoir  pas  eu  Fidée  que  les  variations  qu'éprouve  le  nÎTcau 
des  mers  modifient  nécessairement  le  centre  de  grarité  de  leur 
masse  près  de  la  surface  du^<^.  Cette  hypothèse  originale  semble 
s^ètre  présentée  à  l'esprit  d'Hérodote.  Dans  son  EuJterpe  (LÎTre  II), 
le  célèbre  historien  demande  la  vraie  cause  des  crues  qui  s'ob- 
servent tous  les  ans  dans  le  Xil  avec  une  si  grande  r^ularité.  Il 
dit  qu^il  en  connaît  trois  explications  : 

Ou  bien  tin  refoidement  des  eaux  par  des  courants  de  vents 
élêsîens  ; 

Ou  bien  rinfluence  de  l'Océan  qui  entoure  la  totalité  du  globe 
et  donne  naissance  au  fleuve  du  Nil  ; 

Ou  enfin  la  fonte  de  grandes  masses  de  neige  amoncelées  en 
Ethiopie. 

Il  examine  chacune  de  ces  hypothèses  et  en  discute  le  degré  de 
vraisemblance  et  de  probabilité. 

«  En  hiver  »«  dit-iL  «  la  violence  des  tempêtes  rejette  le  Soleil 
hors  de  son  orbite  véritable  et  le  dirige  vers  la  Libye.  Lorsque  le 
Soleil  parcourt  ce  pays,  il  y  produit  le  même  eflêt  qu'il  a  coutume 
de  produire  en  été  quand  il  passe  par  le  milieu  du  ciel,  c'est-à-dire 
qu'il  attire  les  vapeurs  à  lui  et  les  repolisse  ensuite  vers  les  lieux 
élevés,  où  les  vents,  les  ayant  reçues,  les  dispersent  et  les  fondent. 

tt  Lorsque  l'hiver  est  adouci,  le  Soleil  retourne  au  milieu  du 
ciel  et  de  là  attire  également  les  vapeurs  de  tous  les  fleuves.  Jus- 
t]u*aIors  ils  augmentent  considérablement,  à  cause  des  pluies  dont 
la  terre  est  arrosée  et  qui  forment  des  torrents;  mais  ils  de- 
viennent faibles  enété^  parce  que  les  pluies  leur  manquent  et  que 
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le  Soleil  attire  une  partie  de  leurs  eaux.  Il  n'un  est  pas  du  même 
du  Nil  :  commt;  en  hiver  il  est  dépourvu  des  eaux  de  pluie,  et  que 
le  Soleil  en  élève  des  vapeurs,  c'est  avec  raison  la  seule  rivière 
dont  le£  eaux  soient  beaucoup  plus  Liasses  en  cette  saison  qu'en 
été.  Le  Soleil  l'attire  de  ui^ine  que  tous  les  autres  lleuves,  mais 
l'hiver  il  est  le  seul  que  cet  astre  mette  à  contribution-,  c'est  pour- 
quoi je  regarde  le  Soleil  comme  la  cause  de  ces  effets. 

u  Si  l'ordre  des  saisons  et  la  position  du  cîel  venaient  à  chan- 
ger, de  manière  que  le  iiord  prit  la  place  du  sud,   et  le  sud  celle 
lilieu  du  ciel  par  l'iiiver,  pren- 


du  nord,  alors  le  Soleil,  c 


draît  sans  doute  son  cours  par  la  partie  supérieure  de  l'Europe, 
romme  il  le  fait  aujourd'liui  par  le  haut  de  ta  Libye,  et  je  pense 
qu'en  traversant  ainsi  toute  l'Europe  il  a^^irait  sur  l'Isler  (le 
DaiiulicJ  comme  il  agit  actuellenieut  sur  le  Nil.   » 

Parmi  les  Ouvragesd'Archimède,  il  en  est  un  célèbre  qui  ne  nous 
est  parvenu  que  fort  tard  et  sous  une  traduction  arabe  qui  laissait 
beaucoup  à  désirer.  Cet  Ouvrage  est  le  Livre  Des  corps  i/ui  sont 
portés  sur  unyiiiide.  Varenius  y  a  remarqué,  le  premier,  qu'Arehi- 
méde  affirme  clairement  que  la  surface  de  l'Océan  doit  être  égale- 
ment distante  d'un  point  déterminé  et  que  le  centre  de  cette  sur- 
face spliérique  doit  être  le  même  que  celui  du  globe  terrestre. 

Les  contemporains  d'Arcliimède  paraissent  avoir  été  moins  pé- 
nétrés de  celte  vérité.  Cependant  Strabon  adresse  de  vifs  reproches 
à  Kratosthêae,  parce  que  ce  mathématicien  de  vocation  a  perdu  de 
vue  cette  régie  fondamentale  et  a  pensé  que  certaines  parties  de  la 
Méditerranée  ne  se  trouvent  point  au  môme  niveau.  Il  parait  qu'un 
nivellement  de  l'isllime  de  Corintbe,  exécuté  sous  Démélrius  Po- 
liorcète, avait  conduit  à  ce  résultat,  que  le  golfe  de  JN'aupacle  (région 
ouest  de  l'istbme)  était  à  un  niveau  inférieur  à  celui  du  golfe 
d'Egine  (région  est).  U  semble  qu'Eraloslhène,  qui  devinait  en 
l'oasis  d'Ammon  le  lit  d'une  ancienae  mer,  avait  conçu  la  uotion 
paradoxale  de  variations  du  niveau  des  mers,  afin  de  donner  mie 
base  théorique  à  des  résultats  de  recherches  géognosiques  et  pa- 
léontologiques  faites  par  lui.  En  revanche,  Strabon  a  admis  que 
riïler  établit  une  communication  entre  la  mer  Noîie  et  la  mer 
Adriatique,  et  il  a  ainsi  patronné  celte  malheureuse  erreur  géogra- 
phique du  canal  océanique,  qui  donne  aux  (parles  du  moyen  âge 
un  aspect  si  désagréable. 
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Strabon  pouvait  donc  avec  raison  blâmer  Eratosthène  et  Hip- 
parque  à  cause  de  leurs  méprises-,  mais  nous  devons,  d'un  autre 
côté,  reconnaître  que  sa  propre  argumentation  n*était  pas  du  tout 
exacte  et  qu'elle  ne  fournissait  pas  moins  une  suite  de  sophismes 
comme  origine  et  comme  résultat. 

Les  théories  des  philosophes  grecs  ne  furent  pas  essentiellement 
modifiées  ni  perfectionnées  par  les  naturalistes  romains.  Pline  ne 
s'est  occupé  qu'incidemment  de  la  sphéricité  de  la  Terre.  Il  n'en 
est  pas  de  môme  de  Sénèque,  dont  les  idées  accusent  un  caractère 
d'originalité  mieux  marqué.  Sénèque  saisit  parfaitement  l'impor- 
tance de  l'eau  comme  mécanisme  puissant  de  la  configuration  su- 
perficielle de  notre  planète.  11  s'est  prononcé  avec  netteté  pour  la 
théorie  de  la  constance  de  la  sphéricité  géométrique  sous  l'influence 
des  causes  ordinaires.  Dans  les  Questions  naturelles,  il  existe 
toute  une  série  d'explications  ayant  pour  objet  de  démontrer  com- 
ment il  peut  se  faire  que,  malgré  la  multiplicité  des  phénomènes, 
la  masse  de  l'eau  des  mers  puisse  demeurer  toujours  égale  et  con- 
server la  même  répartition. 

Sénèque  se  livre  toutefois  à  une  seule  digression  très-impor- 
tante, dont  Nehring  a  dépeint  le  caractère  dans  les  termes  sui- 
vants :  «  De  temps  à  autre  a  dû  certainement  arriver  une  augmen- 
tation générale  et  extraordinaire  du  niveau  de  la  mer,  résultant, 
par  exemple,  de  vagues  diluviennes  qui  surviennent  avec  une 
grande  régularité  au  terme  de  longues  périodes  géologiques  et 
produisent  de  grandes  variations  dans  la  forme  superficielle  de 
notre  planète.  »  Sénèque  fait  évidemment  allusion  à  ces  épouvan- 
tables cataclysmes  dont  les  découvertes  paléontologiques  de  Cuvier 
et  d'Agassiz  nous  ont  donné  la  preuve,  et  qui  confirment  la  varia- 
tion du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous  l'influence  d'une  des 
constellations  connues,  ou,  pour  employer  un  langage  plus  mo- 
derne, le  déplacement  continu  du  centre  de  la  Terre  dans  le  cours 
des  siècles,  car,  suivant  Sénèque,  il  n'y  a  qu'un  événement  cos- 
mique, et  non  simplement  terrestre,  qui  puisse  donner  naissance  à 
des  conséquences  aussi  étendues,  ce  Ainsi  le  monde,  à  son  origine, 
contenait  également  et  le  Soleil,  et  la  Lune,  et  le  cercle  des  révo- 
lutions sidérales,  et  les  animaux  encore  à  naître,  et  les  principes 
de  toutes  les  révolutions  du  globe.  Parmi  ces  principes  figure  le 
déluge,  qui,  comme  l'hiver  et  l'été,  n'a  lieu  qu'en  vertu  d'une  des 
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lois  du  moude.  Ne  donnez  donc  pas  pour  cause  à  cette  destruction 
la  pluie  :  la  pluie  y  contribuera;  Tirruption  de  la  mer  :  cette  ir- 
ruption y  contribuera  \  les  tremblements  de  terre  :  ces  commotions 
y  contribueront.  La  nature  s'aidera  de  tout  pour  accomplir  ses 
décrets.  » 

Les  autres  écrivains  latins  ne  donneraient  pas  beaucoup  de  ren- 
seignements. Terentius  Varro,  le  premier,  a  nettement  parlé  d'un 
aplatissement  de  la  Terre;  mais  il  est  à  croire  qu'il  ne  l'entendait 
point  dans  le  sens  que  Ton  donne  aujourd'hui  à  cette  notion  et 
qu'il  s'agissait  plutôt  d'un  renflement  équatorial  de  TOcéan,  tandis 
que  les  eaux  abandonneraient  en  partie  les  deux  pôles. 

L'obscure  période  de  la  Cosmographie  patristique  ne  nous  offre 
rien  d'intéressant  ni  de  précis.  11  faut  arriver  pour  cela  jusqu'à  la 
seconde  moitié  du  moyen  âge,  vers  les  xii**  et  xiii**  siècles,  époque 
à  laquelle  les  doctrines  de  la  Scolastique  commencèrent  à  faire 
place  à  des  notions  plus  exactes. 

Dans  son  Traité  des  météores,  Albert  le  Grand  dit  qu'une  par- 
tie changeante  des  continents  disparait  sous  les  eaux  et  que  d'autres 
parties  s'élèvent  k  leur  tour.  Il  ne  s'agit  ici  évidemment  que  des 
oscillations  du  niveau  de  la  mer,  et  l'auteur  n'a  pas  songé  à  un  vé- 
ritable changement  du  centre  de  gravité  du  globe,  puisqu'il  affirme 
nettement  qu'une  dépression  de  l'eau  en  un  point  correspond  à 
une  intumescence  au  point  diamétralement  opposé. 

Roger  Bacon  se  borne  à  savoir  que  l'eau  et  les  continents  ne 
forment  qu'un  tout  sphéroïdal.  Un  passage  de  ses  écrits  semble- 
rait devoir  donner  lieu  à  une  interprétation  spéciale,  qui  pourrait 
cependant  ne  pas  corroborer  certain  sophisme  adopté  au  siècle  sui* 
vant.  Pierre  d'Ailly,  son  commentateur^  dit  en  effet  que  «  l'eau 
forme  un  bras  de  mer  entre  les  deux  pôles,  et  s'étend  depuis  la 
limite  del'Elspagne  jusqu'aux  Indes,  sans  occuper  une  grande  lar- 
geur, de  sorte  que  le  commencement  de  l'Inde  pourrait  être  au  delà 
du  milieu  du  cercle  équinoxial,  sous  la  terre,  et  toucherait  certai- 
nement aux  confins  de  l'Espagne.  »  Ce  courant  à  double  sens  que 
devrait  suivre  l'eau  pourrait  bien  se  rapporter  à  un  bourrelet  de 
matière  fluide  s'étendant  le  long  de  l'équateur,  sans  exercer  la 
moindre  influence  sur  la  position  du  centre  de  gravité  du  globe. 
Peut-être  s'agirait-il  encore  de  l'aplatissement,  tel  que  Varro  l'avait 
conçu. 
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Coiiimentant  un  passage  d*Aristote  relatif  k  la  forme  que  doit 
prendre  une  tuasse  fluide  abandonnée  ù  elle-même,  Thomas  d'Âquin 
reconnaît  que  Teau,  à  la  surface  du  globe,  gagne  toujours  les  par- 
lies  concaves,  c'est-à-dire  plus  rapprochées  du  centre.  11  examine 
les  conséquences  de  cette  observation  et  conclut  à  la  nécessité 
d'adopter  deux  hypothèses  diflerentes  :  «  La  première  est  »,  dit-il, 
«  que  Peau  est  aussi  naturellement  pesante;  elle  s'écoule,  naturel- 
lement, toujours  vers  la  région  plus  concave  ou  plus  basse.  Une 
autre  hypothèse  est  que  cette  partie  plus  concave  et  plus  basse  est 
aussi  plus  voisine  du  centre  du  monde.  »  Ainsi  la  Terre  ne  peut 
être  plane.  Sa  forme  doit  être  sphérique,  et  les  divers  éléments 
sont  rangés  dans  leur  ordre  normal,  suivant  des  sphères  concen- 
triques, dont  la  Terre  occupe  le  centre.  Les  autres  éléments,  Teau, 
l'air  et  le  feu,  entourent  le  noyau  solide.  Nous  retrouvons  ici  la 
théorie  exposée  à  propos  de  Moïse  ben  Maimoun. 

Nous  pouvons  ranger,  parmi  les  anciens  écrivains  scolastiques, 
Vincent  de  Beauvais,  dans  TEncyclopédie  duquel  on  trouve  une 
élégante  interprétation  de  théories  exactes  des  anciennes  autorités, 
en  même  temps  que  les  premières  traces  d'erreurs  qui  s'accrédi- 
tèrent dans  la  suite. 

Hipparque  avait  déjà,  comme  ou  sait,  évalué  assez  exactement 
l'excentricité  de  l'orbite  apparente  du  Soleil,  et  tous  ses  commen- 
tateurs avaient  adopté  ses  démonstrations  et  les  conséquences  qui 
en  découlaient,  relativement  à  la  connaissance  de  la  Géographie. 
Les  Grecs  ne  pressentirent  pas  en  quoi  cette  circonstance  pouvait 
produire  une  influence  physique  importante;  mais  on  la  trouve 
étudiée  par  les  Arabes,  qui  l'ont  intimement  rattachée  à  l'hypo- 
thèse d'une  action  attractive  exercée  par  le  Soleil  et  semblable  à 
celle  qu'admettait  Hérodote  pour  l'explication  des  crues  du  Nil. 
On  a  pu  en  voir  déjà  une  trace  dans  le  deuxième  de  ces  Mémoires, 
à  propos  de  Schems  Eddin  de  Damas,  qui,  en  eifet,  s'exprime  en 
ces  termes  :  (c  Le  Soleil  se  meut  autour  de  son  propre  centre,  qui 
n'est  pas  le  centre  de  la  Terre,  ainsi  qu'à  son  périgée  il  s'approche 
d'une  partie  de  la  Terre,  la  partie  méridionale,  en   s 'éloignant  à 
son  apogée  de  l'autre,  la  partie  septentrionale,  qui  devient  terre 
ferme  et  élevée,  puisque  les  eaux  sont  attirées  par  le  Soleil  vers  la 
partie  méridionale  en  se  retirant  de  la  partie  septentrionale.  » 
Nous  ne  faisons  que  signaler  cette  assertion  de  Schems  Eddin^ 
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le  commentaire  de  R.  Wolf  et  un  passage  de  Kazouini,  pour  arri- 
ver aux  théories  de  Masudi.  Masudi  parait  avoir  été  l'un  des  pre- 
miers savants  du  moyen  âge  qui  revint  à  une  doctrine  de  Tancienne 
Géographie,  presque  oubliée  à  cette  époque.  Suivant  cette  doctrine, 
la  terre  ferme  ne  présenterait  pas  une  courbure  régulière  et  conti- 
nue, mais  offrirait,  dans  une  direction  déterminée,  un  renflement 
semblable  à  celui  d'une  coupe,  d  une  cloche  ou  d'une  timbale. 

Nous  avons  remarqué,  au  début  même  de  ce  Mémoire,  une  no- 
tion géographique  analogue,  à  propos  d'un  passage  d'Hippocrate. 
D'ailleurs,  au  témoignage  d'Alexandre  de  Humboldt,  Eratosthène  et 
Polybe  présumaient  aussi  que  la  Terre  s'élève  en  bourrelet  dans 
le  voisinage  de  l'équateur. 

D'ignorants  commentateurs  propagèrent  encore  cette  doctrine 
parmi  les  théosophes  de  la  première  époque  byzantine.  Ce  renfle- 
ment équatorial  passa  bientôt  pour  être  la  ligne  de  séparation  entre 
les  contrées  habitables  et  la  région  mystérieuse,  inaccessible  à 
l'homme,  désignée  sous  le  nom  de  Terra  incognita. 

Un  voyageur  qui  à  cette  époque  se  rendit  célèbre  pai*  le  talent 
et  l'exactitude  de  ses  observations  contribua,  sans  le  vouloir,  à 
l'alTermissement  d'uue  erreur  accréditée  a  priori.  C'est  ainsi  que, 
dans  la  relation  du  voyage  que  Ruysbroek  (Guil.  de  Rubruquis) 
avait  fait  à  la  résidence  du  grand  khan  de  Mongolie,  nous  trouvons 
le  passage  suivant  :  ce  A  dater  de  notre  arrivée  à  la  cour  du  khan 
suprême  Mangu,  il  n'alla  que  deux  fois  vers  les  contrées  méridio- 
nales, d'où  il  commença  à  retourner  vers  le  nord,  c'est-à-dire  vers 
Caracarum.  Durant  tout  ce  voyage,  j'ai  principalement  porté  mon 
attention  sur  un  fait  que  m'avait  signalé  comme  très-digne  de 
remarque  le  seigneur  Baudouin  de  Hainaut,  avant  mon  départ  de 
Constantinople  :  c'est  que  l'oa  allait  toujours  en  montant  et  jamais 
en  descendant.  Et,  en  elTet,  tous  les  cours  d'eau  venaient  de  l'orient 
vers  l'occident,  soit  directement,  soit  indirectement,  c'est-à-dire 
obliquant  vers  le  midi  ou  vers  le  nord.  » 

Ruysbroek  ne  pouvait  se  méprendre  sur  une  observation  per- 
sonnelle, qu'il*  traduisait  fidèlement.  Mais  il  fallait  aussi  compter 
avec  des  idées  moins  conformes  à  l'expérience,  de  véritables  pré- 
jugés, suivant  lesquels  la  terre  ferme,  au  lieu  d'être  sphéroïdique, 
surgissait  à  pic  du  sein  des  mers. 

Ainsi  que  l'a  établi  Santarein  dans  une  étude  très-consciencieuse, 
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le  iiiylhe  d'uu  paradis  situé  sur  notre  globe  avait  éprouvé  succes- 
sivement diverses  transformations.  Placé  d'abord,  par  Honorius 
d^Âutun,  à  Textrémité  orientale  des  continents  connus,  il  était 
devenu  ensuite  la  sainte  montagne  d'Aryn,  dans  laquelle  on  pour- 
rait bien  retrouver  un  souvenir  du  Meru  des  fables  bindoues,  puis 
la  montagne  gigantesque  dont  Cosmas  Indicopleustès  admettait 
Texistence  au  milieu  du  baut  plateau  asiatique.  Telle  a  dû  être 
l'origine  de  l'bypotbèse  d'un  bourrelet  iluide  formant  une  mon- 
tagne semblable  sur  la  région  opposée. 

N'adoptant  pas  la  tbéorie  qui  avait  généralement  cours  à  cette 
époque,  plusieurs  savants  u'bésitèreut  pas  à  affirmer  que  la  surface 
recouverte  parles  eaux  est  notablement  supérieure  à  celle  des  conti- 
nents. D'autres  pliilosophes,  comme  Albert  le  Grand,  étaient  dis- 
posés à  placer  sur  l'hémisphère  sud  des  régions  partiellement  habi- 
tables, mais  séparées  du  reste  des  continents  par  d'immenses  nappes 
d'eau.  En  un  mot,  l'ancien  Océan  d'Homère  trouvait  encore  des 
partisans^  on  lui  supposait  une  continuité  parfaite,  et,  puisque  la 
sphéricité  était  modifiée  par  la  répartition  des  continents  et  des 
mers,  il  n'était  plus  nécessaire  d'admettre  l'invariabilité  dans 
l'équilibre  des  eaux.  C'est  ainsi  que  l'on  croyait  avoir  conclu,  de 
mesures  directes,  un  continuel  accroissement  du  niveau  de  la 
Méditerranée  par  rapport  à  celui  de  l'Océan.  Saint  Ambroise  et 
saint  Basile  enseignèrent  cette  théorie,  dont  la  substance  se  trouve 
dans  les  écrits  du  cosmographe  arabe  Edrisi. 

Ou  peut  résumer  ainsi  qu'il  suit  les  faits  qui  se  rapportent  à 
cet  ordre  d'idées,  que  l'ensemble  de  l'eau  et  de  la  terre  réunies 
forme  simplement  des  anneaux  sphériques  concentriques  l'un  avec 
l'autre  : 

i*'  L'hypothèse  fondamentale  que  l'élément  de  l'eau,  comme 
déjà  l'indiquent  les  gouttes  qui  tombent  du  feuillage  des  arbres, 
doit  prendre  la  forme  d'une  sphère  parfaite  ^ 

2*^  L'hypothèse,  qui  eut  cours  déjà  chez  les  Grecs  et  fut  plus 
tard  développée  par  les  Arabes,  que  les  astres  attirent  à  eux  l'eau 
et  déterminent  une  précipitation  générale  à  torrents  de  cette  der- 
nière vers  un  centre  5 

3**  L'erreur  géographique  que  la  terre  ferme  s'élève  démesuré- 
ment au-dessus  de  l'enveloppe  fluide. 

Les  développements   qui   précèdent  suffisent   pour  donner  la 
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preuve  que,  vers  le  milieu  du  xiii"  siècle,  rancienne  opinion  d'Aris- 
tote  et  des  scolastieiens  pesait  sur  l'esprit  du  temps. 

On  a  découvert  et  publie  récemment,  d'après  les  manuscrits 
des  bibliothèques  de  Paris,  un  Ouvrage  intitulé  Li  Libres  du 
Trésor,  composé  par  le  Florentin  Brune tto  Latini  dans  le  cours 
de  la  seconde  moitié  du  xiii*  siècle.  L'auteur  y  traite  la  question 
de  savoir  c(  comment  li  mondes  est  reons  et  comment  li  élément 
sont  établi  ».  Sa  réponse  est  ainsi  formulée  :  ce  En  ce  fu  nature 
bien  porveanz  quant  elle  fist  l'orbem  tout  reont^  car  nul  chose  ne 
puet  estre  si  fermement  serrée  en  soi  meisme  comme  celé  qui  est 
reonde.  Raisons  comment  :  regardez  ces  charpentiers  qui  font  ces 
toniaus  et  ces  cuves  ;  car  il  ne  les  porroicnt  en  nule  manière  fermer 
ne  joindre,  se  par  reondece  non  neis  une  volte,  quant  on  la  fait  en 
une  maison  ou  un  pont,  côvient  il  que  il  soit  fermez  par  sa  reon- 
dece, non  mie  par  lonc  ne  par  lé,  ne  en  nule  autre  forme.  »  Ainsi, 
Latini  a  admis  que  la  nature  prévoyante  a  donné  à  tous  les  éléments 
la  forme  ronde.  Dans  un  autre  passage,  où  il  est  question  «  des 
vainnes  de  la  terre  et  des  aiguës  »,  nous  trouvons  les  réflexions 
suivantes  :  a  Sor  la  Terre,  de  cui  li  contes  a  tenu  lonc  parlement, 
est  assise  l'aiguë,  ce  est  la  mer  greignor  qui  est  appelée  la  mer 
Oceane,  de  cui  toutes  les  autres  mers  et  braz  des  mers  et  flueves  et 
fontaines  qui  sont  parmi  la  terre,  issent  et  naissent  premier  et  la 
meisme  retornent  il  a  la  fin.  » 

Les  figures  qui  accompagnent  cette  description  donnent  bien 
pour  les  éléments  de  l'air  et  du  feu  la  forme  sphérique,  tandis  que 
la  Terre  n'ailëcte  pas  cette  forme  et  se  trouve  inégalement  recou- 
verte par  les  eaux  sur  la  région  équatoriale.  L'hypothèse  du  ren- 
flement se  trouve  donc,  sinon  exprimée  «  du  moins  admise  en 
principe. 

Un  autre  Italien,  Ristoro  d'Arezzo,  a  publié  en  ia52  un  Traité 
sur  la  composition  du  monde,  réédité  en  iS'jg  par  E.  Narducci. 
Nous  pouvons  y  remarquer  un  témoignage  en  faveur  de  la  théorie 
admise  au  moyen  âge,  d'après  laquelle  l'inégale  répartition  des 
continents  à  la  surface  du  globe  correspondait  à  l'inégale  distribu- 
tion des  étoiles  du  firmament.  «  Selon  les  savants  »,  dit  Ristoro,  «  la 
terre  ferme  occupe  le  quart  de  la  surface  du  globe;  les  trois  autres 
parties  restent  recouvertes  par  les  mers.  Les  continents  ont  émergé 
sous  l'action  d'une  grande  force  qui  a  en  même  temps  assuré  la 
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création  des  planètes  et  des  animaux  qui  habitent  sur  la  Terre.  Les 
continents  recouvrent  principalement  la  partie  du  globe  qui  re- 
garde le  nord  et  qui  correspond  à  la  région  du  ciel  la  plus  con- 
stellée ]  ils  se  trouvent  entourés  de  toutes  parts  de  nappes  d'eau  qui 
forment  la  mer  Grande,  ou,  suivant  d'autres,  la  mer  Océanique.  » 

Ce  passage  exprime  nettement  l'opinion  déjà  énoncée  par  Albert 
le  Grand,  à  savoir  qu'une  partie  relativement  restreinte  du  globe 
terrestre  émerge  seule  du  sein  des  eaux.  Mais  ce  que  le  célèbre 
philosophe  s'est  borné  à  constater,  Ristoro  s'est  appliqué  à  en 
chercher  la  cause  probable. 

Le  passage  suivant  de  son  Traité  offre  encore  un  certain  intérêt  : 
(c  Nous  constatons  que  la  Terre  est  arrosée  dé  ruisseaux,  de  fleuves 
et  d'eau  5  celle-ci  coule  à  travers  le  sein  de  la  Terre,  puis  à  la  surface 
du  globe.  Elle  parvient  au  sommet  des  montagnes,  d'où  elle  descend 
ensuite  pour  former  les  ruisseaux,  puis  les  fleuves,  qui,  à  leur  tour, 
s'échangent  l'un  avec  l'autre,  arrosent  la  terre  et  se  jettent  dans  la 
mer.  L'eau  des  rivières  et  des  fleuves  est  douce,  tandis  que  l'eau 
de  mer  est  salée.  Enfin,  pour  achever  la  comparaison,  nous  pou- 
vons dire  que  les  fleuves  s'élèvent  de  la  mer  pour  y  retourner.  » 
Ristoro  affirme  nettement  la  prépondérance  d'énergie  du  ciel  étoile 
dans  l'hémisphère  boréal.  Il  conclut  en  disant  que,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  toute  l'eau  s'étendrait  sur  le  monde  entier,  mais  qu'elle 
est  actuellement  retenue  par  une  force. 

La  discussion  des  hypothèses  de  Dante  est  développée  avec  beau- 
coup de  soin  dans  ce  Mémoire.* Il  nous  serait  difficile  de  l'exposer 
sans  l'accompagner,  comme  l'a  fait  M.  Gûnther,  de  figures  géomé- 
triques ^  nous  nous  voyons  donc  obligé  d'indiquer  simplement  ici 
les  conclusions  de  cet  examen. 

Dante  considéra  comme  bien  démontré  qu'il  existe  entre  les 
continents  et  le  ciel  étoile  un  rapport  intime  qui  offrirait  quelque 
analogie  avec  la  force  magnétique.  Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans 
le  détail  des  intéressantes  relations  établies,  d'après  Schmidt,  entre 
ce  dogme  et  les  théories  admises  à  cette  époque,  relativement  à 
l'étendue  des  continents.  Ainsi  que  l'on  peut  en  juger  par  le  pre- 
mier Mémoire,  toute  la  division  du  globe  terrestre,  telle  que  Dante 
Ta  imaginée,  aboutit  à  mettre  en  réquisition,  comme  séjour  mytho- 
logique des  âmes,  tout  un  hémisphère,  de  manière  qu'il  ne  reste 
du  royaume  terrestre  qu'une  partie  habitable  prnpTrrtînnniiBtmigHi 
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plus  faible.  Tout  cet  ensemble  forme  avec  les  eaux  réunies  un  seul 
corps  qui  diflere  très*peu  d'une  sphère  mathématique,  et,  pour 
expliquer  comment  la  Terre  se  trouve  cachée  sous  les  eaux, 
Schmidt  résume  ainsi  qu'il  suit  les  théories  de  Dante  : 

«c  La  cause  de  Télévation  locale  des  continents  ne  peut  être  la 
Terre  même;  un  mouvement  vers  le  haut  est  contraire  à  la  pesan- 
teur, et  cette  dernière  est  une  propriété  essentielle  de  la  Terre.  De 
même,  on  ne  peut  attribuer  cette  cause  à  Taction  de  l'eau,  car,  si 
elle  recouvrait  uniformément  la  Terre,  elle  exercerait,  en  raison 
de  son  homogénéité,  une  pression  égale  sur  tous  les  points.  Il  faut 
également  exclure  de  cette  discussion  les  sphères  emboîtées  de  Tair 
et  du  feu  qui  enveloppent  les  précédentes.  »  Il  reste  donc  à  cher- 
cher en  dehors  de  la  nature  terrestre,  et,  à  ce  point  de  vue,  l'au- 
teur examine  successivement  les  divers  éléments  célestes  auxquels 
on  pourrait  attribuer  l'élévation  des  continents  au-dessus  de 
l'Océan.  La  Lune  et  les  planètes  ne  sauraient  entrer  en  ligne  de 
compte,  parce  que  leurs  attractions  se  contrarient  et  devraient,  en 
tout  cas,  produire  l'élévation  de  l'eau  sur  la  terre  ferme.  La  hui- 
tième sphère  n'intervient  pas  davantage,  (c  Reste  donc,  ainsi  que 
Dante  le  dit  lui-même,  le  ciel  des  fixes,  car  nous  apercevons  de» 
différences  de  lumière  et  de  grandeur  des  étoiles,  soit  considérées 
isolément,  soit  groupées  en  constellations  ]  c'est  donc  bien  là  que 
doit  résider  la  cause  cherchée.  »  Et,  justement,  la  seule  zone  qui 
passe  pour  activement  coopérante  est  comprise  entre  l'équateur  et 
le  cercle  polaire  arctique,  trace  évidente  de  l'éternelle  théorie  de  la 
zone  inhabitable. 

Il  faut  reconnaître  que,  si  toutes  ces  explications  élargissent  le 
cercle  des  idées  du  poctc  italien,  elles  n'atteignent  pas  complète- 
ment le  but  et  laissent  encore  place  à  bien  des  doutes.  Le  sujet,  on 
le  voit,  est  difficile  à  éclaircir. 

Un  passage  de  Robert  de  Lincoln  permet  de  bien  comprendre 
l'influence  qui  dirigeait  les  esprits  à  cette  époque.  On  fixe  habi- 
tuellement la  mort  de  cet  homme  en  i253^  mais,  d'un  autre 
côté,  Cantor  a  récemment  prouvé  qu'en  1371  un  maître  anglais, 
nommé  Robert,  avait  achevé  un  Livre  sur  la  sphère.  Il  nous  parait 
donc  admissible  que  ce  dernier  Robert  soit  la  même  personne  que  le 
premier  :  c'est  dailleurs  aussi  l'opinion  de  Santarem,  qui  le  regarde 
comme  contemporain  de  savants  qui  vivaient  du  xiii*  au  xiv'  siècle, 
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Bruuctto  Latini,  Pierre  de  Vienne,  Cecco  d'Ascoli  et  Dante.  Mai» 
il  est  inutile  d*insister  davantage  sur  ce  renseignement  biogra- 
phique plus  ou  moins  controversé.  Robert  prouve  d'abord  que  le 
ieu  renferme  le  principe  de  Tair,  puis  il  ajoute  ceci  :  a  De  même, 
la  supcriicie  comprise  entre  klm  et  la  circonférence  nkp  engendre 
par  sa  rotation  un  corps  dont  Teau  occupe  le  volume  et  la  situation. 
Vax  outre,  le  mouvement  du  demi-cercle  nhp  engendre  une  sphère 
située  au  milieu  des  deux  corps  précédents.  La  Terre  occupe  le  vo- 
lume et  la  situation  de  cette  sphère.  Mais,  pour  que  les  animaux 
terrestres  fussent  à  même  de  trouver  un  séjour  et  un  support,  l'eau 
a  dû  se  rassembler  dans  la  concavité  de  la  Terre  et  la  surface  des 
ciUUiuonts  a  émei^é  en  une  région  déterminée.  Enfin  la  Terre, 
aviH^  les  eaux  quVlle  renferme,  aflecte  la  forme  d'une  sphère 
unique.  »  Les  ligures  qui  se  rapportent  à  cette  description  man- 
quaient au  texie  de  M.  Gûuther,  mais  elles  ne  sont  pas  nécessaires 
iM^ur  rect^unaitre  que  Robert  admettait  à  Tintérieur  du  globe  ter- 
rt^strt^  uuo  assea  grande  jH\>portion  de  la  masse  des  eaux.  Ce  passage 
iK>urrait  très-bieii  sVxpliquer  en  admettant,  dans  la  notation  des 
li^urx'!^^  de  le^iL<Te$  moditications  que  motiverait  Thypothèse  d'erreurs 
\\MU^u^s^^s  |v*r  le  ci^jii^te. 

Au  sur|Uui^  /(HX^kler  a  récemment  ex[^qué^  d'une  manière  très- 
iviU4rquAlUe  «  exhument  la  théolo^ique  subtilité  de  l'idée  assez 
w^ulUM"  de  K\4Mrri  j^mvail  se  concilier  avec  Thypollièse  scientifique 
de  IVwvutricile  ci  UK^tte  la  fortifier.  Parlant  derarcke^éque  espa- 
^u\>)  |\auIu^  de  lUir^^eSs.  Baort  en  i433«  il  dit  ce  qui  suit  :  «Cet 
%vri\  4iiii  ùl  ^r^tnle  setusalivMoi  lorsqu'il  développa^  avec  une  ëmdition 
Mi4^thtHiiJitiq«K'  et  pti^^ùqifte.  IVxplicatioii  de  la  manière  tout  extra- 
\vi\lmAir\^  vWmiI  l^ui^  *à  dircUfê  i^w..  L  9  avoir  e^-ctuë  la  sépa- 
l^lùm  v)^^  U  terre  et  %Icï$^  e^«x  oia  la  crêatioa  de  IXkcran.  Dieu  a 
iNAwewible  ^^  utt  ^Wbir  partktaKer.  ifc«ê  dm»  centre  de  gravité 
dis^ùuc^v  le^  %Nt«v  %(«ai  4«parà%aAt  reeosvraiest  la  totalité  de  la 
îq^v^v  U^^x^rx^  te^s^  Jfcmx  $flwnw^  celle  Af  la  Tetre,  relie  de  leau, 
wvm  iwxU^N!^  sk(Myttes  evcemtrimai»  %îs-*-i»  r«»e  de  TaMlre^  de  sorte 
^l^c  U^i%  x^iHjbsx'^  ^  reowtpftu  «tiaUwlWflacml  em  phfeswwrs  poinu.  » 
i\^lv^  vli^i\>:^*«  sxtoat^'^çi^Bif  JL  trv«%é  place  Aibs  wa  l>inrra*e  que 
5iNà  U'WvUusV  >i,jL<\»î^c  iict^jit  cv«cre  fc»  kTp^tkèses  e!xc9tiques 
v^^  t^\i^\>\Mt>Mi  \;vx»i^t^  iv  L\ru  sl«ia£  UtlieniKfw  qpai^  à  plusieurs 
v^t^\lxx  LK*v*.-  y^/^itr  jM>fVt«r5eiir  Af  LaftOKe.  >T1  <•  £a«t  croiie  le 
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dicton  latin  :  Si  Lyra  non  lyrasset,  Luther  us  non  saltasset.  Un 
certain  Matthias  Thoring  ou  Doring  (mieux  sans  doute  Doornik 
ou  TomiL),  frère  franciscain  comme  Lyra,  commença  en  i44o 
cette  campagne  contre  Tarchevêque  espagnol,  dans  un  pamphlet 
intitulé  Correctorium  corruptoris  Burgensis,  Dans  cet  écrit,  il 
attaque  en  particulier  la  bizarre  hypothèse  du  globe  fluide,  et  il  la 
combat  par  des  arguments  très-serrés,  observant  par  exemple  que, 
«si  Ton  admettait,  avec  Tarchevèque  espagnol,  un  pareil  déplace- 
ment du  centre  de  gravité  de  cette  sphère  aqueuse,  les  éléments  de 
Tair  et  du  feu  auraient  du  nécessairement  aussi  éprouver  un  dépla- 
cement de  leur  centre,  et,  par  conséquent,  Tunivers  entier  serait 
tombé  dans  la  confusion.  Il  en  serait  de  même  du  déplacement 
supposé  du  centre  de  gravité  de  Teau,  dont  la  nature  serait  entiè- 
rement altérée  ou  plutôt  complètement  anéantie,  puisqu'elle  ne 
graviterait  plus  vers  le  centre  de  la  Terre,  et  que,  surtout,  sa  nature 
humide  et  froide  aurait  disparu.  »  Nous  voilà  donc  encore  en  pré- 
sence du  vieux  dogme. 

Ceci  nous  amène  à  le  constater  encore  chez  un  professeur  de 
Padoue  de  la  seconde  moitié  du  xv*  siècle  :  il  s'agit  de  François 
Capuanus  de  JVIanfredonie.  On  doit  à  ce  savant  un  grand  nombre 
d'éditions,  enrichies  de  Commentaires,  de  l'OEuvre  fondamentale 
et  erronée  de  Sacro  Bosco.  Au  Chapitre  du  docteur  anglais,  intitulé 
Quelle  est  la  forme  du  monde?  il  ajoute  :  «  Chacun  des  trois  élé- 
ments environne  la  Terre  de  toutes  parts;  une  certaine  sécheresse 
de  la  terre  résiste  cependant  à  Thumidité  de  l'eau  pour  sauvegarder 
l'existence  des  animaux.  » 

Un  passage  du  Commentaire  renferme  une  critique  de  la  doctrine 
de  Sacro  Bosco,  qui  attribuait  à  l'élément  de  l'eau  une  forme  régu- 
lièrement sphérique.  Le  centre  de  la  Terre  occupe  le  milieu  du 
rayon  de  la  sphère  du  monde.  Quant  à  la  surface  de  l'eau,  elle  ne 
peut  avoir  la  forme  sphérique,  parce  que  la  Géométrie  nous  ap- 
prend que  deux  sphères  concentriques  ne  peuvent  se  couper,  tandis 
que  Ton  sait  par  l'observation  que  les  éléments  solides  et  fluides 
se  recoupent  mutuellement.  Il  en  résulte,  dit-il,  que  l'eau  ne  peut 
alfecter  la  forme  sphérique. 

Xons  verrons  encore,  dans  la  suite,  que  la  polémique  de  Dante 
sest exercée  dans  deux  directions,  contre  l'hypothèse  de  l'excen- 
Iricilé  et  contre  le  fantôme  d'un  renflement  constitué  uniquement 
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par  rOcéan.  Les  deux  paragraphes  qui  suivent  dans  le  Mémoire  de 
M.  Giinther  sont  consacrés  a  l'examen  de  ces  deux  théories,  dont 
la  première  parai)  devoir  occuper,  au  point  de  vue  scientifique,  une 
place  importante.  Les  noms  de  deux  hommes  célèbres  se  rattachent 
à  cet  ordre  d'idées  :  l'un  d'eux  a  été  un  adversaire,  l'autre  un  ar- 
dent défenseur  d*une  doctrine  qui  se  rapprochait  beaucoup  de  la 
première,  sans  être  absolument  identique  avec  elle. 

Le  premier  de  ces  deux  philosophes  est  le  célèbre  Nicolas 
Copernic,  de  Thorn.  Il  examine,  dans  son  Ouvrage  sur  les  révolu- 
tions des  corps  célestes,  comment  la  Terre,  conjointement  avec  les 
eaux,  ne  forme  qu'un  seul  globe.  Ici  Copernic  dirige  une  vive  at- 
taque contre  les  péripatéticicns,  qui,  par  une  abusive  application 
d*un  fait  d'expérience,  que  l'eau  est  dix  fois  plus  légère  que  la 
terre,  veulent  qu'il  existe  une  beaucoup  plus  forte  proportion  de 
la  première  que  de  la  seconde  et  que,  par  suite,  le  centre  géomé- 
trique de  l'ensemble  occupe  une  position  difierente  de  celle  du 
centre  de  gravité.  Cependant  une  simple  notion  de  Géométrie  leur 
aurait  fait  reconnaître  l'inanité  de  cette  illusion,  car,  en  l'admet- 
tant, ils  oubliaient  que  les  sphères  varient  comme  le  cube  de  leurs 
diamètres  et  que,  en  regardant  comme  exact  ce  rapport  entre  la 
matière  plus  lourde  et  la  matière  iluide,  l'hémisphère  ne  pouvait 
avoir  la  grandetir  réellement  trouvée.  En  outre,  il  ne  peut  y  avoir 
aucun  rapport  entre  les  deux  centres,  bien  qu'il  puisse  se  produire 
un  |H^r|)étuel  et  impétueux  courant  marin  et  une  irruption  de 
rC)iH?an  dans  les  continents.  Mais  des  renseignements  géogra- 
phiques bien  établis  ne  confirment  pas  cette  explication  :  <c  11 
est  avéré  qu*entre  la  mer  Egyptienne  et  le  golfe  Arabique  (  mer 
Rouge  ^«  il  est  resté  à  peine  quinze  stades  de  largeur,  presque  au 
milieu  de  la  Terre  entière.  »  Cependant  la  surface  continue  de 
rOcéan  est  divisét^  de  tous  côtés  par  des  iles,  observation  indiquée 
parles  dtHH)uvertes  des  Portugais,  plus  spécialement  par  l'existence 
de  rAniérique^  pays  que  son  étendue  doit  faire  assimiler  à  un  conti- 
uoat.  Aussi  la  Terre  n*est-elle  ni  un  disque,  ni  un  hémisphère,  ni 
un  evlindre,  ct^mme  le  croyaient  les  anciens  philosophes  grecs, 
mais  bien  une  sphère  réelle  et  complètement  pleine,  en  considé- 
rant ensemble  la  terre  et  les  eaux.  «  Et  de  tout  cela,  certes,  je 
eiH)is  jHmvoir  ct)nclure«  à  l'évidence,  que  la  terre  et  l'eau  ne  pos- 
sèdent qu*uu  centre  de  gravité,  et  que  la  grandeur  de  la  terre  est 
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seule  à  considérer.  Bien  qu'elle  soit  la  plus  lourde,  elle  se  remplit 
d'eau  si  plusieurs  de  ses  parties  viennent  à  s'entr'ouvrir.  C'est 
pourquoi  Teau  est  assez  rare,  en  comparaison  de  la  terre,  bien  que, 
par  sa  situation  à  la  surface,  elle  semble  plus  abondante.  » 

Le  philosophe  Patritius  a  pris  un  point  de  départ  essentielle- 
ment différent.  Il  considère,  suivant  Harms,  quatre  autres  élé- 
ments :  l'espace,  qui  embrasse  tout  ^  là  lumière,  qui  remplit  tout  ; 
le  iluor,  qui  produit  toutes  les  choses  variables,  et  la  cbaleur,  qui 
accompagne  la  lumière,  façonne  et  anime  tous  les  corps. 

11  est  étrange  de  le  voir  déclarer  que  les  géographes,  les  astro- 
nomes et  les  philosophes  enseignent  que  l'eau  et  la  terre  forment 
nn  seul  et  même  globe.  Patritius  conteste  d'abord  que  l'eau,  aban- 
donnée à  elle-même,  puisse  prendre  la  forme  spbérique.  U  cherche 
aenydonner  des  raisons  spécieuses.  Pour  lui,  la  surface  de  Teau 
est  toujours  plane,  et  il  s'efforce  de  développer  les  arguments  et  les 
expériences  qui  doivent  réfuter  la  théorie  de  la  sphéricité  de  la 
terre  et  des  mers. 

Patritius  s'est  inspiré  des  théories  du  philosophe  Zoroastre,  et, 
lorsqu'il  a  discuté  la  situation  de  la  Terre  dans  l'espace,  il  a  admis 
que  la  terre  se  trouvait  au  centre  de  l'univers  et  que  l'eau  affec- 
tait une  surface  concave.  U  a  ainsi  été  amené  à  conclure  à  l'exis- 
tence de  trois  centres  au  milieu  de  la  Terre. 

L'examen  des  assertions  de  Patritius  forme  dans  cette  monogra- 
phie le  sujet  d'un  long  paragraphe,  dans  lequel  M.  Gûnther  a  fait 
ressortir  les  origines  de  ces  théories  singulières. 

Nous  avons  acquis  la  conviction  que  la  forme  la  plus  scienti- 
fique de  ce  système  erroné,  contre  lequel  Dante  avait  dirigé  ses 
attaques,  conserva  jusqu'au  milieu  du  xvi**  siècle  une  certaine  vita- 
lité; mais  Thypothèse,  incomparablement  plus  fantastique,  d'un 
relèvement  de  la  mer  pour  former  un  bourrelet  au-dessus  de  l'an- 
cien niveau,  résista  plus  longtemps  qu'on  ne  saurait  le  croire,  et  ce 
n'est  pas  moins  que  l'auteur  de  la  découverte  de  l'Amérique  qui 
devait  encore  appuyer  de  l'autorité  de  sa  voix  l'existence  de  cette 
hypothèse. 

Pour  démontrer  que  Ton  atteindrait  assez  rapidement  la  limite 
orientale  de  l'Asie  par  l'occident,  Christophe  Colomb  s'appuyait 
sans  doute  sur  le  jugement  d'anciens  cosmographes  et  sur  l'admi- 
aUe  pressentiment  deToscanelli  -,  mais  il  croyait  aussi  aux  vagues 
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témoignages  prophétiques  des  Pères  de  l'Eglise  et  d'autres  écri- 
vains ecclésiastiques.  Les  fictions  moitié  religieuses,  moitié  phy- 
siques, d'une  lie  d*Ântiglia,  d'une  montagne  centrale  nommée 
Aryn,  située  à  l'extrême  orient,  mais  que  l'on  pouvait  supposer 
aussi  à  l'occident,  exerçaient  une  grande  influence  sur  le  cercle  de 
ses  idées.  A  propos  de  la  représentation  du  dogme  de  l'Âryn  ou 
coupole  du  monde,  Santarem  considère  comme  témoignages  les 
plus  atlirmatifs  TOuvrage  astronomique  d'AbouI  Hassan  de  Marok, 
un  passage  d'Aboul  Feda  et  une  lettre  de  Christophe  Colomb  à  la 
reine  Isabelle.  Au  mùme  ordre  d'idées  se  rattache,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  un  certain  doute  sur  la  simple  sphéricité 
de  la  Terre,  et,  en  effet,  dans  les  Œuvres  de  Pierre  Alphonse 
(dernières  années  du  xii*  siècle)  on  trouve  un  dialogue  entre  Moïse 
et  Pierre  TAncien,  dans  lequel,  l'un  d'eux  demandant  à  l'aiître  de 
lui  expliquer  l'existence  de  la  ville  d'Aryn,  celui-ci  répond  par 
robjection  suivante  :  ce  Lorsque  tu  me  dis  qu'Aryn  est  située  au 
milieu  de  la  Terre,  tu  semblés  vouloir  dire  que  la  Terre  a  une  forme 
plane;  cependant  la  distinction  établie  an  début  entre  l'orient  et 
l'ocoidenl  prouvait  la  sphéricité  de  la  Terre.  » 

Si  incroyable  que  cela  doive  paraître,  il  est  certain  que  le  navi- 
gateur avait  encore  à  l'esprit  une  deuxième  idée  erronée.  H  consi- 
dérait comme  autorité  sérieuse  le  livre  apocryphe  d'Esra,  moins 
par  vénération  pieuse  que  parce  qu'il  trouvait  dans  ce  livre  un  té- 
moignage en  laveur  de  l'hypothèse  qu'il  défendait  avec  tant  d'ar- 
deur :  le  renflement  de  l'Océan  dont  il  est  question  dans  les  his- 
toiivs  do  la  création.  Voici,  d'ailleurs,  à  quoi  se  réduisent  les  in- 
signiiiants  commentaires  géographiques  des  écrivains  de  la  Bible, 
ontn'  autres  d'Ësra,  sur  la  doctrine  d'un  bourrelet  local  formé  par 
les  eaux.  Alexandre  de  llumboldt  nous  donne  le  renseignement 
suivant,  fourni  par  Torientaliste  Rosenmûller,  qui  se  rapporte  à 
la  théorie  adoptée  par  Colomb  et  qu'il  fait  suivre  de  ces  réflexions  : 
u  Los  Hébreux  ne  possédaient  et  leurs  anciens  livres  ne  renferment 
aucune  donnée  numérique  sur  l'étendue  relative  des  continents  et 
dos  mers*,  les  commentaires  chaldéens  et  les  écrits  talmudiques  ne 
fournissent  même  aucune  réponse  à  cette  question  \  mais  les  Juifs 
ont  adopté  la  division  de  la  surface  terrestre  en  sept  climats,  et  un 
passage  do  la  Genèse  (U  Q^  enseigne  que  les  eaux  ont  été  rassem- 
blées dans  un  lieu  unique,  ct^  qui  expliquerait  pourquoi  le  Talmud 
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a  supposé  que  ce  lieu  de  rassemblement  devait  être  une  des  sept 
zones.  » 

Une  récapitulation  des  idées  que  se  représentait  Tamiral  espa- 
gnol nous  permet  de  reconnaître  qu'il  se  considérait  comme  de- 
vant être  naturellement  conduit  à  deux  découvertes  :  celle  de  nou- 
velles régions  du  globe  terrestre,  et  celle  d'un  renflement  formé 
en  réalité  par  les  eaux,  s'élevant  au  milieu  des  mers.  Mais  celui  qui 
poursuit  avec  ardeur  un  but  déterminé  donne  étourdiment  dans 
les  conjectures  et  finit  par  leur  attribuer  une  existence  réelle,  et, 
pour  peu  que  le  succès  réponde  à  son  attente,  si  la  connaissance 
des  conditions  fondamentales  est  toute  superficielle,  l'imagination 
lui  donne  arbitrairement  force  de  loi.  Christophe  Colomb  ne  fit 
pas  autrement.  Lorsqu'en  effet,  à  son  premier  voyage  (149^))  il 
reconnut  que  la  position  du  compas  ne  pouvait  s'accorder  avec 
celle  du  lieu  où  il  croyait  se  trouver  lui-même,  il  n'hésita  point  à 
admettre  que  ce  n'était  pas  l'aiguille  aimantée,  mais  bien  l'étoile 
polaire  qui  avait  dû  s'écarter  de  sa  route. 

Cette  interprétation,  plus  que  téméraire,  était  sans  doute  plutôt 
adressée  à  l'équipage  qu'à  la  propre  conviction  de  Christophe 
Colomb  \  mais  elle  démontre  que  Ton  ne  craignait  nullement  de 
faire  violence  à  la  nature. 

C'est  dans  ce  sens  que  de  Humboldt  a  dit  ceci  :  ce  Sur  la  partie 
équatoriale  de  l'Atlantique  se  réunissent,  dans  la  capricieuse  ima- 
gination de  Christophe  Colomb,  des  vues  plus  chimériques  sur  le 
changement  du  climat,  la  configuration  anomale  de  la  sphère 
terrestre  et  les  mouvements  extraordinaires  des  corps  célestes.  » 
En  résumé,  cet  homme  fantastique  avait  le  cœur  et  l'esprit  suffi- 
samment prédisposés  à  ériger  en  fait  deux  découvertes  qu'il  at- 
tendait, et  elles  lui  arrivèrent  inopinément. 

Lorsque,  pour  la  première  fois  en  1498,  il  atteignit  l'Amérique 
du  Sud,  à  son  troisième  voyage,  il  observa  avec  attention  d'im- 
menses courants  qui,  en  pleine  mer,  s'opposaient  à  sa  marche  et 
accusaient  une  faible  proportion  de  sel.  Evidemment,  cette  appa- 
rence ne  s'accordait  pas  beaucoup  avec  la  sphéricité  tradition- 
nelle de  la  Terre,  contre  laquelle  on  avait  élevé  déjà  des  doutes 
nombreux.  Sous  l'impression  de  cette  importante  observation,  il 
écrivit  au  souverain  de  son  pays  une  lettre  mémorable,  dans  la- 
quelle on  trouve  entre  autres  passages  le  suivant  :  «  La  côte  de 
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Paria  est  située  plus  près  de  la  voûte  du  ciel  que  TEspagne.  La 
Terre  est  allongée  comme  une  poire  et  n*a  plus  la  forme  sphérique 
dans  le  voisinage  de  sa  tige.  »  C'est  eii  ces  termes  que  Christophe 
Colomb  parle  du  delta  de  TOrénoque.  Pour  lui,  «il  existe  dans 
Tocéan  Indien,  près  de  l'équateur  et  à  la  limite  des  contrées  orien- 
tales, une  région  formant  un  bourrelet  qui  se  rapproche  le  plus 
du  ciel  ». 

On  a  exprimé  Topinion  que  la  mappemonde  d'Ândreas  Bianco 
n^est  pas  restée  sans  influence  sur  Christophe  Colomb.  Santarera, 
qui  en  a  donné  une  description  détaillée,  dit  en  eifet  que  les 
quatre  fleuves  du  paradis  sortent  de  Textrème  orient,  où  se  trouve 
rÉden.  Si  Ton  admettait  cette  opinion,  on  devrait  encore  plutôt 
mentionner  le  planisphère  de  Jean  de  Beauveau,  dans  lequel  Tidéc, 
qui  plaisait  à  Christophe  Colomb,  de  comparer  la  Terre  à  un  fruit 
apparaît  peut-être  pour  la  première  fois.  Mais  nous  pouvons  douter 
avec  raison  qu'un  homme,  élevé  comme  lui,  non  au  milieu  de  sa- 
vants, mais  au  milieu  de  marins,  ait  trouvé  le  prétexte  de  ses 
voyages  dans  les  riches  manuscrits  des  bibliothèques. 

Nous  regarderons  Christophe  Colomb  comme  un  esprit  tout  à 
fait  original,  une  imagination  fréquemment  exaltée,  qui  ne  se  re- 
présentait pas  les  choses  exactement,  et  qui,  dans  les  nombreuses 
circonstances  extraordinaires  sous  lesquelles  elle  fut  contrainte  à 
travailler  et  à  combattre,  a  trouvé  des  excuses  suffisantes  à  ses 


extravagances. 


Â  coté  de  ces  intéressants  extraits  du  Mémoire  de  M.  Gûnther, 
il  sera  utile  de  donner  un  résumé  des  réflexions  d'Alexandre  de 
Humboldt  sur  le  môme  sujet  [voir  l'Atlas  du  Cosmos)  :  «  D' An- 
ville  a  dit  avec  esprit  que  la  plus  grande  des  erreurs  dans  la  Géo- 
graphie de  Plolémée  (la  supposition  que  l'Asie  s'étendait  vers  l'est 
au  delà  de  1 80  degrés  de  longitude)  a  conduit  les  hommes  à  la 
plus  grande  découverte  de  terres  nouvelles. 

»  Les  grandes  découvertes  de  T hémisphère  occidental  ne  furent 
point  le  résultat  d'un  heureux  hasard.  U  a  été  prouvé  que  c'est  en 
Portugal,  à  peu  près  en  1470,  trois  ans  avant  d'avoir  reçu  les 
conseils  de  Paolo  Toscanelli,  de  Florence,  que  Christophe  Colomb 
conçut  l'idée  de  sa  première  entreprise.  Les  espérances  de  ce  grand 
homme  se  fondèrent  alors  sur  ce  qu'il  appela  des  raisons  de  Cosmo- 
graphie, sur  le  peu  de  distance  qu'il  y  a  des  côtes  occidentales 
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d'Europe  cl  d'Afrique  aux  côtes  du  Calhaï  (la  Chine)  et  de  Zipan- 
gou  (le  Japon),  reconnues  pour  la  première  fois  par  le  Vénitien 
Marco  Polo,  sur  des  opinions  d*Aristotc  et  de  Sénèque,  comme  sur 
quelques  indices  de  terres  situées  vers  Touest,  qu'on  avait  recueillis 
à  Porto  Santo,  à  Madère  et  aux  lies  Açores.  Lorsque  Christoplie 
G>lomb  découvrit  les  Antilles^  lui  et  ses  compagnons  crurent  être 
arrivés  à  Textrémité  orientale  du  continent  asiatique  :  c'est  pour- 
quoi elles  furent  désignées  comme  faisant  partie  des  Indes  occiden- 
tales. Leur  nom  à* Antilles  est  aussi  une  réminiscence  de  rancienne 
légende  d'Antiglia  ou  Antilia. 

»  La  découverte  du  nouveau  continent  et  les  travaux  entrepris 
pour  étendre  la  connaissance  de  sa  géographie  n'ont  pas  seule- 
ment levé  le  voile  qui  depuis  des  siècles  a  couvert  une  vaste  partie 
de  la  surface  du  globe;  cette  découverte  et  ces  travaux  ont  aussi 
exercé  Tinfluence  la  plus  marquante  sur  le  perfectionnement  des 
Cartes  et  des  méthodes  géographiques  en  général,  comme  sur  les 
moyens  extraordinaires  propres  à  fixer  la  position  des  lieux.  En 
étudiant  les  progrès  de  la  civilisation,  nous  voyons  partout  la  sa- 
gacité de  riiomme  s'accroître  avec  l'étendue  du  champ  qui  s'ouvre 
à  ses  recherches.  » 

Léonard  de  Vinci  occupe  dans  cette  question,  comme  dans  toutes 
les  questions  analogues,  une  place  isolée.  Des  études  paléontolo- 
giques,  qu'il  parait  avoir  suivies  avec  prédilection  dans  les  Apen- 
nins, l'avaient  naturellement  porté  à  réfléchir  à  un  pareil  sujet. 
Rejetant  avec  énergie  les  absurdes/ables  qui  attribuaient  à  quelque 
force  mystérieuse  l'origine  des  coquillages  et  des  fossiles,  il  pro- 
clame les  changements  d'équilibre  de  la  Terre  sous  l'influence  des 
eaux.  Les  huitres,  les  coquilles  qui  vivent  dans  le  limon  des  mers 
nous  donnent  la  preuve  de  la  variation  que  la  Terre  a  éprouvée 
pour  le  centre  des  éléments.  Une  partie  de  la  Terre  devient  plus 
légère  et  s'élève  toujours,  tandis  que  la  partie  opposée  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  central,  et  ce  qui  était  autrefois  le  fond 
des  mers  est  devenu  aujourd'hui  la  cime  des  montagnes.  Ces  expli- 
cations s'accordent  très-bien,  au  moins  tant  qu'elles  restent  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique,  avec  les  théories  adoptées  aujourd'hui 
eu  Géologie  surTérosion,  le  transport  et  la  sédimentation. 

Le  nom  de  Léonard  doit  surtout  compter  parmi  les  savants  qui 
ont  développé  et  vulgarisé  des  théories  exactes  sur  les  variations 
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du  rapport  des  éléments  solides  et  fluides  de  la  Terre  autour  d'un 
rentre  de  gravité  commun. 

Nous  arrivons  maintenant  à  une  période  de  progrès.  Le 
XVII*  siècle,  auquel  les  Sciences  exactes  doivent  la  constitution 
rationnelle  et  fondamentale  de  leur  domaine,  s'est  exercé  en  gé- 
néral sur  les  questions  importantes,  pour  pouvoir  s'occuper  en- 
suite des  questions  secondaires.  Deux  hommes  profondément  ver- 
sés dans  la  connaissance  de  la  nature  ont  marqué  i  cette  époque 
par  les  intéressantes  conceptions  relatives  à  la  répartition  des  mers 
et  des  continents.  Le  premier  est  le  théologien  Hottinger,  de  Zu- 
rich, mort  en  1667,  qui,  suivant  Zoeckler,  publia  un  Commentaire 
théologique  et  philosophique  de  la  Genèse  se  rapprochant  beau- 
coup de  celui  que  donna  l'Espagnol  Paul  us  de  Burgos. 

Le  second  de  ces  philosophes  ne  fut  autre  que  le  grand  Newton. 
Ainsi  que  nous  croyons  pouvoir  le  démontrer,  Isaac  Neviton  a  du 
avoir  une  notion  de  la  théorie  que  Dante  avait  combattue.  Au  lieu 
de  la  discuter  davantage,  il  la  choisit,  avec  le  talent  de  son  génie, 
pour  base  solide  d'un  fait  dont  la  con6l*mation  expérimentale 
devait  encore  attendre  près  d'un  siècle.  Une  proposition  du  troi- 
sième Livre  des  Principes,  relatif  au  système  du  monde,  établit 
que  les  mouvements  des  planètes  peuvent  continuer  très-longtemps 
dans  l'espace  céleste.  Comme  preuve,  il  dit  que  dans  l'atmosphère 
terrestre,  passablement  pesante  en  comparaison  du  fluide  céleste, 
le  mouvement  d'une  goutte  d'eau  n'éprouve  qu'ime  résistance  ex- 
trêmement faible.  Mais  la  densité  de  la  Terre,  et  par  analogie 
aussi  la  densité  des  autres  planètes,  est  notablement  supérieure 
Il  celle  de  l'eau,  de  sorte  que  la  résistance  que  rencontre  le  mouve- 
ment des  planètes  dans  le  fluide  éthéré,  dont  la  densité  est  excessi- 
vement faible,  peut  être  considérée  comme  nulle.  On  voit  que  la 
grande  diflerence  entre  les  densités  du  globe  terrestre  et  de  l'eau 
indique  le  point  de  départ  de  cette  démonstration.  On  en  jugera 
par  l'extrait  suivant  de  TOuvrage  de  Newton  : 

«  Voici  comment  je  crois  pouvoir  établir  que  la  densité  de  la 
TcTre  est  supérieure  a  celle  de  l'eau.  Si  ce  fluide  constituait  le 
globe  entier,  toutes  les  substances  plus  légères  viendraient  flotter 
Il  sa  surface.  Par  conséquent,  si  l'eau  recouvrait  entièrement  le 
globe  terrestre,  celui-ci,  supposé  plus  léger  que  l'eau,  émei^rait 
en  quelque  lieu,  et  toute  Teau,  refluant  de  cet  endroit,  se  réimiraii 
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sur  la  région  opposée.  Une  comparaison  semblable  devrait  donc 
s'appliquer  à  notre  Terre,  entourée  de  mers  sur  la  plus  grande 
partie.  Si  la  Terre  n'était  pas  plus  pesante  que  Teau,  elle  sortirait 
des  mers  et  flotterait  suivant  la  proportion  de  sa  densité,  tandis 
que  toute  Feau  des  mers  s'accumulerait  sur  la  région  opposée.  C'est 
pour  la  même  raison  que  les  taches  du  Soleil  sont  plus  légères  que 
la  matière  lumineuse  de  cet  astre,  sur  laquelle  elles  flottent.  En 
outre,  dans  la  formation  d'une  quelconque  des  planètes  par  les 
eaux,  toutes  les  substances  plus  pesantes  gagnaient  la  partie  cen- 
trale, pendant  que  la  masse  était  fluide.  Aussi  voyons-nous  la 
terre  commune  peser,  à  la  surface,  à  peu  près  deux  fois  plus  que 
l'eau,  et  plus  bas,  dans  les  puits  de  mines,  on  la  trouve  trois, 
quatre  et  même  cinq  fois  plus  pesante;  il  est  donc  à  présumer 
que  la  densité  à  l'intérieur  du  globe  est  cinq  ou  six  fols  plus  grande 
que  si  le  globe  terrestre  était  entièrement  constitué  par  de  l'eau.  » 

Newton  a  sans  doute  pris  pour  base  une  figure  semblable  à  celle 
que  nous  avons  vue  pour  Capuanus  de  Manfredonie.  Sa  théorie 
peut  se  résumer  ainsi  :  si  la  Terre  était  efiectivement  plus  légère 
que  l'eau,  toute  l'hypothèse  du  moyen  âge  relative  à  la  situa- 
tion excentrique  des  sphères  de  la  Terre  et  de  l'eau  serait  entiè- 
rement justifiée.  Mais  nous  savons,  au  contraire,  et  de  nombreux 
phénomènes  physiques  et  géographiques  nous  donnent  la  preuve 
qu'il  ne  peut  être  question  d'une  semblable  disposition,  ce  qui 
détruit  l'exactitude  de  l'hypothèse  précédente  sur  la  relation  entre 
les  densités  de  la  Terre  et  de  l'eau.  Mentionnons,  en  passant, 
la  remarquable  intuition  de  Newton  sur  la  nature  des  taches  du 
Soleil,  dont  l'exactitude,  comme  l'observe  le  commentateur 
Wolfers,  a  été  ainsi  confirmée  depuis  l'immense  développement 
de  la  spectroscopie. 

Certaines  réminiscences  des  théories  de  Newton  se  retrouveront 
dans  le  siècle  suivant. 

C'est  en  lySi  que  l'abbé  de  La  Caille  publia  un  premier  aperçu 
des  résultats  scientifiques  de  son  célèbre  voyage  au  Cap.  Le  pro- 
gramme étendu  de  ce  voyage  comprenait,  entre  autres  questions, 
la  mesure  d'un  degré  du  méridien.  L'opération  fut  faite  à  la  lati- 
tude moyenne  de  33^  18'  et  donna  pour  longueur  du  degré 
37037  toises.  Nous  savons  aujourd'hui  que  le  résultat  de 
La  Caille  était  erroné;  une  preuve  suffisante    en    a  été    donnée 
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par  d'autres  mesures  entreprises  au  sud  de  Téquateur,  celles  de 
Mac  Lear  dans  le  voisinage  de  cette  première  base  française.  Mais 
le  nom  de  La  Caille  était  une  sorte  de  garantie  de  complète  exac- 
titude, et,  au  lieu  de  révoquer  en  doute  un  pareil  résultat,  on  crut 
devoir  en  tenir  compte  et  en  chercher  l'explication  dans  une  ano- 
malie de  structure  du  globe  terrestre.  Klugel  a  traité  ce  sujet  au 
point  de  vue  mathématique,  et  a  trouvé  que  la  Terre  ferme  ne  pré- 
sente pas  de  courbure  régulière  et  que  la  partie  sud  n'olTre  pas  la 
même  configuration.  Il  s'agit  évidemment  d*une  dissemblance 
entre  les  deux  hémisphères. 

La  question  fut  reprise  par  d'autres  philosophes,  et  nous  pou- 
vons citer  un  Ouvrage  qui  renferme  des  indications  très-précieuses, 
le  Traité  des  Sciences  exactes  de  L.  Rôhl,  géomètre  du  siècle  der- 
nier. Un  Chapitre  de  cet  Ouvrage  fc  termine  par  les  conclusions 
suivantes  :  «  On  conjecturait  depuis  très-longtemps  qu'il  existait 
vers  le  pôle  sud  une  grande  étendue  de  terre  ferme,  et  l'on  cher- 
chait la  confirmation  expérimentale  et  théorique  d'une  hypothèse 
à  laquelle  plusieurs  savants  ajoutaient  foi  et  donnaient  une  grande 
importance.  Un  corps  abandonné  h  lui-même  ne  peut  rester  en 
repos  tant  que  la  direction  de  la  pesanteur  ne  rencontre  pas  la 
ligne  qui  divise  le  poids  en  deux  parties  égales^  et,  lorsqu^on  sup- 
pose réunis  deux  hémisphères  hétérogènes  de  grandeurs  égales,  la 
sphère  ainsi  constituée  ne  peut  rester  en  repos  que  si  les  axes  de 
ces  deux  hémisphères  se  rencontrent  juste  sur  la  résultante  des 
poids,  et  le  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le  plus  lourd,  près  du 
plan  diamétral.  Si  maintenant  on  considère  notre  planète,  on 
trouve  sur  l'hémisphère  nord  plus  de  contrées  connues  que  sur 
l'hémisphère  sud.  La  proportion  s'élève  au  moins  à  trois  fois  et 
demie  plus  de  terres  du  côté  nord  que  du  côté  sud  de  la  ligne 
équatoriale.  Et  comme  la  terre,  les  pierres  et  la  plus  grande  partie 
des  autres  substances  solides  dont  le  globe  terrestre  est  constitué 
sont  beaucoup  plus  lourdes  que  l'eau,  il  semble  que  l'équilibre 
que  nous  observons  d'après  son  mouvement  uniforme  autour  de 
l'axe,  d'après  sa  situation  vis-à-vis  du  Soleil  et  son  mouvement 
autour  de  cet  astre,  ne  peut  se  maintenir,  si  nous  ne  suppo- 
sons l'existence  de  grandes  étendues  de  terres  à  l'opposé,  au  pôle 
sud.   » 

Toutefois,  Rohl  avoue  plus  loin  que,  si  \es  voyages  de  Cook  n'ont 
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donné  aucune  confirmation  à  cette  hypothèse,  on  pourrait  être 
tenté  de  ne  pas  lui  attribuer  d'importance,  parce  qu'il  pourrait  se 
faire  que  Texcentricité  du  centre  de  gravité  du  globe,  attribuée  à 
reflet  de  l'inégale  répartition  des  mers  et  des  continents,  s'expli- 
quât aussi  par  une  dislocation  interne  de  la  matière  ou  par  toute 
autre  cause  naturelle. 

On  peut  remarquer  dans  l'hypothèse  de  Rôhl  deux  ordres 
d'idées  distincts  :  d*abord,  la  considération  d'une  irrégularité  dans 
la  constitution  de  Thémisphère  austral;  ensuite,  la  doctrine  newto- 
nienne  de  l'accumulation  polaire  des  eaux,  rendue  possible  par  ime 
légèreté  spécifique  des  continents,  hypothèse  que  pourtant  ne  con- 
firment ni  le  raisonnement  ni  l'expérience. 

U  est  probable  que  l'erreur  de  La  Caille  n'a  pas  été  sans  influence 
sur  les  théories  géologiques  établies  par  Wrede,  car  celles-ci  re- 
connaissent pour  base  principale  la  dissemblance  observée  entre 
les  deux  hémisphères.  Suivant  le  Commentaire  de  Muncke,  «  on 
doit  considérer  comme  ingénieuse  l'hypothèse  de  Wrede,  lorsque 
ce  dernier  soulève  la  question  de  savoir  si  l'on  peut  admettre  une 
excentricité  variable  du  centre  de  gravité  de  notre  globe.  S'il  en 
était  ainsi,  on  constaterait  facilement  que  la  masse  des  eaux  pour- 
rait alors  occuper  une  hauteur  de  plus  de  1 2  000  pieds  sur  une  ré- 
gion du  globe  que  sur  un  autre  point,  afin  de  rétablir  l'équilibre 
par  une  excentricité  proportionnelle,  mais  non  exagérée,  du  centre 
de  gravité.  Mais,  si  l'on  voulait  admettre  en  outre  une  variation 
de  cette  excentricité  par  un  déplacement  du  centre  de  gravité  d'un 
point  vers  un  autre  opposé,  on  en  déduirait  aisément  l'explication 
de  ce  fait  que  l'on  trouve  dans  les  parties  les  plus  diverses  du 
globe  de  trè^hautes  montagnes  au  milieu  desquelles  on  reconnaît 
des  dépressions  occupées  autrefois  par  la  mer.  » 

U  est  intéressant  de  terminer  les  développements  relatifs  h  l'évo- 
lution historique  de  notre  problème  par  l'examen  des  idées  origi- 
nales d'un  homme  célèbre,  qui  a  fait  époque  dans  une  autre  branche 
des  Sciences  et  mérite  à  ce  titre  de  fixer  l'attention  :  nous  voulons 
parler  du  naturaliste  Lamarck. 

U Hjdrogéologie  de  Lamarck  renferme  une  suite  de  recherches 
dont  le  sujet  est  parfaitement  indiqué  dans  le  titre  même  de  cet 
Ouvrage  :  Hjdro  géologie,  ou  Recherches  sur  l'influence  if  u  ont  les 
eaux  sur  la  surface  du  globe  terrestre,  sur  les  causes  de  Vexis- 
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tence  du  bassin  des  rners,  de  son  déplacement  et  de  son  transport 
successifs  sur  les  différents  points  de  la  surface  de  ce  globe,  enfin 
sur  les  changements  que  les  corps  vivants  exercent  sur  la  nature 
et  sur  l'état  de  cette  surface. 

Le  Chapitre  U  est  consacré  à  un  examen  assez  détaillé  des  hypo- 
thèses que  nous  avons  rencontrées  chez  Dante,  et  il  aboutit  à  cette 
conclusion  :  «  Tant  que  les  mers  auront  un  bassin  particulier^ 
c'est-à-dire  ne  formeront  pas  autour  du  globe  une  enveloppe  gé- 
nérale liquide,  le  centre  de  forme  de  ce  globe  ne  sera  jamais  exac- 
tement le  même  que  son  centre  de  gravité.  » 

Qu'il  en  résulte  une  dijOTérence,  cela  se  comprend,  maisLamarck 
parait  se  tromper  lorsqu'il  la  suppose  plus  considérable  et  plus 
importante  qu'elle  ne  l'est  en  réalité.  La  base  de  son  système  laisse 
aussi  beaucoup  à  désirer,  ainsi  que  le  démontre  M.  Gûnther. 
Lamarck  admet,  à  l'intérieur  de  la  Terre,  une  masse  quartzeuse  et 
même  totalement  vitreuse,  et  toutes  les  substances  relativement 
plus  légères  occupent  la  surface  du  globe.  Il  en  résulte,  dit-il,  que 
l'axe  du  monde  ne  coïncide  pas  exactement  avec  l'axe  de  symétrie, 
et,  bien  qu'il  ne  se  produise  pas  de  variation  apparente  de  la  durée 
de  la  rotation,  cette  cause  doit  néanmoins  exercer  une  influence 
marquée,  susceptible  de  mesure  après  une  série  de  périodes  géolo- 
giques. Observant  que  les  mers  couvrent  près  de  la  totalité  d'un 
hémisphère  comme  masse  continue,  Lamarck  adopte,  pour  répar-: 
tition  relative  de  la  terre  et  des  eaux,  la  figure  schématique  dont 
il  a  été  fréquemment  question  :  une  sphère  solide  avec  bourrelet 
sphéroïdal,  couvrant  plus  d'un  hémisphère  et  représentant  l'élé- 
ment fluide.  Lamarck  admet  que  les  points  de  plus  grande  hautem* 
moyenne  des  continents  et  de  plus  grande  profondeur  moyenne 
des  mers  se  correspondent  aux  extrémités  d'un  même  diamètre. 
Mais  l'ensemble  des  mers  se  trouve  lentement  entraîné  vers  l'ouest 
sous  l'influence  attractive  de  la  Lune,  de  sorte  que  le  centre  de 
gravité  du  globe  se  transporte  lentement  vers  l'ouest  dans  le  cours 
des  siècles.  C'est  ainsi  que  l'on  doit  entendre  la  conclusion  à 
laquelle  parvient  Lamarck  :  a  Et  Ton  conçoit  que  le  centre  dé- 
plaçable,  qui  est  nécessairement  opposé  aux  plus  grandes  profon- 
deurs de  l'Océan,  aura  fait  une  révolution  complète  autour  du 
centre  de  la  forme  lorsque  l'Océan  aura  achevé  sa  révolution  au- 
tour du  globe,  révolution  qu'il  parait  avoir  faite  au  moins  une  fois.  » 
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Il  ne  semble  pas  nécessaire  d'insister  sur  le  degré  de  confiance  à 
accorder  à  une  pareille  hypothèse.  Il  est  clair  que,  si  Jiamarck  avait 
été  quelque  peu  mathématicien,  il  aurait  trouvé,  auprès  d'illustres 
géomètres  qui  habitaient  la  même  capitale,  les  éclaircissements 
nécessaires  pour  savoir  si,  en  admettant  leur  exactitude,  les  rela- 
tions qu'il  supposait  auraient  pu  provoquer  de  profondes  révolu- 
tions. Deux  ans  avant  la  publication  de  V H jdro géologie,  avaient 
paru  les  premiers  volumes  de  l'immortel  Ouvrage  de  Laplace,  la 
Mèamique  céleste,  dont  les  Livres  II"  et  V*  renferment  tous  les 
renseignements  désirables  suc  les  diverses  fluctuations  auxquelles 
le  centre  de  gravité  de  la  Terre  est  et  peut  être  elTectivement 
soumis. 

Enfin  Bessel  a  démontré,  dans  la  suite,  le  peu  de  probabilité 
qu'il  se  produise  un  changement  appréciable  dans  la  situation  du 
globe  terrestre. 

Nous  avons  exposé,  d'après  les  philosophes  de  l'Orient,  l'hypo- 
thèse de  l'accumulation  des  eaux  que  doit  provoquer  le  Soleil  au 
pôle  terrestre  tourné  vers  cet  astre  à  l'époque  du  périhélie.  Des 
savants  modernes  ont  également  pris  cette  théorie  pour  base  essen- 
tielle de  leurs  explications  de  certains  phénomènes  géologiques. 
C*est  pourquoi  Peschel  Ruge,  après  avoir  décrit  l'hypothèse  du 
bourrelet  imaginé  par  Demitschki,  ajoute  les  réflexions  suivantes  : 
«  C'est  là  le  plus  ancien  germe  de  l'hypothèse  connue  d'Adhémar, 
que  du  reste  de  Bergh  et  son  ami  et  compagnon  Léopold  de  Buch 
avaient  adoptée  antérieurement  à  Âdhémar.  »  On  retrouvera  une 
grande  partie  de  ces  doctrines  discutées  dans  les  Ouvrages  dePilar, 
et  notamment  dans  celui  qu'il  a  publié  il  y  a  trois  ans,  sous  le 
titre  de  Contribution  à  la  question  des  causes  des  périodes  gla- 
ciaires. 

La  fondation  d'une  théorie  scientifique  des  glaciers  par  Venetz, 
Rendu  et  Desor,  la  preuve  de  l'apparition  d'immenses  glaciers  cou- 
vrant la  plus  grande  partie  de  l'Europe  durant  les  périodes  géolo- 
giques, ont  eu  pour  résultat  de  fixer  de  nouveau  l'attention  sur  ces 
époques  glaciaires.  Tandis  que  de  nombreux  savants  cherchaient  à 
les  expliquer  par  l'influence  de  courants  et  même  de  calmes  atmo- 
sphériques, un  mathématicien  français,  qui  jusqu'alors  s'était  fait 
connaître  surtout  par  des  travaux  de  Géométrie  descriptive,  conçut 
le  projet   audacieux    d'attribuer   et    de   présenter    sous  diverses 
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formes,  comme  base  d'un  essai  d'explication  de  Torigine  cosmique 
de  ces  époques  glaciaires,  des  réflexions  sur  l'inégale  répartition 
des  eaux.  Tel  est  le  but  des  théories  d'Adhémar  sur  les  révolutions 
de  la  mer  et  les  déluges  périodiques  (  1 843) .  Attaquées  et  combattues 
a  plusieurs  reprises,  elles  ont  trouvé  aussi  d'enthousiastes  partisans, 
dont  quelques-uns,  entre  autres  Julien  et  Le  Hon,  n'hésitèrent  pas 
à  reprendre,  dans  des  écrits  spéciaux,  les  idées  de  leur  devancier. 
L'Ouvrage  de  Julien  est  intitulé  :  Courants  et  révolutions  de  l'at- 
mosphère et  de  la  mer,  comprenant  une  théorie  nou\^elle  sur  les  dé- 
luges périodiques  (1860).  L'Ouvrage  de  Le  Hon  est  relatif  à  la 
périodicité  des  déluges  (1868). 

Comme  Pilar  croit  pouvoir  l'affirmer,  l'ordre  d'idées  d'Adhémar 
reposait  principalement  sur  le  célèbre  Ouvrage  récemment  édité 
par  Alexandre  de  Humboldt  et  relatif  aux  isothermes.  La  Caille  avait 
introduit  dans  la  Science  la  notion  d'une  différence  entre  les  deux 
hémisphères,  au  poiut  de  vue  de  la  quantité  de  chaleur;  de  Hum- 
boldt a  confirmé  cette  théorie  et  conclu  à  une  plus  grande  durée 
de  l'hiver  sur  l'hémisphère  sud.  Adhémar  abasé  sa  théorie  sur  cette 
dilférence  de  saisons.  11  a  trouvé  par  un  calcul  direct  que,  sur  l'hé- 
misphère austral,  la  nuit  comprend,  en  moyenne,  cent  soixante- 
dix  heures  de  plus  que  le  jour,  à  l'inverse  de  ce  qui  se  passe,  natu- 
rellement, sur  l'hémisphère  boréal,  A  cette  influence  correspond 
une  déperdition  de  chaleur  de  l'hémisphère  austral,  par  l'eflet  du 
rayonnement  continuel  qui  se  produit  vers  l'espace  céleste  pendant 
la  nuit.  11  doit  en  résulter,  à  la  longue,  une  diminution  de  la  quan- 
tité de  glace  au  pôle  nord  et  une  augmentation  au  pôle  sud,  de 
sorte  que  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  se  trouve  dévié  vers  le 
pôle  sud.  Ce  déplacement  doit  entraîner  aussi  une  variation  de 
niveau  de  la  mer,  suivie  d'une  formation  de  glaciers.  Le  cours  de 
cette  variation  est  intimement  lié  à  celui  de  la  variation  séculaire 
de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  passe  conséquemment,  à 
intervalles  de  temps  égaux,  par  un  maximum  et  par  un  minimum. 
11  y  a  environ  dix  mille  ans,  notre  hémisphère  occupait  la  place 
où  nous  voyons  actuellement  l'hémisphère  sud;  il  y  a  treize  siècles, 
ce  dernier  se  trouvait  dans  sa  plus  grande  phase  glaciaire,  et, 
après  une  période  de  neuf  mille  neuf  cents  ans,  notre  hémisphère 
y  reviendra  à  son  tour. 

Les  hypothèses  de  Lamarck  et  d'Adhémar  présentent  des  analo- 
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gies  manifestes.  Adhémar  peut  avoir  eu  connaissance  des  spécula- 
tions de  son  prédécesseur,  et  il  paraît  avoir  considéré,  à  un  point 
de  vue  cosmique  général,  la  prétendue  tendance  attribuée  à  Teau. 
Chez  le  mathématicien  comme  chez  le  naturaliste,  le  centre  de 
gravité  décrit  une  orbite  à  peu  près  circulaire  autour  d'un  centre 
géométrique,  dont  le  déplacement  exige  naturellement  des  mil- 
lions d'années.  Mais,  si  Ton  a  recours  à  de  telles  prémisses  en  de- 
hors de  la  Physique  cosmique,  et  qu'on  attribue  aux  constellations 
une  influence  mécanique  sur  Tétat  de  la  surface  de  la  Terre,  alors 
on  doit  parvenir  à  cette  conclusion  que  l'exclusive  considération 
d'une  ligne  d'apsides  variable  dénote  chez  Adhémar  une  certaine 
étroitesse  d'idées,  car  il  y  aurait  tout  autant  de  raison  à  essayer 
une  foule  d'autres  rapports  d'une  nature  astronomique.  James  Croll 
a  eu  le  mérite  de  concevoir  et  de  soutenir  dans  ce  sens  une  géné- 
ralisation des  principes  d' Adhémar. 

Le  Verrier  a  exposé,  en  i843,  dans  la  Connaissance  des  Temps, 
les  résultats  numériques  d'une  recherclte  qui  se  lie  à  un  travail 
antérieur,  du  à  John  Herschel,  sur  la  variation  de  l'excentricité  de 
l'orbite  terrestre.  Croll  reproduit  ces  nombres  et  les  commente 
en  ces  termes  :  «  Suivant  les  calculs  de  Le  Verrier,  la  limite  supé- 
rieure de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  serait  de  0,07775,  et  la 
limite  inférieure  OyOo33i4*  L'excentricité  est  actuellement  en 
décroissance,  et  elle  continuera  à  décroître  durant  vingt-trois  mille 
neuf  cent  quatre-vingts  ans,  à  partir  de  1800.  »  Cette  variation 
séculaire  produira  sur  les  climats  deux  influences  distinctes  :  elle 
diminuera  la  durée  des  saisons  d'été,  et  fera  décroître  de  plus  en 
plus  la  différence  entre  les  températures  moyennes  des  saisons 
d'hiver  et  d'été.  Lorsque  l'orbite  sera  très-près  d'être  circulaire, 
le  cours  normal  des  saisons  ne  sera  pas  essentiellement  troublé; 
mais  les  contrastes  deviendront  plus  sensibles  lorsqu'un  hémi- 
sphère atteindra  le  périhélie  en  été  et  l'aphélie  en  hiver. 

L'hypothèse  de  Croll  n'a  pas  clé  seulement  accueillie  dans  son 
propre  pays^  elle  a  eu  aussi  un  grand  retentissement,  et  plusieurs 
savants  distingués  lui  donnèrent  leur  approbation.  Lyell  fut  de  ce 
nombre.  D'ailleurs,  de  son  côté,  Croll  ne  négligea  rien  pour  ap- 
puyer sa  théorie  de  nouvelles  confirmations. 

Le  sujet  n'a  pas  manqué  de  6xer  aussi  l'attention  des  géomètres. 
Dans  un  des  plus   curieux  Chapitres  de  la   Mécanique    céleste. 
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Laplace  a  démontré  que  Técliptiquc  n'est  pas  fixe  dans  l'espace, 
mais  qu'elle  oscille  de  part  et  d'autre  d'un  plan  invariable.  Voici 
l'interprétation  que  CroU  a  attribuée  a  ce  phénomène.  Prenant 
pour  point  de  départ  l'obliquité  en  l'année  1801,  il  cherche  l'in- 
fluence que  sa  variation  séculaire  doit  exercer  sur  le  climat  des 
régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  l'Océan.  D'après  les  calculs  de 
Meech  sur  l'intensité  relative  de  la  lumière  et  de  la  chaleur  du 
Soleil  à  diflerentes  latitudes  du  globe  terrestre,  les  deux  pôles  re- 
cevraient k  peu  près  autant  de  chaleur  qu'en  reçoivent  les  paral- 
lèles de  76  degrés  au  moment  où  l'obliquité  de  l'écliptique  atteint 
son  maximum.  CroU  n'admet  pas  qu'il  s'ensuivrait  un  change- 
ment dans  la  température  moyenne  des  pôles,  parce  que  le  cours 
du  Soleil  éprouverait  lui-même  des  variations,  en  même  temps  que 
l'écliptique^  mais  il  suppose  que  la  chaleur  estivale  augmenterait 
dans  une  très-grande  proportion.  <c  Ainsi,  dit-il,  nous  pourrons 
conclure  que,  lorsque  l'obliquité  de  l'écliptique  sera  maximum 
et  que  le  pôle  recevra  un  dix-huitième  de  plus  de  chaleur  qu'à  pré- 
sent, la  température  des  pôles  pourra  être  de  i4  à  i5  degrés  Fah- 
renheit (7  à  8  degrés  centigrades)  supérieure  à  celle  d'aujourd'hui, 
en  admettant,  d'ailleurs,  que  ce  supplément  de  calorique  soit  em- 
ployé entièrement  à  élever  la  température.  » 

CroU  a  exposé  ses  théories  dans  plusieurs  Mémoires,  dont  les 
plus  essentiels  portent  les  titres  suivants  : 

Sur  la  cause  physique  du  changement  des  climats  durant  les 
époques  géologiques  ; 

Sur  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  ses  relations  phy- 
siques avec  la  période  glaciaire; 

Sur  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  et  son  influence 
sur  le  climat  des  régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  la  mer; 

Sur  la  cause  physique  de  la  submersion  et  de  l'émersion  des 
continents  durant  la  période  glaciaire; 

Sur  les  temps  géologiques  et  la  date  probable  des  périodes 
glaciaire  et  antémiocène. 

C'est  du  premier  de  ces  Ouvrages  que  nous  avons  extrait  le  Com- 
mentaire de  CroU  à  l'appui  des  calculs  de  Le  Verrier. 

Le  deuxième  Mémoire  est  basé  sur  un  Tableau,  dressé  par  Stone, 
indiquant  les  variations  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du  pç- 
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rihélie  de  la  Terre  à  intervalles  de  dix  mille  ans  (époque*^* .1,600). 

Le  suivant  est  relatif  à  la  discussion  du  même  sujet  de  recherches 
que  le  travail  de  Meech  dont  il  vient  d'être  question.  Un  pâssifgi; 
de  ce  Mémoire  de  CroU  a  été  cité  précisément  à  l'appui  de  cêûtf. 
discussion. 

Quant  aux  deux  autres  Mémoires  de  Croll,  il    en  sera  parlé-**' 
dans  un  instant.  *.•*' 

Pilar  s'appuie  sur  ce  fait  que  les  continents  se  terminent  en  *• 
pointe  sur  l'hémisphère  sud,  phénomène  que  déjà  Bacon  de  Veru- 
lam  et  Forster  ne  regardaient  pas  comme  accidentel.  11  en  chercha 
la  cause  possible  et  étudia  soigneusement  le  caractère  géogra- 
phique de  cet  hémisphère,  ainsi  que  les  réflexions  d'Adhémar  sur 
la  répartition  de  la  terre  et  des  eaux.  Cette  hypothèse  explique  et 
confirme  l'accumulation  de  puissants  glaciers,  principalement  sur 
l'hémisphère  sud.  Si  l'on  compare  celui-ci  avec  la  zone  glaciale 
arctique,  ou  le  Groenland,  les  terres  polaires  antarctiques  de- 
vraient toujours  être  couvertes  d'un  manteau  de  glace  incompara- 
blement plus  épais.  Tandis  que  CroU  évalue  à  10000  pieds  an- 
glais (3  kilomètres)  l'élévation  verticale  du  prétendu  glacier  qui 
s'étend  régulièrement  au  nord  du  Groenland,  il  croit  que  la  couche 
uniforme  du  pôle  sud  doit  atteindre  la  milles  anglais  (près  de 
20  kilomètres).  Cependant  ne  doit-il  pas  arriver,  et  Pilar  lui- 
même  fait  cette  objection,  que  plusieurs  influences  secondaires, 
qui  résultent  nécessairement  de  la  disposition  des  éléments  solides 
et  des  éléments  fluides,  ou  en  particulier  de  la  situation  des  con- 
tinents, peuvent  contrarier  le  cours  de  ces  actions  primicosmiques  ? 
Mais  il  croit  pouvoir  démontrer  le  contraire  en  ce  qui  concerne  la 
région  des  calmes.  Cette  région  sépare  les  deux  domaines  de  la  cir- 
culation atmosphérique^  et  ces  derniers  sont  dissemblables,  car  la 
superficie  de  celui  du  sud  dépasse  d'un  septième  au  moins  celle  du 
nord,  et  tout  cela  s'accorde  avec  l'idée  que  nous  nous  faisons  de 
l'énergie  des  moussons  et  des  alizés  sur  l'hémisphère  sud,  en  raison 
de  la  plus  grande  diflerence  de  température.  Cette  différence,  ainsi 
que  la  plus  forte  condensation  qu'elle  provoque  dans  les  vapeurs 
venues  du  nord,  pourrait  bien  aussi  témoigner  en  faveur  de  Thy- 
pothèse  de  masses  de  glace  extraordinairement  puissantes.  Mais  il 
est  probable  qu'une  grande  partie  de  cet  excès  de  chaleur  doit  se 
[>erdre  sous  l'influence  du  rayonnement  prépondérant. 
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Qjtr^jît  à  la  mesure  approximative  de  l'épaisseur  de  la  couche  de 
glaf^f, l'auteur  évalue  «i  55  myriamètres  cubes,  quantité  relative- 
iHMit  Yaible,  la  contribution  annuelle  de  neige  ajoutée  à  la  masse 
A»j^  existante,  et  il  en  déduit  les  dimensions  de  la  calotte  sphé- 
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rique 
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'  '  • .  On  entrevoit  facilement  les  conséquences  que  doit  entraîner  cette 
'['•liypo thèse.  Le  concours  de  ces  actions  cosmiques  les  plus  diverses 
*  a  déterminé  sur  le  pôle  sud  l'accumulation  ^e  glaciers  dont  nous 
venons  d'indiquer  l'étendue  et  la  disposition.  L'attraction  directe 
de  la  Lune  sur  ce  corps  déplace  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  et 
entraîne  en  même  temps  la  masse  des  eaux.  Pilar  mentionne  le 
changement  d'aspect  qui  s'opère  à  la  surface  de  la  planète  Mars 
et  conclut  ses  intéressantes  recherches  en  établissant,  entre  les 
théories  d'Adhémar  et  de  Croll,  une  concordance  au  moyen  de  la- 
quelle il  espère  constituer  une  base  solide  pour  la  démonstration 
des  périodes  glaciaires  historiques  et  préhistoriques. 

H.-J.  Klein  a  jugé  le  caractère  mathématique  de  la  base  adoptée 
par  Le  Verrier,  Stone  et  Stockwell  'dans  l'exposé  de  leurs  hypo- 
thèses. «  Tous  ces  résultats  »,  dit-il,  «  sont  une  pure  illusion,  parce 
qu'ils  reposent  uniquement  sur  le  calcul  et  que  les  grandeurs  éva- 
luées par  l'observation  (masse  des  planètes,  etc.)  ne  possèdent 
pas  le  degré  d'exactitude  sufBsant,  alors  qu'il  est  tout  à  fait  néces- 
saire dès  que  l'on  doit  faire  intervenir  des  périodes  d'une  longueur 
si  insolite.  Mais  il  y  a  mieux  encore.  Dans  les  recherches  dont 
il  s'agit,  l'espace  universel  est  considéré  comme  absolument  vide. 
Cette  hypothèse  restrictive  n'est  pas  exacte;  la  seule  chose  pos- 
sible est  que  l'espace  céleste  soit  rempli  par  un  fluide  d'une  ex- 
trême ténuité.  Si  alors  il  est  permis  de  négliger  les  effets  qui 
peuvent  en  résulter  dans  le  cours  de  quelques  milliers  d'années,  il 
est  complètement  inadmissible  de  le  faire  dès  que  l'on  a  à  consi- 
dérer des  périodes  où  les  années  se  chiffrent  par  plusieurs  mil- 
lions. )> 

Le  paragraphe  suivant  est  relatif  à  une  discussion  approfondie 
des  résultats  numériques  de  la  théorie  de  Pilar.  On  suppose  l'exis- 
tence de  deux  paraboloïdes,  ayant  même  axe  que  la  Terre,  et  for- 
mant aux  deux  pôles  les  immenses  glaciers  dont  les  masses  pro- 
duisent une  résultante  dont  le  centre  de  gravité  est  nécessairement 
à  une  certaine  distance  du  centre  de  la  sphère  terrestre.  Mais  il  ne 
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semble  pas  que  celte  recherche  doive  conduire  à  des  résultats  con- 
cluants. 

Lorsque  Peschel  assure  que  Tancienne  hypothèse  de  Taltraction 
des  Arabes  Kazouini  et  Demitschkî  renferme  le  principe  de  la  doc- 
trine d'Adhémar,  il  nous  semble  que  la  diflërence  de  la  disposition 
d'ensemble  doit  être  peu  à  considérer  *dans  Tun  et  Tautre  cas. 

Le  travail  dont  nous  étudions  ici  la  substance  se  termine  par  un 
expose  des  idées  émises,  il  y  a  quelques  années,  par  Schmick.  Le 
premier  Mémoire  de  ce  géomètre  date  de  Tannée  1869.  Il  est  inti- 
tulé :  Le  changement  des  mers  et  les  époques  glaciaires  des  hémi^ 
sphères  terrestres,  Schmick  s'appuie  sur  Pexcentricilé  de  Torbite 
terrestre,  qui  parait  également  jouer  le  rôle  le  plus  important  dans 
les  théories  d'Adhémar  et  de  Croll.  L'auteur  s'eflbrce  de  prouver 
que  le  pôle  austral  est  actuellement  le  plus  favorisé  et  que  la  période 
entre  deux  positions  semblables,  dans  le  cours  de  l'ondulation  d'un 
point  déterminé  de  chaque  hémisphère,  comprend  un  intervalle 
de  dix  mille  ans. 

On  doit  encore  à  Schmick  d'autres  Mémoires  qui  ont  été  publiés 
à  partir  de  187 1,  et  qui  portent  pour  titres  : 

Faits  et  observations  relatifs  à  la  confirmation  de  la  noui^elle 
théorie  d'un  changement  des  mers,  par  suite  de  t attraction  du 
Soleil  et  d'une  succession  de  périodes  glaciaires  égales  pour  les 
deux  hémisphères  terrestres  ; 

La  nouvelle  théorie  des  oscillations  séculaires  périodiques  du 
niveau  de  la  mer,  etc.  ; 

Le  phénomène  des  marées  et  sa  connexion  avec  les  oscillations 
séculaires  du  niveau  de  la  mer  ; 

La  dépression  de  la  mer  Caspienne  et  du  lac  d'oral,  et  sa 
constatation  comme  preuve  à  l'appui  d'oscillations  séculaires  du 
niveau  de  la  mer; 

Et  enfin  diverses  Notices  en  réponse  aux  travaux  de  MIVL  PfafT 
et  W.  Veltmann,  à  la  suite  de  la  discussion  engagée  entre  ces 
savants. 

Fr.  Pfaff  doit  être  cité  comme  premier  antagoniste  de  la  doc- 
trine de  Schmick.  Il  se  base,  en  particulier,  sur  ce  que  les  soulè- 
vements des  continents,  que  tous  les  géologues  modernes  s'ac- 
cordent à  regarder  comme  distincts  et  que  Schmick  est  disposé  à 
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considérer  comme  chimériques,  peuvent  même  servir  de  réfutation 
de  la  théorie  des  compensa  lions.  Cette  réfutation  repose  essentiel- 
lement sur  un  fait  que  PfaflT  présente  sous  la  forme  suivante  : 
((  Nous  savons,  et  la  nécessité  physique  de  ce  fait  a  été  reconnue 
depuis  longtemps,  que  les  phases  de  marées  se  produisent  simulta- 
nément aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  » 

Moldenhauer  a  formulé  aussi  des  objections  que  nous  n'exami- 
nerons pas,  parce  qu'elles  appartiennent  essentiellement  à  l'his- 
toire naturelle.  Nous  reviendrons  alors  à  la  controverse  élevée  en 
ces  derniers  temps  entre  Pilar  et  Schmick,  dont  les  traits  fonda- 
mentaux se  trouvent  déjà  par  anticipation  dans  un  écrit  de  Schie- 
lîng,  intitulé  :  Les  courants  perpétuels  et  constants  de  Vatmo- 
sphère  et  de  l'Océan  (iSjS). 

Pilar  se  propose,  avant  tout,  de  réfuter  l'hypothèse  de  Schmick, 
suivant  laquelle  les  masses  d'eau  acciunulées  au  pôle  sud,  opposé 
au  pôle  nord,  peuvent  affecter  le  centre  de  gravité  du  globe  d'une 
variation,  non  pas  simplement  momentanée  et  faible,  mais  chro- 
nique, durable  et  sérieuse.  Pilar,  aussi  bien  que  Schmick  dans  sa 
réponse,  semble  ne  pas  regarder  comme  facteur  digne  d'intervenir 
le  mouvement  quotidien  de  l'axe  de  la  Terre.  Tandis  que  la  seule 
forme  d'équilibre  stable  d*une  masse  liquide  en  repos  ne  peut  être 
qu'une  sphère,  il  existe,  pour  un  corps  animé  d'un  mouvement  de 
rotation,  plusieurs  autres  formes  d'équilibre,  dont  on  trouverait 
rénumération  dans  un  travail  du  à  M atthiessen. 

Se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  théorique,  le  géomètre  Velt- 
mann  a  contesté  l'exactitude  de  la  théorie  de  Schmick.  U  recon- 
naît que  Peschel  a  opéré  ses  calculs  en  mathématicien  amateur,  et 
il  indique  avec  beaucoup  de  sens  le  point  saillant  de  toute  la  con- 
troverse. U  s'agit  en  elTet  de  savoir  si,  par  suite  du  changement  de 
place  des  eaux,  la  surface  des  mers  est  et  peut  être  une  surface  de 
niveau  dans  l'acception  ordinaire  de  la  Mécanique  analytique. 

Quelques  données  relatives  à  la  controverse  entre  Schmick, 
Veltmann,  Brenner  et  Niessl  terminent  ce  troisième  Mémoire, 
qui  aurait  mérité,  comme  on  le  voit,  un  examen  plus  détaillé.  Il 
résume  assez  complètement,  du  reste,  l'état  actuel  de  nos  connais- 
sances sur  ce  sujet  de  discussion.  Laissant  de  côté  les  hypothèses 
imparfaites  des  anciens  et  les  systèmes  erronés  du  moyen  âge, 
nous  avons  vu  que  la  doctrine  dominante  était,  à  peu  d'exceptions, 
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^cWc  d'une  sîtualîou  excoiilric|ue  de  la  terre-  t't  des  eaux.  Tour  à 
tour  rejeléc  par  Copernic  et  par  Daiiic,  soutenue  en  partie  par 
Frauï,  Palritius,  elle  devînt  cliei  Wcwton  le  gcrnie  d'uue  idée 
grandiose  et  nouvelle.  Maia  bientôt  elle  disparut  [tour  faire  place, 
dans  la  seconde  moitié  du  dernier  siècle,  à  une  idée  essentiellement 
llillerenle,  qui,  n'invoquant  plus  un  rap[)ort  statique,  fit  inlervenir 
le  cours  inîutcrrompu  des  variations  cosmiques  et  se  montra 
•ous  la  forme  successivement  perfection  née  des  liypotlièses  de 
Wrede,  de  Lamarck,  d"Adliéniar,  de  Croll  et  de  Schmiek. 

Il  nous  parait  impussibic  qu'une  de  ces  théories  sutlise  à  tout 
éclaircir  et  renferme  la  clef  de  tous  les  pbêuomèDes  naturels.  Sni- 
rant  une  Judicieuse  réilexion  de  Goellie,  l'accord  universel  des  sa- 
vants est  impossible  à  obtenir  et  n'est  même  pas  souhaitable,  car 
sue  multitude  de  sentiers  conduisent  au  but  dans  la  nature.  Mais, 
i  côté  d'autres  lijpolhèses,  il  en  est  une  qui  trouvera  toujours  une 
place  marquée.  C'est  la  doctrine  dout  nous  venons  d'esquisser 
'évolution  bistorique  :  le  déplacement  séculaire  du  centre  de  gra- 
?îté  de  la  Terre  sous  l'influence  do  l'inégale  répartition  di;  la 
tnaasedes  eaux.  II.   Et. 


CDNTHER  (S.).  —  UninfDLEiiREN  deb  matiiematisciibn  Géographie  und  elk- 

HKNTARKH  ASTBOXOUIE  ZVU  GeBRAUCIIE  in  uiitlEREN  UlTTELSClIULKLABSEN  UND 

BEI  AKADEHisciiEN  VoRTRAGKN.  —  1  vol.  in-fi"  de  la?  p.  Muiiclien,  1B78. 

Le  nouveau  Volume  de  M.  S. GiiniUer,dontjcïiens  de  transcrire 
le  titr»;,  a  été  composé  au  point  de  vue  exclusivement  classique  et 
destiné  il  ôlre  mis  dans  les  mains  des  élèves  les  plus  avancés  des 
Écoles  moyennes,  si  nombreuses  eu  Allemagne.  Sans  doute  des 
livres  analogues  existaient  déjà^  maïs,  dans  ces  dernières  années, 
les  mélliodes  d'enseignement  ont  été  si  profondément  modillées,  que 
1rs  meilleurs  de  ces  Traités  ne  répondaient  plus  qu'imparfaitement 
■ux  programmes  des  Cours  et  des  examens  qui  en  sont  lu  sanction  ; 
telles  sont,  dit  le  savant  professeur  du  Gymnase  d'Ansbach,  les 
raisons  qui  l'ont  décidé  à  exposer  de  nouveau  les  principes  de  la 
Géographie  et  de  l'Astronomie  matbcDialique. 

L'étude  de  la  forme  et  des  mouvements  de  la  Terre  est,  en  elVct, 

Bull,  dri  StitoetimMhim..  V  Srrie,  l.  III.  (Murs  i8;g.)  8 
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le  but  principal  de  TOuvrage  que  nous  analysons  ici,  et  plus  de  la 
moitié  du  Volume  lui  est  consacrée. 

L*Ouvrage  de  M,  Gùnther  est  divisé  en  douze  Chapitres. 

Le  premier  traite  du  mouvement  diurne  apparent  des  étoiles, 
tel  qu*il  se  montre  à  un  observateur  situé  sur  la  Terre,  et  de  la  véri- 
fication des  lois  de  ce  mouvement  à  l'aide  du  gnomon,  de  Tarmille 
des  astronomes  alexandrins,  de  la  dioptrc  de  Héron,  dont  le  prin- 
cipe est  le  même  que  celui  de  notre  théodolite,  du  cercle  mural,  du 
sextant  ^  une  courte  description  fait  connaitre  chacun  de  ces 
instruments  et  suffit  à  montrer  l'usage  que  les  astronomes  en  peu- 
vent faire. 

Le  deuxième  Chapitre  a  pour  but  la  description  du  mouvement 
apparent  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes,  qui  se  distinguent 
des  étoiles  par  leur  mouvement  propre  rapide.  M.  Gùnther  définit 
IV'quinoxe,  les  solstices,  et  montre  comment  leur  position  peut  être 
déterminée;  il  traite  enfin  brièvement  de  Torbite  de  notre  satel- 
lite, dont  le  mouvement  dans  le  ciel  est  si  rapide. 

Ces  divers  mouvements  apparents  étant  déterminés,  le  savant 
professeur  d'Ansbach  consacre  le  Chapitre  III  à  la  définition  des 
trois  principaux  systèmes  de  coordonnées  célestes  ;  il  indique  les 
relations  géométriques  et  trigonométriques  qu'ils  ont  entre  eux,  et 
en  déduit  la  solution  mathématique  des  divers  problèmes  relatifs  à 
la  durée  du  jour  et  de  la  nuit.  Pour  traiter  complètement  ces  ques- 
tions, il  suffit  d'avoir  recours  aux  formules  fondamentales  de  la  Tri- 
gonométrie sphérique. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  de  la  forme  de  la  Terre. 
M.  GiinUier  déduit  de  l'élévation  croissante  de  la  polaire, lorsqu'on 
marche  vers  le  nord,  la  preuve  que  la  Terre  est  une  surface  con- 
vexe dans  la  direction  du  méridien*,  le  fait  qu'une  même  étoile  se 
lève  d'autant  plus  tôt  que  l'observateur  est  plus  situé  vers  l'est  lui 
sert  à  prouver  que  la  même  convexité  existe  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  méridien,  et,  comme  elle  est  la  même  que  dans 
le  sens  nord- sud,  il  en  conclut  que  la  Terre  est  sphérique.  La 
sphéricité  et  l'isolement  de  la  Terre  dans  l'espace  étant  ainsi  dé- 
montrés, la  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  quelques  notions  sur  les 
dimensions  de  notre  sphéroïde  et  a  l'analyse  succincte  des  travaux 
des  anciens  astronomes  sur  ce  sujet. 

Le  cinquième  Chapitre  a  pour  but  l'exposition  des  méthodes  qui 
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soin  cinployi-es  pour  la  dutcrmluation  du  la  positiou  gco(;i-apliû|u<.- 
<]'ua  [loiul.  Puur  les  latitudes,  M.  Giiittlter  tloiintt  la  métliodi;  des 
t'ulminatîons  dv  la  polaire,  la  mélliude  de  la  cul  mina  tîon  d'une 
t'ioile  de  dcclinaison  connue,  la  mtJLliude  de  la  liautL'Ur dans  li^  pii!- 
mîer  verlital,  la  méthode  de  Bi'ibiu,  la  uu'tliode  de  Douwes,  el 
i-nlîti  la  ott-thode  de  Riiiiiker.  La  tjuestion  des  latitudes  est  donc 
Iraîléc  d'une  manière  très -corn  pi  été.  La  détermination  des  lon- 
gitudes est  exposée  avec  un  soin  au  moins  égal;  après  avoir  fait 
ronnaiU'e  les  principales  métliodes  pi'opres  à  donner  l'iieure  locale, 
l'auteur  indique  les  procédés  propres  à  donner  la  longitude  en  mer, 
soit  par  l'observation  des  celîpscs  des  satellites  de  Jupiter,  soit 
par  l'observation  des  distances  lunaires  et  les  formules  de  Werner 
t'i  Dunlhorne. 

Ce  paragraphe  se  termine  enfin  par  l'exposé  des  proeédés  de  la 
mesure  des  altitudes  par  les  méthodes  tngouométritiues,  parle 
baromètre  ou  par  la  détermination  delà  température  de  l'ébullitioii 
de  l'eau. 

Le  Chapitre  V  renferme  done  l'exposé  élémentaire  de  l'ensemble 
■s  connaissanees  astronomiques  uéeessaircs  au  voyageur  désireux 
:  lever,  avec  quelque  précision,  la  carie  du  pays  qu'il  explore. 
Le  Chapitre  VI  est  tout  entier  relatif  à  la  détermination  des 
irallaxcs  diurnes  ou  annuelles  des  étoiles  ou  des  planètes,  et  à  la 
esure  de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  par  les  méthodes 
Aristarque  el  de  Halley. 

Les  deux  Chapitres  suivants,  \  H  el  VIII,  traitent  de  l'Asiro- 
imie  théorique,  c'est-â-dire  de  l'explication  géométrique  des 
ipparences  du  mouvement  des  étoiles,  tlu  Soleil,  de  la  Lune  et  des 
anêtes.  L'ordre  suivi  est  l'ordre  historique.  M.  Giintlier  débute 
ir  un  exposé  du  système  astronomique,  imaginé  par  Eudoxe  et 
loplv  par  Arislotc,  des  sphères  homocentriques  ;  il  montre  ensuite 
intmcut  les  observations  d'IIipparque  sur  le  mouvement  du  Soleil 
I  ont  fait  reconnaître  l'insuHisance  et  comment  ce  dernier  a  été 
induit  à  rbyi»otbèse  des  ecrcles  excentriques  pai-courus  d'un 
ouvement  angulaire  uniforme.  Cette  liypothcsc,  admissible  pour 
Soleil,  fut  bientôt  reconnue  ne  pouvoir  rendre  un  eompte  assez 
;act  des  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  et  Ptolémée  dut 
lopter  l'hypothèse  des  épicyeles,  qui  a  été  admise  jusqu'à  Coper- 
r.  L'auieur  entre  ensuit»;  dans  d'intéressants  détails  sur  le  sys- 
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lènie  de  Copernic  et  sur  les  travaux  de  Kepler  et  de  Galilée,  qui 
Tout  enfin  fait  admettre  de  tous  les  astronomes,  en  montrant  que 
rhjpothèsc  du  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil  fixe  rend 
un  compte  facile  des  moindres  particularités  du  mouvement  de  ces 
corps,  et  en  particulier  de  leurs  phases,  que  l'invention  des  lunettes 
venait  de  faire  découvrir.  En  terminant,  M.  Giintlier  énumère  les 
preuves  expérimentales,  déviation  dans  la  chute  des  corps,  expé- 
riences de  Foucault,  parallaxe  des  étoiles,  aberration  de  la  lu- 
mière, etc.,  que  nous  pouvons  aujourd'hui  donner  du  double  mou- 
vement de  la  Terre  sur  elle-même  et,  par  analogie,  du  mouvement 
des  planètes  autour  du  Soleil. 

Le  Chapitre  IX  est  relatif  à  la  cause  du  mouvement  des  corps 
célestes  et  à  l'exposé  des  lois  de  l'attraction.  La  découverte  de  Newton 
y  est  exposée  au  point  de  vue  historique  et  au  point  de  vue  de 
ses  conséquences  mathématiques  pour  l'explication  de  la  forme 
vraie  de  la  Terre  et  pour  la  démonstration  des  lois  empiriques  de 
Kepler. 

Dans  le  Chapitre  X,  M.  Gûnther  traite  brièvement  de  l'Astro- 
nomie physique  et  de  la  description  des  étoiles,  des  nébuleuses  et 
des  planètes. 

Le  Chapitre  XI  est  consacré  au  calendrier. 

Le  Volume  se  termine  enfin  par  quelques  pages  relatives  à  la 
représentation  plane  de  la  surface  de  la  Terre. 

L'ensemble  des  matières  traitées  dans  le  Volume  de  M.  Gûnther 
ne  diffère  pas  essentiellement  de  celles  qui  sont  en  général  exposées 
dans  les  Traités  de  cet  ordre*,  mais  l'enchainement des  faits  est  plus 
rigoureux,  les  déductions  mieux  suivies,  et  l'auteur  marche  toujours 
d'un  pas  sur  vers  le  but  qu'il  s'est  proposé.  Grâce  à  sa  profonde 
érudition,  le  savant  professeur  a  d'ailleurs  pu  donner  un  historique 
complet  des  diverses  questions  relatives  à  la  forme  et  au  mouvement 
de  la  Terre.  Le  Volume  de  M.  Gûnther  sera  donc  lu  avec  intérêt  par 
tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'enseignement  de  l'Astronomie  élé- 
mentaire et  aussi  par  les  géographes  ou  les  voyageurs  désireux  de 
se  rendre  un  compte  exact  des  procédés  de  la  Géographie  ancienne 
ou  moderne.  G.  R. 
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DE  LTMPLOI  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DANS  LA  THÉORIE 

DU  QUADRILATÈRE  PLAN  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

La  théorie  deé  systèmes  articules,  qui  doit  son  origine  à  la  belle 
découverte  du  colonel  Peaucellier,  et  à  laquelle  les  travaux  récents 
des  géomètres  anglais  ont  donné  une  réelle  importance,  repose 
tout  entière  sur  la  considération  de  polygones  dont  les  angles 
changent,  mais  dont  les  côtés  conservent  des  dimensions  inva- 
riables. On  a  donc  été  conduit  a  considérer  les  figures  géométriques 
sous  un  point  de  vue  nouveau  et  à  étudier  les  relations  auxquelles 
peut  donner  naissance  la  déformation  d'une  figure  polygonale  dont 
les  diQérents  côtés  conservent  toujours  leur  grandeur  et  peuvent 
être  assimilés  à  des  tiges  solides  articulées  les  unes  aux  autres.  Je 
me  propose  de  traiter,  dans  ce  travail,  le  plus  simple  des  polygones 
articulés,  le  quadrilatère,  et  de  mettre  en  évidence  les  ressources 
que  peut  offrir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans  la  recherche 
des  propriétés  géométriques  et  des  relations  entre  les  angles,  les 
côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère. 

Considérons  un  quadrilatère,  dont  nous  désignerons  les  côtés  par 
a,  6,  c,  r/,  et  supposons  qu'un  mobile  ait  parcouru  les  différents 
côtés  du  quadrilatère  en  marchant  toujours  dans  le  môme  sens. 
Appelons  a)],  co,,  o),,  co^  les  angles  que  font  les  diflérents  côtés, 
pris  dans  le  sens  où  ils  ont  été  parcourus  par  le  mobile,  avec  une 
droite  quelconque  du  plan.  On  aura  les  deux  équations 

ae-^^'i  H-  he-*"**  H-  ce-"*i  -4-  de-*"^*  =  o, 

qui  contiennent  la  théorie  complète  du  quadrilatère  et  qui 
donnent  naissance  à  toutes  les  relations  existant  entre  les  angles 
des  différents  côtés.  Or,  si  Ton  pose 
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les  formules  précédentes  deviennent 

»  ai^  -4-  A/,  H-  c/j  -+-  dt^  =z  o, 
(2)  l  a        h        c        d 

^i        'f       '3        ^ 

Regardons  f|,  t^y  fj,  ^4  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  l'espace;  les  équations  précédentes  représentent  alors  l'in- 
tersection d'un  plan  et  d'une  surface  cubique,  c'est-à-dire  une 
courbe  plane  du  troisième  ordre.  On  voit  donc  que  la  théorie  du 
quadrilatère  articulé  se  ramène  à  celle  d'une  cubique  plane.  Comme 
on  sait  que  les  coordonnées  d'un  point  de  toute  cubique  plane 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  X  et 
d'un  radical  du  quatrième  ou  du  troisième  degré  en  ^^  on  voit  que 
l'on  pourra  aussi  exprimer  de  la  même  manière  les  lignes  trigono- 
métriques  des  angles  que  forment  les  différents  côtés  du  quadrila- 
tère. On  pourra  aussi,  évidemment,  exprimer  ces  lignes  trigono- 
métriques  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  sn^,  cn^,  dnîl  d*un 
certain  argument  ?..  Le  présent  travail  est  consacré  à  la  recherche 
de  ces  expressions  et  à  l'exposition  de  quelques  conséquences  géo- 
métriques des  formules  trouvées. 

Avantde  commencer  cette  recherche,  nous  présenterons  quelques 
remarques  très-simples  sur  les  quadrilatères  articulés.  Nous  avons 
désigné  par  a,  i,  c,  d  les  côtés  successifs  du  quadrilatère;  mais  il 
est  évident  qu'avec  ces  mêmes  côtés  pris  dans  un  autre  ordre,  et 
conservant  leur  direction  et  leur  sens,  on  peut  former  d'autres 
quadrilatères,  et  Ton  voit  bien  d'ailleurs  que  les  formules  (1)  et  (2) 
sont  indépendantes  de  l'ordre  de  succession  des  côtés.  On  aura 
ainsi  six  quadrilatères  dans  lesquels  l'ordre  de  succession  des  côtés 
sera  indiqué  par  le  tableau  suivant  : 

a  b  c  d^        a  c  d  b^       a  d  b  c, 
a  d  c  bf       a  b  d  Cf       a  c  b  d. 

Les  quadrilatères  définis  par  les  arrangements  appartenant  a  une 
même  ligne  verticale  seront  toujours  superposables  ;  on  n'obtiendra 
donc  que  trois  formes  réellement  distinctes. 

Ces  trois  quadrilatères  ont  chacun  deux  diagonales;  il  est  facile 
de  voir  que  ces  six  diagonales  sont  égales  deux  à  deux.  En  elTel, 


MÉLANGES.  m 

fOSOUS 

(a,&),  (^a^c)^  (^)^)  <^tant  les  modules  et  61,  d),  9|  les  arguments 
des  premiers  membres.  On  aura  le  tableau  suivant: 

Quadrilatères.  Diagonales. 

a  b  c  d,  [a,  b)   [b,c)^ 

a  c  d  b,  -(«,  c)   [a,  b), 

a  d  b  c,  (^,  c)   (rt,  c). 

Puisque  l'ordre  de  succession  des  côtés  ne  joue  aucun  rôle  dans 
la  recherche  que  nous  allons  entreprendre,  nous  pourrons  sup- 
poser 

a>b>c>d, 

et  nous  poserons,  pour  abréger  les  calculs, 

j^t  =  —  a-h  b  -hc  -^-d,  pQ=:a-hb-^e-hdf 

ii)     /  ^'^       a^b-hc-hd,  p^^  =  -^p^^=za-hb'^c  —  d^ 

^,  =       a-^  b  —  c-hd,  /?,,  =r  — /?,4  =  rt-hc  —  b—d, 

Ç4==       a+^  +  c — d,  P\k^=^ — p^^=za-hd — b  —  c. 

Il  est  évident  que  les  quantités  ^/,  po,  pn,  p^  sont  positives,  par 
suite  de  Tordre  de  grandeur  admis  pour  les  côtés.  Quant  à  la 
quantité  p]4,  elle  peut  être  positive,  nulle  ou  négative,  et  son  signe 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  du  quadrilatère.  On  a  deux 
classes  distinctes  de  quadrilatères  correspondantes  aux  deux  signes 
diflërents  que  peut  prendre  pi^.  Ces  deux  classes  sont  en  quelque 
sorte  séparées  par  celle  qui  correspond  au  cas  exceptionnel  où  Ton 
a^]4  =  o.  Alors  les  différents  quadrilatères  que  l'on  peut  former 
avec  les  côtés  «,  i,  c,  d  sont  toujours,  quel  que  soit  Tordre  de  suc- 
cession de  leurs  côtés,  circonscriptibles  à  un  cercle.  On  pourra  con- 
sulter sur  ce  sujet  Tarticle  que  nous  avons  publié  récemment 
(p.  64  de  ce  Volume). 

C'est  seulement  dans  le  cas  où  p^  est  nul  que  la  cubique  plane 
liée  au  quadrilatère  a  un  point  double.  En  eilet,  les  équations  qui 
expriment  que  celte  cubique  a  un  point  double,  c'est-à-dire  que  le 
plan  représenté  par  la  première  des  équations  (  2)  est  tangent  à  la 
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surlace  cubique  représentée  par  la  seconde  de  ces  équations,  sonl 

a  h         c         d 


at\        bt\       ct\       dtl 

et  elles  donnent 

t,  =  -+-t^z=z±U  =  ± 

et  par  conséquent 

(5) 

a±b±c-±id — 0. 

Quand  les  cotés  sont  inégaux,  des  huit  quantités  que  Ton  obtient 
en  prenant  toutes  les  combinaisons  de  signes,  qi^  y?»,  ^it,  pn,  pf4, 
une  seule  peut  être  nulle  :  c'est  pi^.  On  a  donc 

a  '\-  d  —  b  —  c  =  o. 

Cette  relation  caractérise  le  quadrilatère  circonscriptible  le  plus 
général.  On  voit  qu'on  pourrait  aussi  l'appeler  unicursal,  puisque, 
la  cubique  qui  lui  est  liée  ayant  un  point  double,  on  pourra  ex- 
primer les  lignes  trigonométriques  de  ses  angles  en  fonction  ration- 
nelle d'un  seul  paramètre.  Les  coordonnées  du  point  double  sont 

alors 

fi  =  /4  =  — f,  =  — r,. 

Mais  il  existe  des  cas  plus  particuliers  encore  où  la  relation  (5) 
peut  être  satisfaite  avec  deux  combinaisons  de  signes  différentes. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  à  la  fois 

a-^-d — b  —  c  =  o,     a-\-c — b — rf  =  o, 

ce  qui  donne 

a  =  bf     c  =zd. 

On  obtiendra  un  quadrilatère  pour  lequel  la  cubique  associée 
aura  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  se  décomposera  en  une  droite 
et  une  conique.  Les  deux  relations  (2)  deviendront 

«('l4-^)4-c(r,4-^)  =  o,     «-^-—-î-i-c-i— -i===0, 

M*î  *»»4 

et  elles  se  décomposeront  dans  les  deux  systèmes  suivants  :  . 

ri-f.f,  =  o,         I  rt(rj-*-f,)-f-c(r,-i-i4)=so,  ;/• 
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Et  en  effet,  si  l'on  considère,  par  exemple,  le  quadrilatère  comme 
formé  avec  les  côtés  dans  Tordre  de  succession  suivant  acbd^  les 
côtés  opposés  seront  égaux,  et  il  sera  soit  un  parallélogramme,  soit 
un  contre-parallélogramme.  Ces  deux  cas  distincts  correspondent 
aux  deux  systèmes  différents  de  formules. 

Enfin,  si  les  quatre  côtés  a,  6,  c,  d  du  quadrilatère  sont  égaux, 
la  cubique  liée  au  quadrilatère  se  décompose  en  trois  droites.  Le 
quadrilatère  est  un  losange. 

Nous  avons  donc,  en  résumé  : 

1^  Le  losange  (a,  a,  a,  a),  pour  lequel  la  cubique  se  réduit  à 
trois  droites  ; 

a*  Le  parallélogramme,  le  contre-parallélogramme  (a,  i,  a,  i), 
le  quadrilatère  qu'on  peut  appeler  bi-isoscèle  (a,  a,  i,  i),  pour  les- 
quels la  cubique  se  décompose  en  une  droite  et  une  conique; 

3°  Le  quadrilatère  unicursal  dont  les  côtés  sont  inégaux,  pour 
lequel  la  cubique  a  un  point  double  ; 

4°  Enfin,  le  quadrilatère  général  ou  elliptique,  pour  lequel  la 
cubique  associée  n'a  pas  de  point  double. 

Nous  avons  vu  qu'il  y  a  deux  espèces  de  quadrilatères  généraux 
correspondants  aux  deux  signes  différents  que  peut  prendre  la 
quantité /?!  4.  Il  est  facile  de  caractériser  ces  deux  classes  par  une 
propriété  géométrique.  Si  Ton  fixe  deux  sommets  consécutifs  A,  B 
d'un  quadrilatère  articulé  ABCD,  on  obtient  un  mécanisme  qui 
transforme  une  rotation  de  BC  autour  de  B  en  une  rotation  de  AD 
autour  de  A.  Si  l'on  veut  que  les  deux  rotations  qui  se  transforment 
Tune  dans  l'autre  soient  continues  toutes  les  deux,  on  trouve  sans 
peine  que  AB  doit  être  le  plus  petit  côté  du  quadrilatère  et  que 
l'on  doit  avoir 

AB  -h  CD<  AC  -h  BD,     AB  -f-  BC<AD  4-  Dfc,     AB  4-  AC<BD  -h  DC, 

ou,  d'après  nos  notations, 

La  classe  de  quadrilatères  pour  laquelle  p^Jk<^o  est  donc  la  seule 
qui  permette  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire  continu 
en  un  autre  mouvement  circulaire  continu.  En  d'autres  termes, 
les  angles  que  font  les  différents  côtés  du  quadrilatère  avec  le  plus 
petit  d'entre  eux  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles.  Il 
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n'en  est  pas  de  même  pour  les  quadrilatères  dans  lesquels  ou  a 

D'autres  propriétés  géométriques  distinguent  encore  les  deux 
classes.  Par  exemple,  avec  quatre  côtés  a,  i,  c,  d  quelconques  on 
peut  toujours  former  un  quadrilatère  inscriptible  convexe;  mais  on 
ne  pourra  former  un  quadrilatère  inscriptible  non  convexe  que  si 
ronapi4<^o. 

De  même,  supposons  que  Ton  cherche  a  former  avec  les  quatre 
côtés  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  soient  parallèles,  le  pro- 
blème n'admettra  de  solution  réelle  que  si  l'on  a  ^14  <^  o. 

I. 

Le  premier  moyen  d'exprimer  les  angles  du  quadrilatère  repose 
sur  remploi  de  l'identilé  suivante,  donnée  par  Jacobi  dans  le 
Tome  XV  du  Jouriud  de  Crelle,  page  200  : 

içt\  isn(ir— x)sn(j  — 5]-hSD(iv--^-)sn(z  — j:)H-sn(«'  — z)sn(x— r) 
\      -h  it'sn  ^«r' — x]  SD  («^— r)  sn  [w — z)  sn  (7—  z)  sn  (3— x)  sn  [x—x]  =  o. 

Dans  cette  identité,  changeons  (V  en  iv  +  iK',  elle  deviendra 

/  sn(j  — 3)    ^    sn(s  — x)    ^   sn(x— j-) 

1  sn^ir— x)       sn(«'  — 7)       snfcf  — 2) 

17)  <  i  \      '  \     i  \ 

i  sn(r--2)sniz-- x)sn(x  — 7) 

(  sa[w — x)sn(««' — jr]^n[iv — z) 

Cela  posé,  considérons  un  quadrilatère  quelconque,  et  désignons 
par  tàxy  ^s>  M)  les  angles  que  font  les  côtés  a,  i,  c  de  ce  quadrila- 
tère avec  le  côté  d.  Si  celui-ci  a  été  pris  dans  un  sens  convenable, 
ces  angles  devront  satisfaire  aux  deux  équations 

ae^x    -f.  bè^'t  -^  «?"••    -h  «^  =  o, 
ae-**i  -h  b€~*^t  -h  ce^*^*  -f-  €/  =  o. 


V     /  I    ^.«— M*.     1    A^— «H.  _i_  ^^--im. 


Or,  si  Ton  peut  déterminer^  —  z,  z —  Xyk  par  les  trois  équa- 
tions 

9x\[x —  3) sn(3-— x) sn(x  — x) 

a  b  c 

^'^'  ^  Arsn(x  — j^)sn(r  — z)sn(g  — x) 
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les  identités  (6)  et  (7)  prendront  la  forme 

a 1-  b  • 

ksn[iv — j)sn(M'  —  z)  A:sn(M' — j:)sn(w  —  z) 

I  , 

+  ^I — 1 ï 7 tH- tf  =  0, 

aksB^tv — ^)sn(«' — z)  H-  bk sn(fp  —  x)  sn[iv —  z) 

H-  cksn((v  —  ar)sn(«»  —  y)  ^d=  o^ 

et,  en  les  comparant,  ainsi  écrites,  aux  équations  (8),  on  voit  que 
Ton  pourra  poser  (  *  ) 


(^••i  =  ksn{w — j)sn(«'  —  z), 


(10)  ^.  e^^*=z  ksn((v  —  ar)sn(«'  —  «), 

(  e^**»=z  ksn[tv  —  jp)sn(«'  —  j), 

et  ces  formules,  contenant  l'arbitraire  çv,  résoudront  entièrement 
la  question  proposée.  Nous  allons  d'abord  discuter  le  système  des 
équations  (9),  qui  doit  nous  donner  le  module  et  les  différences  des 
quantités  x,^,  z. 

Posons,  pour  abréger, 

(11)  ^— 3  =  Aj,     z— x  =  A,     X— J  =  A,; 
on  aura 

(12)  ^i-4-^,H-//j=o, 

(i3]     sn//|  =  -=t/ !—>     snV?,=:— =i/ — \ 
^      ^  ^k\  bc  ^/x-  V  ac 

La  relation  entre  les  sinus  amplitudes  a^  P,  y  de  trois  arguments 
dont  la  somme  est  nulle  est,  comme  on  sait, 

«i_^.  p*_^.  /_  2a«|3»—  2a«7»—  2|3»7«  4-  4a«|3«7»  (i  H-  >t«) 

Si  Ton  y  remplace  a,  /3,  y  parles  valeurs  de  sn/i|,  sn/i^,  sn^j  tirées 
des  formules  (i3),  on  aura 

(,4)  ^Al±nabed  =  l., 

('}  Le  système  que  l'on  obtiendrait  en  prenant  pour  e^x,  e**t,  e^t  les  valeurs  in- 
▼erses  correspond  à  un  quadrilatère  symétrique  du  premier,  et  d'ailleurs  on  Tob- 
tiendra  en  changeant  w  en  <V4-<K'. 
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L  désignant,  pour  abréger,  l'expression  symétrique 

iL  =  aa'6*-f-  2a* c* -h  2a*rf*-|-  ic^d} 
H- 26»€/» -4- 26V— a*— 6*— c*— rf*, 

à  laquelle  on  peut  donner  différentes  formes,  telles  que  la  suivante, 

d'où  l'on  déduit 

(10)  \ 

\  L  —  oabcd  = — /'o/'it/'isPu  =  ^* 

On  voit  que  B  ne  sera  positif  que  si  l'on  a  ^1 4  <  o. 

Après  avoir  défini  les  quantités  A,  6,  nous  déduisons  de  la  for- 
mule (i4) 


V^  —  V^  _      i6abcfi  _        4v/ÂB 

^  ^  ^ÂH-  ^B  "■  (v/ÂH- V^Bj»'  ~  (^A  H-  ^B)'' 

On  voit  que  le  module  ne  sera  réel  que  si  l'on  SLp^^<^o.  C'est  le 
cas  auquel  nous  nous  attacherons  dans  ce  qui  va  suivre. 

Si  dans  la  formule  (i5  bis)  on  remplace  L  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (14)9  on  a 

A* 

=  4a»6»cn«^,dn»/i,. 
On  obtient  ainsi 

it:2rt6cn//3dnAj=a'-+-  b^ —  c'  —  ^, 

et,  en  permutant  a,  &,  c,  on  trouvera  deux  équations  analogues. 
En  déterminant  les  signes  par  les  conditions 

sn(/i|-h  ^3)  =  —  snA,,     sn(A|  +  /*,)  = —  sn^,. 
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nous  sommes  conduit  au  système  suivant  : 

cnAidnAt  = 
(«8)  /  cn/i,dn/i,= 


^bc 

f 

b^^iP^a*- 

c^ 

lac 

> 

r« -4- </»—««—. 

b^ 

CD^,dn/i3  = 

7,  au 


d'où  l'on  déduit  aisément  le  groupe  de  relations 


(cnA,4-dn//,)=:v^— /7„p,^^,y3,      ai/'-^-^  (dn//,-f- Xcn/i,)=zv^ 


2<ïc(dn//,  — en//,)  =  )fp^p^^qlql,  ^  V  "T"  (^"^^'J—  ^*cn^'t)  = 


V/^O/'IS?!?!, 


xaô(cn//,H-dn//5)=v^— /?„/7u7iî^î>     ^\/-y- (dn//,-^  A:cnA,)  =  v'— ;?„;7,^,73 

2rt6(dn/i5— cn^5)=v//?o//ii^j74»  ^  V  "T"  (^«/i,—  /  cn//,)=  y^oAi^ri^,. 

En  prenant  positivement  tous  les  radicaux  qui  entrent  dans  ces 
formules,  on  yoit  que  du/i,,  dn 7i,,  dn/i,  sont  positifs,  et,  par  con- 
féquent,  /ii,  //,,  //}  sont  des  quantités  réelles.  Voyons  entre  quelles 
limites  elles  sont  situées. 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (i8),  nous  yoyons  que  le 
signe  de  cn/ii  est  le  môme  que  celui  de  a*  4-  rf* —  i*  —  c*.  Or  cette 
quantité  peut  être  positive,  nulle  ou  négative.  Cela  établit  entre 
les  quadrilatères  que  nous  considérons  des  diilërences  analogues  à 
celles  qui  existent  entre  les  triangles  acutangles  et  les  triangles 
obtusangles.  Nous  voyons  donc  que  pour  /i,  nous  pourrons  prendre 
une  valeur  qui  dans  tous  les  cas  sera  comprise  entre  zéro  et  2K.  Au 
contraire,  il  résulte  des  formules  (18)  que  en  A,,  cn/zj  seront  toujours 
négatifs.  Les  valeurs  correspondantes  de  /i),  h^  pourront  donc  être 
prises  entre  K  et  2K. 

Si   Ton    remarque  d'ailleurs  que  les   formules   (18),  (19)  per- 


^*» 
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mettent  de  vérifier  les  relations 

dn  (/Pi  -+-  A,)  =  dn/i,,     en  (  A j  -h  //j)  =  en //„ 

nous  pourrons  conclure  que  la  somme  des  valeurs  de  //|,  /129 /'s 
telles  que  nous  venons  de  les  déterminer  est  égale  à  4K.,  au 
lieu  d'être  égale  à  zéro  ^  mais  cela  n*a  aucun  inconvénient. 

Quand  le  quadrilatère  se  réduit  à  un  triangle,  on  a  <f  =  o  et  par 
conséquent  A*  =  o.  Alors,  si  A,  B,  C  désignent  les  angles  du  triangle 
opposés  aux  côtés  a,  &,  c,  les  valeurs  de  /ii,  /i,,  /ij  telles  que  nous 
les  avons  déterminées  sont  tt  —  A,  ir  —  B,  tt  —  C,  et  les  formules 
précédentes  se  réduisent  aux  relations  bien  connues  qui  contiennent 
les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle.  On  peut  ajouter  les  suivantes, 
qui  sont  la  généralisation  des  formules  faisant  connaître  les  lignes 

trigonométriques  des  arcs  —  j  -  >  -  : 

JL         JL        JL 

2(i-4-A)sn —  y 2cn  — dn— 


4  /Mi  —  ^  .   /PltPlZ 


1  2 


,      ,^i          \      be  ,     «^i 

I  -f-  k  sn*—  I  -h  ^  sn*— 

2  2 

2cn— dn—                . 2(1  —  ^jsn  — 

/ — r,   «  ^           '      2 


(^o) 


V  ^^  ""      ,   ,^1'  y     bc     -^      ^    h,' 

^  1  — Xsn'—  ^  I  — >tsn'  — 

2  2 

/ 2(i-+-/)sn—  , 2cn— dn— 

/Mi  —  ^  .  /—Pxtfhk  _         ^       ^ 

2  2 

2en— dn—  y 2(1  —  Xjsn— 


2 


/ :4 1 1  -r  /i  ;  011  —  y 

V  «^  ""        ,    ,//,  •    V     «^     "" 


A,  V      lie                                 A, 

I  —  Ai  sn'—  1  —  X-  sn*— 

2 

2(i-hA-  sn—  y 2en— dn— 

iH-  /  sn*  —  1  -h  /sn*— 

2  2 

y 2en  — dn—  y 2(1 — X]sn— 

â  /y«?«  —         ^       ^  4  //^oPi« 'a 

IV"^- — —7;'      V"^    " T~j^^ 

I  — *sn*—  ^                          1— .ifrsn*— 

I                                                       2t  ^ 
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Si  l'on  considère  le  cas  limite  où  le  module  devient  égal  à  i  et 
où  Ton  a  pi^  =  o,  A,,  /la,  étant  plus  grands  que  K,  deviendront  in- 
tinis^  mais,  en  remplaçant  //,,  h^  par 

on  reconnaîtra  que  ««,  a^  demeurent  Gnis,  et  en  faisant  ^  =  1  toutes 
les  formules  obtenues  subsisteront  ou  seront  satisfaites  d'elles- 
mêmes. 

Après  avoir  étudié  les  expressions  des  côtés  et  de  leurs  fonctions 
au  moyen  des  arguments  /i|,  A,,  //s,  nous  avons  à  discuter  les 
formules  (10),  qui  font  connaître  les  angles  coi,  o),,  0)3.  Remplaçons-y 

tv  par  t ;  il  résulte  des  propriétés  du  sinus  amplitude 

qu'elles  subsisteront  quand  on  y  changera  i  en  —  1*;  on  devra  donc 
y  supposer  la  variable  t  réelle.  On  aura  ainsi 

^•i  =  /  sn  (  /  —  X 1  sn  (  r  —  z J  > 

,     .        I    ,          ,       /                K-t-/K'\       /               Kh-/K'\ 
(11)        \  ^"ï  =  A-  sn  I  /  —  .r I  sn  (  r —  z U 

cl,  par  suite, 

^^        ^            .      f               K-h/K'\       /                K-/K'\ 
^(•*— 1)  =r  —  X-  sn  (  /  — ^ )  *"  (  '  —  * ) 

e'C.-^s— .)  =  X- sn' [f-  .r  —  5-±i^\ . 

Employons  la  formule 

cn(«  — p)  — cn(a-hP) 

snasnS  z=  -— ^ '-{ -— ^ ^, 

^       dn(a  — p) -f-dn(a-4-i3) 

et  posons,  pour  abréger, 

i  -xt-^X  —  zz^u, 

f  12  )  *    it  —  X—Z^lV, 

on  aura 

[7.V1  i'  —  M'  =  //|,     «•  — tt  =  //,,     11—1;=://,, 


e'*'» 
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quadrilatère  (é/ca&),  dont  les  deux  diagonales  sont  (/z,  &),  (/i,  c);  sup- 
posons que,  prenant  l'un  des  deux  triangles  qui  forment  le  qua- 
drilatère, par  exemple  le  triangle  formé  des  côtés  a,  i,  on  le  fasse 
tourner  de  180^  autour  de  la  diagonale  (a,  b)  :  on  aura  une  nouvelle 
position  du  quadrilatère  dans  laquelle  la  diagonale  {a^h)  aura  con- 
servé sa  grandeur,  mais  Tautre  diagonale  (a,  c)  aura  changé.  Opérons 
maintenant  de  même  autour  de  (a,  c),  c'est-à-dire  faisons  tourner 
de  180^  autour  de  (^9  c)  l'un  des  deux  triangles  dans  lesquels  cette 
diagonale  partage  le  quadrilatère.  En  répétant  indéfiniment  ces 
opérations,  on  formera  une  suite  illimitée  de  quadrilatères  telle 
que  deux  quadrilatères  consécutifs  aient  toujours  une  diagonale 
commune.  Cela  posé,  je  dis  que,  si  pour  une  certaine  valeur  des 
angles  du  quadrilatère  primitif  cette  suite  illimitée  est  périodique, 
c'est-à-dire  comprend  seulement  un  nombre  limité  de  formes  dis- 
tinctes, il  en  sera  de  même  quand  on  répétera  les  mêmes  vopé- 
rations  sur  le  quadrilatère  initial  déformé  d'une  manière  quel- 
conque. 

En  effet,  désignons  par  Qi ,  Q29  Qs^  ...  les  quadrilatères  obtenus 
successivement*,  appelons  ^n^  Wn  les  valeurs  de  1^,  w  correspon- 
dantes au  quadrilatère  Qn»  On  aura 

(26)  P^— «^^=^1. 

Pour  les  quadrilatères  Q^,  Q2,  et  en  général  pour  les  quadrila- 
tères Q2/H-19  Q2/nf29 1&  diagonale  (a,  &)  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

8n«',p^j=isn«',p+„ 
et  par  conséquent,  à  un  multiple  près  de  4K,  on  a 

Au  contraire,  pour  les  quadrilatères  Q2,  Qs^et  en  général  Qap^ 
Qs/H-M  '^  diagonale  (a,  c)  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

(oB)  sni»,p=:snr,p^t, 

ce  qui  donne 

Les  égalités  (26),  (27),  (  28)  déterminent  les  valeurs  successives 
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de  i*^  w  données  par  le  Tableau  suivant  : 


Quadrilatères 

Qr 

Q.. 

"»•            .... 

Qte+r 

•'l 

2K  —  Jfi-hi^i 

i't  —  a^j     ... 

Vi —  2«// 

W^ 

2K  — Wi 

CV,—  2/l|       ... 

tVi —  2/?A 

•  •  • 


Ou  voit  donc  que,  si  hg  est  incommensurable  avec  K,  deux  quel- 
conques des  quadrilatères  de  rang  impair  Qi,  Q3,  ..  ne  seront 
jamais  égaux,  et  Ton  aura  un  nombre  illimité  de  formes  distinctes. 

Au  contraire,  si  l'on  a 

p  et  f/  étant  des  entiers,  la  suite  précédente  comprendra  seulement 

2/7  quadrilatères  distincts. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  hi  =:  K,  ce  qui  entraîne 

Tégalité 

cn/i|  =  o, 

et  par  conséquent,  d'après  les  formules  (18), 

on  aura  le  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires,  et  il  est  aisé  de 
reconnaître  que  de  ce  quadrilatère,  pris  dans  une  de  ses  posi- 
tions A6CD,  on  ne  peut  déduire  par  le  procédé  indiqué  que  trois 
nouveaux  quadrilatères  ABCiD,  ADCfBi,  ABiCD. 

Toutefois^  ce  cas  particulier  pourrait  contribuer  à  donner  une 
fausse  notion  sur  le  cas  général.  Ici,  au  bout  de  quatre  opérations, 
on  retrouve  le  quadrilatère  primitif,  non-seulement  en  forme,  mais, 
en  position.  11  n'en  est  pas  ainsi  généralement.  En  eilet,  lorsqu*on 
passe  d'un  quadrilatère  Qi  au  quadrilatère  suivant  Qs,  on  peut 
faire  tourner  soit  le  triangle  ai,  soit  le  triangle  cd  autour  de  la 
diagonale  (a,  &)•  Faire  tourner  le  triangle  ce/  revient  à  faire  tourner 
d*abord  le  triangle  abj  ce  qui  donne  le  quadrilatère  Q2,  puis 
à  prendre  le  symétrique  Q',  de  ce  quadrilatère  par  rapport  à  (a,  i). 
On  voit  donc  que,  si  en  effectuant  les  opérations  d'une  ma- 
nière quelconque  on  a  obtenu  une  suite  de  quadrilatères  Qi,  Qs, 
Q2,  . . . ,  Q2P)  on  pourrait,  en  les  dirigeant  autrement,  obtenir  une 
suite  formée  des  quadrilatères  symétriques  des  premiers  par  rapport 
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à  la  position  initiale  de  (a,  b).  Ce  raisonnement  pouvant  se  répéter 
pour  chacune  des  diagonales  successives  des  quadrilatères  Qi,  • . . , 
Qtp^  on  voit  que,  lorsqu'on  aura  un  certain  nombre  de  positions 
des  quadrilatères,  on  pourra  toujours  y  joindre  celles  que  l'on  ob- 
tiendra en  prenant  les  symétriques  de  tous  ces  quadrilatères  par 
rapport  à  une  diagonale  quelconque  de  Tun  d'eux.  Or,  étant  donnée 
une  figure,  si  l'on  prend  ses  symétriques  par  rapport  à  un  certain 
nombre  de  droites  A,  on  n'obtient  un  nombre  limité  de  positions 
nouvelles  que  si  ces  droites  font  entre  elles  des  angles  commensu- 
rables  avec  tt.  On  voit  donc  que  dans  le  cas  actuel,  où  l'on  a  un 
nombre  limité  de  formes  pour  les  quadrilatères,  on  n'aura  un 
nombre  limité  de  positions  que  si  les  diagonales  de  ces  quadrilatères 
font  des  angles  commensurables.  Or,  une  grandeur  continue  ne 
peut  être  commensurable  que  si  elle  est  constante,  et  le  seul  qua- 
drilatère dont  les  diagonales  fassent  un  angle  constant  est  le  quadri- 
latère à  diagonales  rectangulaires  {*),  On  voit  donc  que  ce  quadri- 
latère offre  un  cas  tout  à  fait  exceptionnel  dans  l'application  de  la 
théorie  précédente. 

Les  remarques  qui  précèdent  ont  peut-être  quelque  intérêt  en  ce 
qu'elles  montrent  comment  la  théorie  du  quadrilatère,  si  important, 
dont  les  diagonales  sont  rectangulaires,  se  rattache  aux  développe- 
ments que  nous  avons  présentés. 

m. 

Dans  l'article  I  nous  avons  obtenu,  en  parlant  de  l'identité  de 
Jacobi,  un  système  de  formules  donnant  les  angles  et  les  diago- 
nales du  quadrilatère.  Nous  allons  maintenant  développer,  par  une 
méthode  toute  dilTérente,  d'autres  formules  plus  simples  que  les 
premières. 

Reprenons  l'équation 

et,  à  la  place  des  variables  0)4  «  0)2,  003,  introduisons  les  suivantes, 


(')  Le  contre-parallélogramme  a  ses  diagonales  faisant  un  angle  nul,  et  par  consé^ 
quent  constant;  mais  dans  la  forme  associée,  le  parallélogramme,  l'angle  des  diago- 
nale» cesse  d'être  constant. 
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tM  ^4i  y»!  àéûuieê  |Mir  leê  éqiutioiu 

li'tU|iulioii  (iàQ)  le  tlë<H)mpofcra  dans  les  deux  suivantes  : 

•♦  i>iwi( f,  H-  f, )  -^  A  ciMi(y,  4-  f,)  -h  ccos[fi  -*-  ?t)  —  ^=  o, 

«I\m\  r%m  ilÀluili  en  ëliminaut  successivement  f  «,  fs^^s? 

I  «»•  -f  «<^  —  *•  —  t^=r=:!% [mui-i- ^r] ccisficos^  +  2 (Ac — md)mfjûnf^^ 

1  ç*  t- %/•  —  «••—**-'  =  a ^rt#-^*^^c«5f,o(iSf^ -ha [«*—crf)sinf|SÎOf,. 


» 


*» 

-^^- 

-  f»- 

/* 

^èN- 

>' 

^^- 

.^*- 

Jl 

■* 

—  hi  ^     _  ^^mk€d 


>♦;-*►  Aà  A-  —  Mi 


>  ji*  -«•  4t»  nf  '-^  -at 


s..».. 


I 


V  ïii  V  .4M  1  ftft 


4  M 

I 
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et,  par  conséquent,  on  a 

à  un  multiple  près  des  périodes.  En  prenant  pour  fx,,  [12^  fx,  les 
valeurs  comprises  entre  zéro  et  K,  on  aura 

On  peut  joindre  encore  aux  formules  (34)  les  suivantes  : 

c — d  snps  b  —  d  sap^  a  —  d  snf*j 

i^K\}^i±A      ^"(f*i  — f*f)       ^-^g      en  (f*i  ■-;*«)       b-^c      cn(f*,— /A,) 

\yo)\ }  — >     7 — :5  = »    i= > 

c  —  d  cDfAs  o — d  cn/xj  a  —  d  cnf*| 

c-^-d dn(fx, — /*,)       b-^-d dnffAt — je*,)       a-\-d dn(|E*,— f*,) 

c  —  d  dûfAj  b  —  d  dnfA,  a  —  d  dnf*j 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  signes  des  radi- 
caux dans  les  formules  (34)  aient  été  choisis  de  telle  manière  que 
Ton  ait  exactement 

Les  valeurs  de  ji|,  fx^,  fxs  étant  ainsi  définies,  les  équations  (3i) 
prennent  la  forme 

CQafAt  =  cos7,cos^t+  dD2fi|SiD73sin7t, 
cn2/A,=  cos^iCos73  4-  dD2pssin^|Sin^s, 
en  2  |x,  =  ces  ^t  ces  ^|  +  dn  2  pt,  sin  ^i  sin  ff^j 

et  leur  solution  générale  s'obtient  en  posant 

l  y,i=ami/,,  ç»,=iami<„  y3  =  amwa, 

(   ttj— tt,=  2fXti        «|—«'j=2f*„         W,— Il|=:2/i3. 

On  aura  donc,  pour  les  angles  du  quadrilatère,  les  valeurs 

TT  —  W|  =  am  u^  -j-  am  Kj, 

TT  —  Gi|=:  aini/|  H-  ami/3, 

TT  —  «3  =  am  tfi  -t-  am  U}, 
et,  si  l'on  pose 

Wj-f.  //,=  2Ô3,       tt,-t-ll,=  2Ô,,       W, -h  «3=20,, 

ce  qui  donne 

(37^  6,-Ô3=fi„      Ô,-Ô,=  f*3,      0j— Ô,=:fX,, 
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on  aura,  d'après  les  formules  connues, 


(38) 


/  sn'  Ô|  dn*  ai  —  en*  ô, 

COSWi=  .,    \^ ; — > 

1  —  X'sn*ô,  sn'fAj 

2sndicn0,  dnui 
sin  w,  = — p-, 

sn*  ô,  dn'  ft, —  en*  ô, 

cosw,= —     — 9 

I  — X*8n'ô,8n*fi, 

2sn9,  end.dna. 
'       I  —  ^*  sn*  &,  sn*  fA, 

sn*  0*  dn'  tu — en*  ©a 

coswj==: li— T7 ï — » 

I  —  ^'sn'ô,  sn'pt, 

2snd,  en9,  dnuj 

Sin  W,  =  j-j r- r 9 

\  I— X*sn'ô,  sn*fA, 


en*f4,  —  dn'ô,  sn*pt, 
COS  (to«  —  ««)  = Tï — TT ; — » 

.   ,  »       2snf*icnf*idnô, 

SID  (Wj  —  »,)  = 7= T-r = 9 

^  »        *'       I  — X*sn'ô,  8n*fA, 

en'  /*,  —  dn*  ô,  sn'  |», 

COS  [M*  —  «ij  = r; rr; 9 

.    ,  .       a  sn /A,  en  fi,  dn  9, 

^  '        *'       I  — X*sn*ô,sn*p, 

.  ,      en'ttj— dn'ôjsn'fi, 

COS  (toi  — -  to,)  =  rr r^ j » 

^  *         '        1  —  X*  sn* ô,  sn* f*, 

.    ,  .       2sna,ena,dnô, 

sin  (to, — «i)= Ti — vTi — ; — » 

V  »        »/      I  —  X«  $n* ô, sn* ft. 


ou,  en  prenant  les  tangentes  des  demi-angles, 


(39) 


toi        sndidnui 

eot— = -T-^y 

2  eii9| 

to,       snd.dnpu 
cot-i  = -r^j 

to«       sn  Om  dn  u. 
cot—  =  — ^r^f 
2  enOj 


♦«««"«""**»       snfiidnôj 

tang =: 9 

2  enf*, 

to, —  toi       sni^idnG, 


tang 


tang 


2  COfAs 

toi  —  M]       sn  /A]  dn  ^3 
2  cnfAj 


Ces  formules  paraissent  plus  simples  que  celles  de  l'article  I.  On 
passe  de  Tun  des  systèmes  à  l'autre  par  une  transformation  de 
Landen. 

Les  diagonales  seront  données  par  les  expressions 

^        '         ^  '  1  —  A:»sn*f*»5n»ô, 

Avec  les  formules  de  ce  second  système  on  passera  très-facile- 
ment du  cas  traité,  où^,4<^o,  à  celui  où  Ton  a  ^i4>o  :  il  suffira 

d'employer  la  transformation  qui  change  le  module  A^  cu-j* 
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IV. 

Enfin,  on  peut  traiter  cette  théorie  h  un  autre  point  de  vue  et 
chercher  les  expressions  des  angles  en  fonction  d'un  paramètre  X  et 
d'un  radical  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  en  X,  c'est-à-dire 
résoudre  la  question  suivante  : 

Étant  donnée  la  courbe  du  troisième  degré  définie  par  les  équa- 
tions 

ai  -h  ht'  H-  ^r^  -f-  rfr^'zz:  G, 

(4o)  \    a         h        c  d 


t  t'  t^  t^ 

exprimer  en  fonction  d'un  paramètre  X  les  rapports  mutuels  de  /, 
lf^  £^,  «^. 

Nous  suivrons  pour  cela  la  méthode  de  Clebsch,  c'est-à-dire  que 
nous  couperons  la  cubique  par  une  conique  variable,  assujettie  à 
contenir  quatre  points  fixes  de  la  cubique. 

Nous  considérerons  le  faisceau  de  coniques  satisfaisant  à  cette 
condition  et  représenté  par  l'équation 

(4i)  e'e=\tt'. 

Elles  coupent  la  cubique  aux  quatre  points  fixes 

[t  =o,  r^=o),  (r'=o,  r  =  o), 
(/'=o,  f^o],  [t  =o,  r—o), 

et  en  deux  points  variables  qui  seront  déterminés  par  les  équations 

at  -f-  bt*  -t-  et"  -+-  dt!"=z  o, 
\[bt  +  at!)  -if  et" -^ dl"  =1  o^ 

t^t^zzzltt'. 

En  résolvant  ces  équations,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté, 
on  est  conduit  à  l'un  des  quatre  systèmes  suivants  : 

Q=r4a6c£/(X-hX»)  — LXS 

pt  =^[bd — 'kac)(bc — \ad), 

or' =  —  2(i -h  X»)aZ»crf -f- X(««-+- ^»)  (r« -+- £/') 

(40    {  -X(c«-rf«)«-(c»-^)V^, 

pt"  =zl{bc  —  lad)(c^-^  a*  •-  b*  —  d*)  -^  {bc—lad)\fq, 

or  =  >(  bd—  Xac)  (««-+.  </»—  ^î -«  c*)  —  (M  —  Xac)  v^Q, 
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(42)  {  pi'  =ii[ad—Uc){aC'^\bd), 
^/'^  =  >(tf£/  — )iAc)(6»4- rf«  — fl»— c») -4- (€irf— X*<r)v/Q, 

(43)  {  ^f^  =  — 2X(a<r  — )iW)(c6  — Xûrf), 

4- (a«— *»)n«-t- )i(6«~  a»)  v/^, 

pi^  =>(arf— )lAc)(6« -+-€/»— a»  — c*)  —  (éirf  —  >^)^, 

(44)  {  û/^  =  (2X-+-2>»)a*crf— (a«-+-**)(c«-f-rf«)>» 

-K)i»(a»-  ô»)«— )i(*»— a«)v'Q, 

pi'"  =  —  2)i(flrf  — >èc)(W  — >ûc), 

formules  où  p  désigne  le  facteur  de  proportionnalité  qui  indique 
que  les  rapports  seuls  de  t,  t\  t"^  t'"  sont  déterminés. 

Pour  que  les  formules  s'appliquent  à  des  angles  réels,  il  suffira 
de  remarquer  que,  le  module  de  X  étant  Tunité,  on  doit  poser 

On  aura  alors 

A  et  B  étant  les  quantités  définies  par  les  formules  (16). 

On  voit  que,  si  la  théorie  du  quadrilatère  se  ramène  à  celle  d'une 
courbe  du  troisième  degré,  le  mouveuient  réel  que  peut  prendre  le 
quadrilatère  articulé  correspond  au  déplacement  d'un  point  sur 
une  branche  imaginaire  de  la  courbe. 

J'ajouterai,  en  terminant,  que,  toute  courbe  du  troisième  degré 
pouvant  être  représentée  et  d'une  infinité  de  manières  par  deux 
équations  de  la  forme  (4o))  tous  nos  systèmes  de  formules  sont 
applicables  par  cela  même  à  la  courbe  générale  du  troisième  degré. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 
LEMONNIER  (H.).  ->  Mémoire  sur  l'élimination.  In-4%  92  p.  —  Paris,  1879. 

Le  travail  de  M.  Lemonnîer  est  divisé  en  trois  Parties,  consa- 
crées, la  première  à  Tétude  des  procédés  d'élimination  dus  à  Euler, 
Sylvester,  Bézout,  Caucliy,  Cayley,  et  de  la  liaison  de  ces  procé- 
dés, la  seconde  à  Tétude  des  polynômes  qu'il  convient  de  former 
de  proche  en  proche  pour  obtenir  les  conditions  nécessaires  à 
l'existence  de  p  racines  communes  aux  deux  équations  données 
et  l'équation  aux  racines  communes,  la  troisième  enfin  à  la  réso- 
lution de  deux  équations  entières  à  deux  inconnues;  l'auteur  se 
borne  d'ailleurs  aux  racines  communes  ayant  des  modules  finis 
et  aux  solutions  communes  pour  lesquelles  les  inconnues  ont  des 
valeurs  finies,  déterminées. 

Relativement  à  la  méthode  d'Euler-Sylvester,  il  en  énonce  le 
résultat  sous  la  forme  suivante  : 

Étant  données  deux  équations  entières  en  a:,  F(j:)  =  o,y(j:)  =  o, 
de  degrés  m  et  «  (m^n),  soient  considérées  les  m-t-n  —  ap  -I-  2 
équations 

f[x)—0,  F(.r)=ro, 

x/(;r)r=0,  xY[x)z=o, 


si  Ton  égale  à  zéro  les  déterminants  formés  des  coefficients  de 
r'', . . . ,  aT-^'^-P  dans  ces  équations,  en  y  associant  tour  à  tour  ceux 
de  x''"*,  j:''-*,  . . .,  x  et  x^,  les^  relations  posées  par  là,  entre  les 
coefficients  de  V[x)  et  de  /"(x),  sont  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  équations  proposées  aient  p  racines  com- 
munes, finies,  déterminées,  sans  en  avoir  davantage,  pourvu  que 
le  déterminant  formé  des  coefficients  de  x^^  x'^%.  ..,x'"+"~^~%  dans 

les  équations 

f[x)^o,  Y[x)=o, 

xf[x)^-.Oy  .rF(jr)  =  o, 


af*-P-'f[x)  =0,     :c»-/'-'F(x)=io, 

soit  diifércnt  de  zéro. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  III.  '  *     ~ 
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De  plus,  réquation  aux  racines  communes  s'obtiendra  par  Téli- 
mination  de  x'^*,  x''+",. . .,  x*+""-r-«  entre  ces  m  -h  /i  —  2p  der- 
nières équations.  Pour  faire  l'élimination,  on  pourra  prendre  le  déter- 
minant des  coefficients  de  x'',  j:'^  *,...,  x"^""''"*  danslesm  +  n  —  ap 
équations  et  le  développer  par  rapport  aux  coefficients  de  x^.  Si  Ton 
multiplie  les  équations  respectivement  par  les  multiplicateurs  de 
ces  coefficients,  et  que  Ton  ajoute  les  résultats,  l'équation  qui  s'en- 
suivra sera  l'équation  aux  racines  communes.  Les  coefficients  de 
x'',  x'^*,. . .,  X,  X®  y  seront  le  déterminant  considéré  et  ceux  qui 
en  résultent  quand  on  y  remplace  tour  à  tour  la  colonne  des  coef- 
ficients de  x''  par  celles  des  coefficients  de  x''~%  .z''~',. . .,  x  et  x*. 

M.  Lemonnier  applique  cette  règle  à  la  formation  des  plus 
grands  communs  diviseurs  Ri,  R,,  Rj,  . . .  deF(x)  ety(x),quiré- 
pondent  successivement  aux  hypothèses  dep  =  n  —  i,p  =  /i  — 2, 
p  z=^n  —  3,  . .  .,  et  remarque  tout  d'abord  que  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  avoir  p  racines  communes  sont  que  les 
coefficients  de  Rn-p+t  soient  nuls  sans  que  le  premier  coefficient  de 
Rn-p  le  soit 5  dans  ces  conditions,  le  polynôme  R„_^  fournit  les  p 
racines  communes  aux  deux  équations  et  divise  tous  les  poly- 
nômes R  d'indices  inférieurs,  tandis  que  les  polynômes  d'indices 
supérieurs  sont  identiquement  nuls. 

L'auteur  compare  ensuite  les  polynômes  R  à  ceux  que  l'on  ob- 
tient, comme  restes  successifs,  en  procédant  par  la  méthode  des 
divisions  à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
F(x)  et  y  (x),  et  établit  entre  trois  polynômes  R  consécutifs  la 
relation  générale 

où  Uj,  désigne  le  premier  coefficient  de  R^;  quant  aux  premiers 
polynômes  R,  ils  sont  liés  aux  polynômes  F(x)  ety*(x)  par  les 
relations 


aî/(.r)  =  R,Q.=a— ■-^'R,(-  i  ) 


m— f-m         m—n 
•  on  

a 

9 


m-  W-4-Ï         m—n 

00   

2  a 


a  désignant  le  premier  coefficient  de /"(x)  et  l'exposant  de  —  i 
dans  les  deux  équations  étant  entier. 

On  peut  remarquer  en  outre  que  si  l'on  applique  aux  polynômes 
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R^,  Rf+i  le  même  calcul  qu'aux  polynômes  F(x)  et/ (x),  on  ob- 
tient des  polynômes  R^,  RJh-3î  •  •  •  ^  9^  ^^  diffèrent  des  poly- 
nômes Rp4.i9  Rp4Ji^  •  •  •  que  par  les  facteurs  a^,  a^,  .... 

Le  procédé  de  Bézout-Cauchy  conduit  à  un  autre  mode  de  cal- 
cul, souvent  plus  pratique,  des  polynômes  R,  ou  plutôt  de  poly- 
nômes qui  n'en  diffèrent,  tout  au  plus,  que  par  le  signe. 

Les  relations  établies  entre  les  polynômes  F(a?),  f{x)^  Rj, 
R,,  ...  dans  le  cas  où  m  —  n  =  i  montrent  que  ces  polynômes 
forment  une  suite  de  Sturm^  en  prenanty(x)  =  F(a:),  on  pourra 
les  utiliser  pour  la  détermination  des  racines  comprises  entre  deux 
limites,  en  sorte  que,  si 

V   =Ajr"    -f- A.  ar*-* -+-...-+- A,,, 

V|  étant  la  dérivée  de  V  à  un  facteur  positif  près,  si  en  outre   . 

^x"-«  4-  ^,.r«-»-f-.  .  .4-  6«  =  o, 

•  -+-  CJC*^»  -f-.  ..-f-  c„  =0, 


sont  les  équations  déduites  de  V  et  de  Y|  par  le  procédé  de  Bézout, 
les  fonctions  V,,  Vj, ...  de  la  suite  ordinaire  de  Sturm  reviendront 
aux  polynômes 


R.= 


b     6. 


•— I 


R,= 


î    b  b,   b. 


b     b, 

a  .7,   fl, 
b  b,  b. 


•« — a 


jr*-*  -h 


a 

<fm^i 

b 

b^^, 

% 

a  a, 

^«-i 

b  b, 

^-.-. 

r    Cl 

c 

1 

m—i     1 

ou,  sous  une  autre  forme,  aux  polynômes 


R.= 


R,= 


0 

a       Ox 

0 

a 

rt, 

fll 

a      01 

.r«- 

-'-h 

a 

«1 

Oi 

j^,-3  ^ 

A 

A.     A, 

A 

A. 

A3 

0 

0          n            Gy 

«2 

0 

0     ^ 

/7,      /?3 

0 

a     a,    a-i 

«3 

0 

a     /I, 

«2      rt« 

a 

«1      «2     ^3 

Oi 

sT^ 

4- 

a 

«1    flfj 

«3      ^5 

A 

A,   Aj  A3 

A4 

A 

A,    A: 

r    A3    A5 

0 

A    A.  A, 

A3 

0 

A    A 

1    A,   A4 

vC  \  •      .      •     • 
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M.  Lemonnîer  constate  ensuite  que  les  premiers  coefficients  de 
ces  polynômes  Ri,  Rj,. . .,  lorsque  f{x)  est  la  dérivée  de  F(x), 
sont  précisément,  au  cas  de  A  =  i ,  les  nombres  p^,  de  M.  Borchardt, 
savoir 


•s 

•ï. 

^ 

.^1 

■<2 

5o        S 


.Vj  5s  ^4 


OÙ  Si  désigne  la  somme  des  puisances  de  degré  i  des  racines  de 

F(x). 

Enfin,  dans  la  dernière  Partie  du  Mémoire,  on  montre  quel  parti 
on  peut  tirer,  pour  la  résolution  de  deux  équations  à  deux  in- 
connues x,  y  de  la  formation  des  polynômes  R  obtenus  en  éli- 
minant x,  polynômes  dont  les  coefficients  sont  maintenant  des 
fonctions  en  j^^  M.  Lemonnier,  en  suivant  une  méthode  dont  le 
principe  est  dû  à  M.  Bouquet,  évalue  le  degré  maximum  de  y 
dans  chacun  des  coefficients  de  ces  polynômes. 

La  comparaison  du  procédé  de  résolution  de  deux  équations 
donné  dans  ce  travail  avec  celui  qui  est  dû  à  M.  Labatie,  ainsi  que 
plusieurs  applications  numériques  par  lesquelles  l'auteur  termine, 
en  met  nettement  les  avantages  en  évidence. 


SCUERING  (E.).  —  ÂNALYTiscHB  Théorie  der  Determinanten.  Gottingen, 
1877.  In-4°,  41  pages  ('). 

L'auteur  reprend  la  tliéorîc  des  déterminants  à  son  début.  Il 
représente  un  quelconque  des  /i'  éléments  d'un  déterminant  du 
^^ièmc  ordre  par  la  notation  suivante  : 

E  hi  Aj, 

où  les  i  et  les  y  désignent  les  rangs  respectifs  de  la  ligne  horizontale 
et  de  la  colonne  verticale  auxquelles  appartient  rélémcut  considéré  5 
si  maintenant  on  considère  deux  éléments  dillérents,  les  deux  lignes 


(*)  A'*hainilu:tgen  dcr  Koiigl.  CescUschaft  der  Whsointhuften^  t.  XXII. 
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cl  les  deux  colonnes  correspondantes,  la  disposition  des  deux  ligues 
sera  semblable  à  celle  des  colonnes,  si  la  première  colonne  suit  ou 
précède  la  deuxième  colonne  en  même  temps  que  la  première  ligne 
suit  ou  précède  la  deuxième  ligne,  et  dissemblable  dans  le  cas  con- 
traire. Un  terme  du  déterminant  est  le  produit  de  n  éléments  quel- 
conques, multiplié  par  autant  de  facteurs  égaux  à  —  i  qu'on 
trouve  de  dispositions  dissemblables  dans  les  lignes  et  les  colonnes, 
en  prenant  deux  éléments  quelconques  de  ce  terme,  et  multiplié 
par  zéro  si  deux  éléments  appartiennent  à  la  même  ligne  ou  à  la 
même  colonne^  le  déterminant 

est  la  somme  de  tous  les  termes  ainsi  obtenus. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  déterminant 
et  désignons  respectivement  par 

et  par 

les  premiers  et  les  seconds  indices  correspondants  des  éléments  qui 
entrent  comme  facteurs  dans  le  terme  considéré,  indices  relatifs, 
les  premiers  aux  lignes  horizontales,  les  seconds  aux  lignes  ver- 
ticales, et  pris  les  uns  parmi  les  nombres 

"\y    "U    '  '  '  y  "ny 

et  les  autres  parini  les  nombres 

ne  différant  même  de  ces  nombres  que  par  Tordre,  si  le  terme  con- 
sidéré est  un  terme  propre  (non  affecté  du  coefficient  zéro)^  puis 
introduisons  une  fonction  3  déGnie  par  les  propriétés  suivantes  : 

3(x)  =r  I,         pour  j?>o, 
3(ar)  = —  I,    pour  x<^o. 
3(o)  ==o, 
3(xj)=3(x)3(7). 

On  reconnaîtra  sans  difilculté  que  le  terme  considéré  pourra  s'é- 
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rririî 

Kii  faisant  la  somme  de  tous  les  termes  analogues,  on  obtient  le 
drftfTminant.  Cette  sommation  peut  d'ailleurs  s'eiTectuer  de  diverse» 
manières  :  on  peut,  par  exemple,  regarder  le  déterminant  comme 
une  somme  /i^t"**  dont  les  termes  s'obtiendront  en  attribuant  sépa- 
rément, dans  la  formule  précédente,  aux  indices  v  toutes  les  va- 
leurs A},  A|,  • .  • ,  A«,  ou  aux  indices  x  toutes  valeurs  Ati,  Ar„  . . . ,  ^«', 
ou  euiH)n>  comme  le  résultat  de  deux  sommations  n^^^^  dont  les 
termes  s'obtiendront  en  attribuant  séparément,  dans  la  même  for- 
mule^  les  valeurs  A|,  A«,  . . .,  A.  et  les  valeurs  Ati,  Ary,  •..,/:.  aux 
indices  n  et  x.  Dans  ce  dernier  cas,  le  résultat  doit  être  divisé  par 
1  «  ^  «  3  *  * .  1 ,  car  chaque  terme  propre  du  déterminant  se  trouve 
évidcuimeiil  répété  ce  nombre  de  fois.  Il  est  à  peine  utile  d'ajouter 
iiue  les  |u\^priétés  élémentaires  des  déterminants  résultent  immé- 
iliiiUHuettt  de  ces  formules;  de  même,  l'introduction  de  la  fonc- 
tion ^^  et  des  |wr\Hluits  dediÛerences  d'indices  permet  à  M.  Scbering 
de  doiiuer  Ic^  iVunuules  au  moyen  desquelles  on  passe  d'un  déter- 
uùu^nl 

i\  uu  Autre  iiélermiuaul 

oU  lt\^  ùhIh>*^ 

u^>  vUlUHvut  r^^irvii^^rtMinal  41K  par  U  f^oa  doat  ils  sont  rangés 


^  t|k   ^=:«^ 


\a  S^V|\>^Wli\MI 


|H^H^miM^  iDi^HiiK'^  4\f^ï«ipJk^  CI»  fnidif^  an  cas  M  Ws  pmûers  in 
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dices,  étant  seulement  assujettis  à  être  pris  parmi  les  seconds,  ne 
sont  pas  tous  nécessairement  différents. 

A  la  somme  /i"^^®,  qui  constitue  le  déterminant,  peut  être  substi- 
tuée une  somme  de  produits  de  sommes  v"p^®*  par  des  sommes 
n  —  y"P^^  :  l'auteur  est  ainsi  conduit  à  des  formules  générales  qui 
donnent,  sous  diverses  formes,  la  décomposition  d'un  déterminant 
d'ordre  n  en  produits  de  mineurs  d'ordre  n  —  v  par  des  mineurs 
d'ordre  y;  ces  formules  se  généralisent  et  conduisent  à  la  décom- 
position d'un  déterminant  en  sommes  de  produits  de  trois  déter- 
minants mineurs,  etc. 

Le  cas  où  les  premiers  indices  ^1,^1,  . .  • ,  An  ont  les  mêmes  va- 
leurs que  les  seconds  Ar,,  Ar,,  • . . ,  Ar^,  en  sorte  que  l'on  ait 

hx  =  k\y     pour     X  =  I,  2,  . .  . ,  /i, 

conduit  à  des  conclusions  intéressantes. 

L'auteur  nomme  cycle  de  couples  d'indices  une  suite  de  couples 
d'indices  A  et  A  tels  que  le  premier  indice  de  chaque  couple  soit  égal 
au  second  indice  du  couple  précédent ,  le  dernier  indice  du  dernier 
couple  étant  égal  au  premier  indice  du  premier  couple  ;  le  nombre 
de  couples  qui  entrent  dans  un  cycle  simple  est  l'ordre  de  ce  cycle. 
Il  est  aisé  de  voir  qu'un  système  de  couples  de  valeurs 

OÙ  les  n  sont  différents  entre  eux,  ainsi  que  les  %,  mais  où  les  pre- 
miers nombres,  à  Tordre  près,  ont  les  mêmes  valeurs  que  les  se- 
conds, peut,  en  rangeant  les  couples  convenablement,  être  décom- 
posé en  cycles  simples  dont  les  ordres  ont  une  somme  égale  à  n-^ 
chaque  couple  entre  dans  un  seul  de  ces  cycles  ;  enfin  la  décompo- 
sition ne  peut  s'effectuer  que  d'une  seule  manière.  Le  signe  d'un 
terme  du  déterminant  est  4-  ou  — ,  selon  que  le  nombre  de  cycles 
simples  qui  composent  la  série  de  couples  d'indices  qui  le  caracté- 
risent est,  ou  non,  de  même  parité  que  Tordre  du  déterminant,  ou 
encore  selon  que  le  nombre  de  cycles  d'ordre  pair  est  pair  ou 
impair. 

Ces  considérations  sont,  dans  le  Mémoire  de  M.  Schering,  appli- 
quées avec  succès  aux  déterminants  symétriques  gauches. 

Si,  en  général,  on  considère  un  cycle  du  second  ordre,  chacun 
des  couples  qui  le  constitue  est  dit  im^erse  de  l'autre.  Il  est  clair  que^ 
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on  aura,  d'après  les  formules  connues, 


sn'O,  dn'u,  —  cn*ô, 

COSb>|  ^  — r— 1 

*         I  —  X*sn*ôisn'fii 

2snd,  cnO.  dn/xi 

sin  w,  = yz — P-» 

i—X*sn*ôiSn'/xj 

sn'ô,  dn'/x, —  cn*ô, 

COS(U|=  .^—  ,^ — , —  9 

I  —  A'*sn'0|8D*|:A, 

2snd,  cnd.dnLu 

s*"*»«  = Zi — TZ s     » 

I  —  X-'sn*^,  sn'jx, 

sn*  6,  dn*  t*, —  en*  6, 

COSft>,=^  75 r-T 51 9 

I  — X*sn»6,sn«/*, 
asnd^cnd,  dnu. 

Smu,  =  tt; T- j — » 


en*  Pi — dn'ô,  sn'j!*, 

cositoj —  »«)  = 7;; — 77 ; » 

V  »        »^        1  —  X«sn*ôj8n*/xi 

.    ,  »       2snf4|Cnf*,  dnô, 

Sin  {«• &)•)  = rr r-T r » 

en*  a,  —  dn'  6j  sn*  a, 
cos  («1  —  W|  )  = n — V7i • —  » 

.    ,  .        2  sn /A,  en  ft,  dn  9, 

^  '        ^^       I  — X*sn*6,sn«o4 

,  ,      en'a,— dn*6,sn'fx, 

cos  («•  —  «•]  = TT 77 ;; ♦ 

V  »        «^        I  —  X»  sn' Ô5  sn*  fxj 
.    ,  .       2sna,ena,dnô, 

sin  («1-— W,)= fr j^ — r — » 

^  *        ^       I  —  X'sn*Ossn*fA, 


ou,  eu  prenant  les  tangentes  des  demi-angles, 


(39) 


&>•       snOidnui 

eot— = -^J 

2  cnO| 

cot— = -r-^y 

2  en^s 

(a*       sn  ô*  dn  u. 
cot—  =  — ^-r^f 
2  eu  6, 


tang = 9 

2  enfA| 


tang 


tang 


Wi 


—  wi       snu|dnOs 


2  CDfili 

6)i  —  «1       sn/x^dnt^j 


2 


enft. 


Ces  formules  paraissent  plus  simples  que  celles  de  l'article  I.  On 
passe  de  Tun  des  systèmes  à  l'autre  par  une  transformation  de 
Landen. 

Les  diagonales  seront  données  par  les  expressions 

^        '  '  I  —  X'sn'fAi  sn*6i 

^        '        ^  '  I— A:*sn«|*,sn*0, 

^        '        ^  '  I  — .  A»  sn  Va  sn^i 

Avec  les  formules  de  ce  second  système  on  passera  très-facile- 
ment du  cas  traité,  où/?,4<[o,  à  celui  où  Ton  Sip^^'^o  :  il  suffira 

d'employer  la  transformation  qui  change  le  module  A:  en  -r- 
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théorèmes  susceptibles  d'une  grande  extension,  concernant  les 
groupes  de  points  de  la  circonférence  du  cercle,  j'ai  établi,  dans 
la  présente  Note,  un  certain  nombre  de  nouveaux  théorèmes  qui 
pourront,  je  crois,  offrir  aésez  d'intérêt  pour  obtenir  une  place  dans 
le  Bulletin. 

Soient  HJ  Thypocycloïde  en  question,  r  le  rayon  et  m  le  centre 
du  cercle  qui  lui  est  triplement  tangent. 

Z^  segment  intercepté  par  la  courbe  elle-même  sur  une  tan- 
gente est  2  r. 

* 

1.  Si  d'un  point  I  du  plan  on  mène  les  trois  tangentes,  et 
que  f|,  t2y  ^3  soient  les  segments  compris  entre  I  et  les  points  de 
contacty  on  aura 

,  y\  y^  y\ 

f  1  sm  /j  ^3  =  /]  sin  /,  /(  =  /,  sin  ti  t^ . 

2.  Un  triangle  quelconque  étant  circonscrit  à  HJ,  le  centre  de 
son  cercle  circonscrit  sera  à  la  même  distance  de  m  que  le 
point  de  concours  de  ses  trois  hauteurs, 

3.  Deux  triangles  circonscrits  à  HJ,  et  tels  que  les  côtés  de  l'un 
soient  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'autre,  aU' 
ront  le  même  point  de  concours  des  trois  hauteurs. 

4.  Si  l'on  désigne  par  r^^  r^  les  rayons  des  cercles  circonscrits 
à  ces  deux  triangles,  on  aura  toujours 

rj  -h  r]  =  4r«. 

5.  Les  troisièmes  tangentes  r',  t'',  t'^',  menées  à  HJ  des  sommets 
d'un  triangle  circonscrit  t't"t'"^  sont  également  inclinées  sur  les 

Y' 

côtés  opposés  du  triangle  i,  et  font  avec  eux  V angle  arc  sin  —  • 

Elles  forment  un  triangle  semblable  à  t*  t"  f  .^  dont  le  cercle  cir- 

r  r' 
conscrit  a  pour  rajon   — — ^  et  pour  centre  le  point  de  concours  des 

hauteurs  du  triangle  t. 

6.  On  obtient  le  même  triangle  r,  en  partant  d'un  triangle  f , 
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dont  les  côtés  sont  des  tangentes  perpendiculaires  aux  côtés  du 
précédent. 

7.  Par  les  points  d'intersection  x't'^  T^t^\  x'"t'"^  si  nous  menons 
encore  des  tangentes  x\ ,  t",  ^  x"^  à  la  courbe,  ces  tangentes  forme- 
ront un  triangle  dont  les  angles  sont  les  doubles  ou  les  suppléa 
ments  des  doubles  de  ceux  du  triangle  /,  et  dont  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  est  le  même  que  celui  du  triangle  t. 

8.  Soit  un  quadrilatère  ttt2t^ti  circonscrit  à  la  courbe, 
La  droite  R  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadri- 
latère est  parallèle  à  sa  tangente  opposée  (*),  et  située  à 
égale  distance  de  cette  tangente  et  de  l'axe  de  la  parabole  in- 
scrite au  quadrilatère. 

Dans  un  quadrilatère  quelconque,  les  centres  des  cercles  cir- 
conscrits aux  quatre  triangles  se  trouvent  eux-mêmes  sur  un  cercle. 
Soit  Sp,  le  centre  de  Thyperbole  équilatère  passant  par  ces  quatre 
points.  De  plus,  les  quatre  cercles  en  question  se  coupent  en  un 
point,  dit  \q  point  de  Miquelàxx  quadrilatère. 

Dans  un  pentagramme,  on  sait  que  les  cinq  points  de  Miquel  de 
ses  quadrilatères  sont  situés  sur  un  même  cercle,  le  cercle  de 
Miquel  du  pentagramme. 

9 .  Le  cercle  de  Miquel  de  tout  pentagramme  circonscrit  à  H  \  dé- 
génère en  une  droite  (g^)- 

10.  Soient  ^1,  ^25  ^3^  ^4  5  's  cinq  tangentes  de  notre  courbe;  les 
points  Sy,  des  cinq  quadrilatères  t  sont  situés  sur  un  cercle  et  y 
déterminent  un  pentagone  dont  les  angles  sont  égaux  à  ceux  du 
pentagramme  t.  Sur  ce  cercle  est  situé  aussi  le  centre  de  la  sec- 
tion conique  tangente  aux  cinq  t. 

i  l .  Le  produit  des  axes  de  cette  dernière  conique  est  égal  à 

V ''l 25  ^1 14 ''l  »5 ''i  Si ''l  SB ''l  4S 'jSk 'SSS  ^»4B ''845 

•  ■  ■■         .1.-  I  ■■  .i« 

4r»  ' 


(')  Foir  Cremona,  Introduzione,  67,  V,  où  est  défini  le  point  opposé  àn  qiiadrit«tèr« 
M  réduisant  à  une  droite. 
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''njî  '"124?  •  •  •  désignant  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  t^t^t^^  t^t^t^^  • . . . 

Si  Ton  désigne  par  M  le  centre  du  cercle  mentionné  ci-dessus, 
qui  appartient  à  un  quadrilatère,  les  cinq  points  M  d'un  penta- 
gramme  seront  situés  sur  un  cercle,  que  nous  nommerons  M^. 

12.  La  droite  g^^  mentionnée  plus  haut  y  appartenant  àt^,  • ,  t^^ 
passe  par  le  centre  de  M^.  Ce  centre  et  celui  du  cercle  des  S^  sont 
situés  sur  une  droite  passant  par  m,  de  telle  sorte  que  la  distance 
dent  au  premier  est  double  de  la  distance  de  m  au  second. 

13.  Les  tangentes  ^i , . . . ,  t^  forment  par  leur  combinaison  dix 
triangles.  Les  intersections  des  hauteurs  de  ceux-ci  sont  les  som* 
mets  d'un  pentagramme  complet,  qui  jouit  de  propriétés  remar* 
quables.  Ses  dis^ers  quadrilatères  ont  des  droites  R  [voir  le 
n"  8  ),  qui  sont  perpendiculaires  aux  cinquièmes  côtés  respectifs 
du  pentagramme.  Les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  ses 
dix  triangles  sont  situés  sur  le  cercle  triplement  tangent  à  la 
courbe  H  J  donnée  et  qui  a  pour  centre  m.  Le  produit  des  axes  de 
la  conique  tangente  aux  cinq  côtés  de  ce  pentagramme  est  égal  à 


8/^^cos/i  /,  cos/|  /j  cosr,  /^ . . .  cos/3^4  cos/,/5  C0S/4  /,. 

La  conique  qui  touche  les  tangentes  ^1 , . . . ,  f  5  de  H'  a  encore  une 
autre  tangente  commune  avec  H',  puisque  H^  est  de  la  troisième 
classe.  J'appellerai  cette  sixième  tangente  tangente  adjointe  des 
cinq  premières. 

14.  La  droite  g^  du  pentagramme  t  touche  également  la  co- 
nique inscrite,  et  est  parallèle  à  la  tangente  adjointe  du  penta- 
gramme, 

15.  Si,  avec  six  tangentes  deVL\  onjorme  un  hexagramme  de 
Brianchon,  deux  triaiîgles  complémentaiues  quelconques  de  cet 
hexagramme,  c'est-à-dire  deux  triangles  contenant  à  eux  deux 
les  six  côtés  de  la  figure,  auront  deux  cercles  circonscrits  d 'égal 
rayon. 

16.  Soit  ti  , .  ,t^  un  hexagramme  quelconque  circonscrit  à  HJ^  v 
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les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres  des  di^^ers  couples 
de  triangles  complémentaires  de  cet  hexagramme  concourent  en 
un  même  point,  qui  est  leur  milieu  commun, 

i  7,  Soient  f  4 , . . . ,  f  0  six  tangentes  quelconques  rfe  H  J  •,  les  centres 
des  six  coniques  tangentes  aux  droites  f ,  prises  cinq  à  cinq,  sont 
situés  sur  un  cercle  et  forment  sur  ce  cercle  un  hexagone,  dont 
les  angles  sont  égaux  à  ceux  que /or  ment  entre  elles  les  droites  t. 
Le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  d'intersection  des  six  cercles  S^ 
[voir  plus  haut),  et  son  rayon  est 

m 

r  sin  { f*i  -t-  fx,  -f-  f*3  -h  f*4  -f-  f*8  -f-  f*e  )  » 

(Al ,  fji2,  • .  • ,  fji0  désignant  les  angles  que  font  les  t  auec  une  même 
tangente  de  rebroussement  rfe  H| . 

18.  A  cinq  quelconques  des  six  tangentes  t  correspond  une 
tangente  adjointe,  et  chacune  de  ces  tangentes  adjointes  fait  le 
même  angle  avec  la  sixième  tangente  t  correspondante, 

19.  Si  l'on  considère  dix  tangentes  de  notre  courbe,  les  tan- 
gentes adjointes  de  deux  pentagrammes  complémentaires  quel- 
conques se  coupent  sur  une  nouvelle  tangente  c/eHJ,  qui  est  la 
TKKGEfiTE  ADJOINTE  du  décagramme  {*), 

Etc.,  etc. 

20.  Tous  les  triangles  circonscrits  à  H^  et  semblables  à  un 
triangle  donné  ont  les  centres  de  leurs  cercles  circonscrits  située 

sur  un  cercle  de  centre  m  et  de  rayon  ryj  i  —  8cosai  cosa^  cosss, 
«M  *ai  «3  étant  les  angles  du  triangle.  Sur  le  même  cercle  sont 
situées  aussi  les  intersections  de  hauteurs  de  tous  ces  triangles,  et 
Itfurs  droites  d'ICuler  env^eloppent  une  seconde  courbe  HJ,  située 
symétriquement,  par  rapfH)rt  à  /w,  avec  la  courbe  donnée. 

Q\\v\{\\W!i  autres  théorèmes  sont  relatifs  aux  coniques  triplement 
lau^oulrH  A  la  courbe. 


(*)  Lm  Iht^oK^iue  ^t^u<>rtt1  corfvs|M>iid«iil  se  trouve  dan»  1c  Mémoire  cité. 
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21 .  Toutes  les  coniques  triplement  tangentes  (  *  )  sont  des  el- 
lipses V,  et  leurs  triangles  de  tangentes  communs  avec  HJ  ont 
tous  le  rayon  ir  [et par  suite  le  plus  grand  rayon  que  puisse 
a\foir  un  triangle  circonscrit  «  HJ  ). 

22.  D'un  point  du  plan  on  mène  trois  normales  à  la  courbe. 
Leurs  pieds  sont  les  points  de  contact  avec  HJ  d* une  ellipse  ^ ^ 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  la  droite  P,„. 

23.  Autour  d'un  point  quelconque  I  du  plan  comme  centre 
on  peut  décrire  une  ellipse  V  et  une  seule.  Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont  r  -^  h  et  r  —  /i,  h  désignant  la  distance  du  point  I  au 
point  m. 

24.  Par  deux  points  du  plan  on  peut  faire  passer  neuf  ellipses 
[réelles  ou  imaginaires)  triplement  tangentes  ^  HJ. 

25.  Toutes  les  ellipses  triplement  tangentes  V,  dont  les  centres 
remplissent  une  droite  g",  ont  un  point  commun.  Chacune  d'elles 
coupe  la  courbe  HJ  e/i  deux  points,  et  les  deux  tangentes  à  HJ 
menées  en  ces  points  ont  un  point  d'intersection;  tous  ces  points 
d'intersection  sont  eux-mêmes  situés  sur  une  ellipse  V.  Le  centre 
de  celle-ci  est  le  pôle  de  g  par  rapport  au  cercle  m^. 

De  plus  : 

26.  Parmi  les  coniques  qui  touchent  trois  tangentes  rfe  HJ,  il 
y  en  a  trois  qui  sont  osculatrices  à  la  courbe  en  un  autre  point. 
Les  trois  tangentes  aux  points  d' osculati on  forment  un  triangle 
équilatéral  ayant  le  même  rayon  du  cercle  circonscrit  que  le 
triangle  formé  par  les  tangentes  données. 

Pour  terminer  cette  Note,  j'indiquerai  encore  quelques  lieux 
dont  la  recherche  me  paraît  être  le  premier  exemple  de  l'applica- 
tion des  méthodes  géométriques  à  des  problèmes  généraux,  relatifs 
à  des  courbes  d'ordres  supérieurs  (  ^  ) . 

(•)  Voir  WtYB,  Géométrie  der  ràumlichen  Erzengnisse,  p.  lo,  Note  C,  art.  III. 
C*)  L'application    de  l'Analyse  h  ces  problèmes,  il  est  vrai,  a  été  déjà  indiquée, 
cnln*  aulrrs  par  I^croix,  et.  dans  le  Journal  de  Schlomilchf  t.  XIX,  par  M.  Enneper. 
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27.  En  chaque  point  de  HJ  il  existe  une  seule  conique  (*) 
ayant  avec  la  courbe  un  contact  du  quatrième  ordre.  Je  trouve, 
pour  le  produit  des  axes  de  cette  conique,  la  formule 

jL 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

28.  Les  centres  de  toutes  ces  coniques  ayant  un  contact  du  qua- 
trième ordre  av^ec  HJ  ont  pour  lieu  une  hypocycloïde  à  six  points 
de  rebroussement,  dont  trois  coïncident  avec  les  points  de  rebrous- 
sèment  rfe  HJ. 

29.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  une  tangente 
donnée  t  de  la  courbe,  et  qui  ont  en  outre  avec  celle-ci,  en  un 
point  variable,  un  contact  du  troisième  ordre,  sont  situés  sur  une 
hypocycloïde  à  cinq  points  de  rebroussement,  qui  sont  situés  sur 

un  cercle  de  rayon  -  r.  Le  centre  de  ce  cercle  ou  le  point  de 

concours  des  cinq  tangentes  de  rebroussement  est  le  point  milieu 
de  la  droite  ms^  s  étant  le  milieu  (*)  de  la  tangente  donnée. 

30.  En  un  point  P  de  la  courbe,  celle-ci  est  touchée  par  une 
infinité  de  coniques  ayant  un  contact  du  premier  ordre;  les 
centres  de  toutes  celles  qui  ont  avec^ï{.\  un  contact  du  second 
ordre  ont  pour  lieu  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements, 
dont  le  cercle  a  pour  rayon  7.r  et  pour  centre  le  milieu  de  la 
tangente  fixe  [en  P). 

31.  Il  y  a,  de  plus,  une  infinité  de  coniques  ayant,  en  un  point 
P  rfe  HJ,  li/i  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe;  le  lieu  des 
centres  de  celles  qui  touchent  encore  la  courbe  en  un  autre  point 
est  encore  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  (Hj),  dont 
le  point  de  symétrie  divise  extérieurement  la  droite  ms  [s  étant 


(  *  )  Pour  notre  courbe,  cette  conique  est  toujours  une  ellipse. 
(*)  C'est  ainsi  que  Steiner  appelle  celui   des  points  d'intersection  de  r,  avec  le 
cercle  m*  par  lequel  ne  passe  pas  la  tangente  perpendiculaire  à  i^. 
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le  MILIEU  de  la  tangente  fixe  e/i  P)  dans  le  rapport  rfe  3  :  i,  et 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  r. 

32.  Zé€S  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  deux  tan^ 
gentes  données  de  H]  et  qui,  de  plus,  ont  avec  cette  courbe  un 
contact  du  second  ordre  ont  pour  lieu  une  hypocjcloïde  à  quatre 
rebroussements,  dont  le  centre  est  le  point  milieu  de  la  distance 
des  MILIEUX  des  deux  tangentes  fixes,  et  dont  les  sommets  sont 

situés  sur  un  cercle  de  rayon  —  • 

33.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  trois  tan- 
gentes données  d'une  courbe  HJ  ef  qui  touchent  encore  celle-ci  en 
un  autre  point  ont  pour  lieu  une  nouv^elle  courbe  HJ ,  dont  les 

sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  —  et  dont  le  centre  est 

au  milieu  de  la  droite  qui  joint  m  au  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  des  trois  tangentes  données. 

Si  par  un  point  de  la  courbe  on  mène  une  parallèle  à  Taxe  de  la 
parabole  qui  a  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
courbe,  on  peut,  avec  Cayley,  appeler  cette  droite  Vaxe  de  déifia- 
tion  (  *  )  pour  ce  point  de  la  courbe.  On  a  alors  ce  théorème  : 

34.  Les  axes  de  déifiât  ion  pour  tous  les  points  de  notre  courbe  H] 
enveloppent  une  épicycloïde  à  six  rebroussements,  ayant  pour 
centre  m,  et   dont  les  sommets  se   trompent  sur   un    cercle  de 

3r 
rayon  — • 

On  trouve  aussi  a  priori  que  cette  courbe  coïncide  avec  celle  du 
théorème  28. 

35.  Le  paramètre  de  la  parabole  y^  =  2px  ayant  en  P  un 
contact  du  troisième  ordre  est 

2p  =  4^(sin3|i)*, 


(')  f'oir  ausfti  Transon,  Journal  de  Liouville,  t.  VI,  i8^i. 
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(i  étant  l'angle  de  la  tangente  en  P  auec  une  des  tangentes  de  re- 
broussement, 

36.  Les  Joyers  des  paraboles  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  ont  pour  lieu  une  épicycloïde  à  trois  points  de  rebrousse- 
ment,  lesquels  coïncident  av^ec  ceux  de  \\\. 


SUR  UN  NOUVEL  APPAREIL  A  UGNE  DROITE  DE  M.  HART  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society 
(vol.  VIII,  p.  288),  M.  Hart,  qui  avait  déjà  trouvé  un  premier 
système  articulé  réalisant  avec  cinq  tiges  seulement  la  description 
mécanique  de  la  ligne  droite,  a  fait  connaître  une  nouvelle  solution 
du  même  problème  dans  laquelle  il  emploie  le  même  nombre  de 
tiges.  Le  nouvel    appareil    de  M.  Hart,  tout  à  fait   différent  du 


premier,  nous  paraît  oflrir  le  plus  grand  intérêt.  Récemment 
M.  Kcmpe  Ta  retrouvé,  en  étudiant  uae  question  plus  générale 
sur  laquelle  nous  aurons  Toccasion  de  revenir  (  *  ).  Pour  le  moment, 
nous  nous  proposons  d'exposer  la  méthode  de  M.  Hart,  en  la  géné- 


f  *  )  A.-B.  Kempe,  On  conjugale  Four-piece  Linkages  {Proceedings  of  the  London  Ma' 
thematical  Societjr,  vol.  IX,  p.   i33,  n«  132). 
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ralisant  quelque  peu  et  en  mettant  en  .évidence  quelques  consé- 
quences très-simples  des  résultais  obtenus  par  l'auteur 

Soit  ÂBCDP  un  pentagone  articulé  fixé  par  les  deux  sommets 
A  et  B.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  deux  paramètres-, 
par  exemple,  on  peut  prendre  arbitrairement  les  angles  en  A  et 
en  B  9  nous  achèverons  de  déterminer  ce  mouvement  par  la  condi- 
tion que  les  angles  en  C  et  en  D  soient  égaux.  Nous  allons  voir  que 
cette  condition,  qu'il  serait  difficile  de  réaliser  mécaniquement, 
peut  être  remplacée  par  celle-ci,  que  deux  points  H,  E  convena- 
blement choisis  sur  AD  et  sur  BC  soient  maintenus  à  une  distance 
constante  et  par  conséquent  reliés  par  une  tige  de  longueur  conve- 
nable. 

En  effet,  déterminons  un  point  H  sur  AD,  par  la  condition 

DH       PC 
PD""CB* 

Les  deux  triangles  PHD,  PCB^  ayant  les  angles  C  et  D  égaux  par 
hypothèse,  seront  semblables  -,  on  aura  donc 


pH_Pp_PH 
PC  "~  CB  ■"  PB 


(  2 }  angle  HPD  =  angle  PBC. . 

De  même,  déterminons  un  point  E  sur  BC  par  la  condition 

CE      PD 
PC  ""AD* 

Les  deux  triangles  PDA,  PCE  seront  semblables,  et  Ton  aura 

—  —  —  — — 
'    '  PD""AD  ""  AP' 

(  4  )  angle  APD  =  angle  PEC. 

Je  vais  démontrer  que  les  points  H  et  E  sont  à  une  distance  inva- 
riable. Mais  auparavant  je  désignerai,  pour  plus  de  netteté,  par  des 
lettres  les  différents  segments  de  la  figure.  Posons 

AB  =  a,     AH  =  b,     UJ)  =  b',     DP  =  (3, 
BE  =  c,      EC  =  c',     CP  =  7. 

BmU.  des  Sciences  maihém,,  i*  Série,  t.  III.  (Avril  1879.)  I  I 
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Les  égalités  (i),  (3)  nous  donnent,  entre  ces  lignes,  les  relations 

d*où  Ton  déduit 
Posons 

(5)  6'-=:  bk^      c'=zck^ 

on  aura 

(6)  Py=ibck{i-hk), 

et  des  égalités  (i)  et  (3)  on  déduira  aussi 

(n)  PH_         p  PE_        7 

^'^  PB        £r(i-+-)t)'      PA        b(i-^k) 

Cela  posé,  en  vertu  des  équations  (a),  (4))  les  angles  APH,  BPE 
sont  égaux  comme  difierences  d'angles  égaux,  et,  par  conséquent, 
les  angles  en  P  des  deux  triangles  HPE,  APB  sont  aussi  égaux.  On 
aura  donc,  en  désignant  par  P  leur  valeur  conunune, 

HÊ' =  PH* -4- PÊ*  —  :2  PH .  PÊ  cosP , 

AB  =:PÏ  -f-PB  —  2PA.PBcosP. 

En  éliminant  le  cosinus  inconnu  et  remplaçant  PH,  PE  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (7),  on  trouve 

On  a  d'ailleurs,  dans  les  deux  triangles  APD,  BCP, 

ÂP*=l3*-4-Z»*(n-A-)»— r2^(n-A-)pcosô, 

BP  =r:7*-4-c*(n- A:)*— 2c(i-f-Â:)7COSÔ, 

9  désignant  la  valeur  commune  des  angles  C  et  D.  Eliminant  9,  on 
trouve 

(8)  cyPÂ*—  i»|3PB*=(Z»7  — c|3)6c(i-+- A:) 

el,  par  conséquent,  on  a 


bc[\-^k)  I-+-A 
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HE  est  donc  constant,  comme  il  fallait  le  démontrer,  et,  en  dési- 
gnant par  d  sa  valeur,  on  a 

Ainsi,  l'on  pourra  produire  ce  mouvement  particulier  du  penta- 
gone articulé,  dans  lequel  les  angles  C  et  D  variables  sont  con- 
stamment égaux,  en  réunissant  les  deux  points  H  et  E  par  une  tige 
de  la  longueur  d  définie  par  Téquation  précédente. 

Mais  alors  l'équation  (8),  donnant  une  relation  entre  les  dis- 
tances du  point  P  aux  deux  points  fixes  Â  et  B,  est  l'équation  du 
lieu  du  point  P;  ce  lieu  est,  en  général,  un  cercle  ayant  son  centre 
sur  la  droite  ÂB. 

Si  dans  l'équation  (8)  on  remplace  PA,  PB  en  fonction  de  PH, 
PE,  on  est  conduit  à  l'équation 

et  l'on  voit  que,  si  au  lieu  de  fixer  A  et  B  on  fixait  H  et  E,  le  lieu 
de  P  serait  encore  un  cercle  ayant  son  centre  sur  HE.  En  étudiant 
plus  complètement  cette  figure,  on  retrouverait  les  systèmes  de 
deux  quadrilatères  semblables  considérés  par  M.  Kempe  dans  le 
Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité. 
Si  l'on  a 

(10)  C7=:613, 

l'équation  (  8  )  deviendra 

y 

et  le  lieu  du  point  P  deviendra  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 
C'est  le  résultat  signalé  d'abord  par  M.  Hart.  On  a  alors 


('•) 


/-  ^^ 

^~a«       d'' 

acd 

bd^ 

b  -\-b'— -, 

«2  —  rf* 

abd 
a^—  d* 

cd^ 

^-««-.rf^' 

C-   -t"    C     —                          • 

a^—  fp 

1 1 

i4« 
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Cette  remarquable  ftoiutîoii  laisse  donc  entièrement 
quatre  c/>téf  du  quadrilatère  articulé  ABEH.  Le  lien  da 
alors  défini  par  Téquation 


poiMP 


PA  —  PB  = 


a^  —  eP 


On  voit  que,  si  la  théorie  est  un  peu  longue,  le  résultat  est  extrê- 
mement simple. 

Dans  cet  appareil ,  le  mouvement  de  PD  est  celui  d'une  drnie 
dont  un  point  D  décrit  un  cercle  pendant  qu'un  autre  point  P  décrit 
une  droite.  Cherchons  si  Ton  peut  disposer  des  dimensions  des 
diflférentcs  tiges  de  telle  manière  que  tous  les  points  de  cette 
droite  décrivent  des  ellipses.  Il  faudra  pour  cela  :  i®  que  la  droite 
décrite  par  le  point  P  passe  en  Â^  2^  que  PD  =  AD. 

En  exprimant  ces  deux  conditions,  on  trouve 


et,  par  conséquent, 


c«— ^«=a«  — r/«,     ba  =  cd. 


b=zd^     ezzza. 


Alors  l'appareil  otîre  la  disposition  indiquée  sur  la  figure.  On  a 

AH  =  HE,     AB  =  BE,     AD  =  DP,     PC  =  CE. 
Si  Ton  prolonge  DP  d'une  longueur  DQ  =  DP,  le  point  Q  décrit  la 

Fiff.  a. 


droite  AU.  I^e  mouvement  de  la  barre  PQ  est  dimc  cdvi 
droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  gUsscml. 
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droites  rectangulaires.  Tous  les  points  invariablement  liés  à  PQ  et 
d'où  Ton  voit  PQ  sous  un  angle  droit  décriront  des  droites  passant 
par  A.  Les  points  de  PQ  décrivent  des  ellipses. 

Les  collections  de  la  Faculté  des  Sciences  contiennent  un  très- 
beau  modèle  de  cet  appareil,  exécute  par  M.  Bréguet.  Ce  modèle 
est  disposé  de  telle  manière,  qu'au  lieu  de  fixer  les  points  A,  B  on 
peut  fixer  les  points  P  et  D.  Alors  tous  les  points  de  la  droite  AB, 
devenue  mobile,  décrivent  des  limaçons  de  Pascal. 

L'ellipse  et  le  limaçon  de  Pascal  sont  donc  des  courbes  que  Ton  r 
p4îut  décrire,  comme  la  ligne  droite,  par  l'emploi  de  cinq  tiges  seule- 
ment. 

Voilà  donc  une  première  conséquence  des  recherches  de  M.  Hart. 

Fîg.  3. 


En  voîci  une  seconde  que  nous  nous  contenterons  d'indiquer  en 
quelques  mots. 

Considérons  Thexagone  articulé  A BDB'A'C  A,  dont  les  points  A, 
B  sont  fixes.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  trois  para- 
mètres. Achevons  de  le  déterminer  par  la  condition  que  les  angles 
C,  D  soient  égaux  et  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB.  Je  dis  que 
ces  deux  conditions  peuvent  être  remplacées  par  celle-ci,  que 
deux  points  N  et  P  convenablement  choisis  sur  AC,  BD  soient  à 
une  distance  invariable  ainsi  que  deux  points  N'P'  pris  sur  A'C, 
B'D. 

En  effet,  menons,  par  A',  A'E  égale  et  parallèle  à  B'D,  puis  EK 
égale  et  parallèle  à  DB.  La  figure  A'EKAC  sera  un  pentagone 
identique  h  celui  dont  nous  avons  étudié  le  mouvement,  les  angles 
en  C  et  en  E  étant  égaux.  Il  y  aura  donc  deux  points  M  et  L  sur 
EK  et  ACqui  seront  à  une  distance  invariable.  Si  l'on  prolonge  AL 
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jusqu'en  P,  et  qu'on  mèneNT  parallèle  à  AJL,  le  qnadriaicre  >PBA 
sera  homothélique  au  (|uadrilatèfe  AKJL31.  On  anra 


yP      AK       AB— A'B 


tw»r 


IM         AB  AB  ' 

>P  sera  donc  constant  comme  L3I. 

Par  raison  de  symétrie,  ou  en  repétant  le  même  raisonnement^ 
on  reconnaît  qu'il  j  a  de  même  deux  points  W^  P^  sur  A'C,  B^D  qui 
demeurent  a  une  distance  invariable,  en  sorte  que  le  mouTcment 
de  l'hexagone  sera  déterminé  si  l'on  réunit  par  des  tiges  de 
longueurs  convenables  ces  couples  de  points  (N,  P),  (  V^P'). 

Du  reste,  si  les  proportions  des  côtés  de  Thexagone  et  par  con- 
séquent celles  des  côtés  du  pentagone  A^C AKE  sont  convenable- 
ment choisies,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


AX.CA  =  B'D.DB, 

le  point  A^  décrira  une  droite  perpendiculaire  à  AB;  il  en  sera 
de  même  de  tous  les  points  de  A^B^.  On  aura  donc  réalisé  le 
mouvement  d'une  droite  demeurant  toujours  horizontale  pendant 
que  tous  SCS  points  décrivent  des  verticales  (^  ). 

11  est  clair  que,  si  Ton  réunit  dans  Tespacedeux  appareils  égaux 
de  ce  genre,  situés  dans  deux  plans  verticaux  faisant  im  angle  quel- 
conque et  reliés  par  leurs  points  A^  de  telle  manière  que  les  deux 

(')  Voici  quellef  tont  1m  dimensions  des  dillërentes  tiges.  Posons. 

CA  a=  )3,      DB  =  y,       AB  =  a, 
CA'=y3',    DB'=/,    A'B'^tf'. 


On  devra  avoir 
et  l'on  trouvera 


iS^'^  r/. 


AN  " 


a  —  a  y  a  —  a  p  y 

a  —  a  '/  a  —  a'  f  y 

Au  reste,  les  deux  quadrilatères  ABPN,  A'B'P'N'  sont  semblables,  les  côtés 
logues  étant  AB  et  IV' P',  AB'  et  NP,  A' IV'  et  BP,  AN  et  B'F.  Les  lignes  ]!fp, 
sont  parallèles,  comme  AB  et  A'B'.  La  théorie  de  cette  figure  peut  égAlemoii 
tacher  aux  belles  recherches  de  M.  Kerope« 
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points  A'  décrivent  la  même  droite,  les  deux  droites  A'B'  déter- 
mineront un  plan  horizontal  dont  tous  les  points  décriront  des 
verticales.  On  pourra  poser  une  table  sur  ces  droites,  et  Ton  aura 
ainsi  la  disposition,  la  plus  simple  connue,  permettant  de  réaliser 
un  mouvement  parallèle  dont  les  applications  sont  évidemment  très- 
variées. 


RECHERCHES  SUR  UN  STSTËME  ARTICULE; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  le  n**  i33  des  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society  (t.  IX,  p.  i33),  M.  Kempe  a  publié  des  recherches  très- 
intéressantes  sur  un  système  articulé  dont  voici  la  définition.  Con- 
sidérons deux  quadrilatères  articulés  MNPQ,  Mi  N|  P|  Qi  reliés  aux 
points  A,  B,  Cy  D  par  des  tiges  de  longueur  invariable,  comme 
rindique  Isijîg.  i.  On  voit  que  la  figure  présentera  huit  triangles 

Fig.   1. 


invariables,  savoir  les  quatre  triangles  MAJV,  NBP,  PCQ,  QDM 
construits  sur  les  côtés  du  quadrilatère  MJNPQ  et  les  quatre 
triangles  M|  AN|,N|BPo  P|CQ|,  Q/DMi  reliés  de  même  aux  côtés 
du  quadrilatère  M|  N|  P^  Q^.  Il  est  clair  qu'une  telle  figure  formera 
en  général  un  solide  invariable  et  qu'il  sera  impossible  de  la  dé- 
former. En  effet,  supposons  qu'on  parte  d'une  position  quelconque 
du  quadrilatère  articulé  MNPQ.  On  pourra  construire  les  points 
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A,  B,  C,  D,  qui  sont  à  des  distances  connues  de  deux  des  points 
M,  N,  P,  Q,  puis  les  points  M|,  N|,  P|,  Qi,  qui  sont  aussi  à  des 
distances  données  de  deux  des  points  A,  B,  C,  D  précédemment 
déterminés.  Les  points  M|,N|,  P|^  Qi  une  fois  connus,  il  restera 
À  exprimer  que  les  longueurs  M|N|,  N|P|,  PiQi,  QiMf  ont  des 
valeurs  données,  ce  qui  conduit  à  quatre  équations.  Or,  quand  le 
quadrilatère  MNPQ  se  déforme,  on  ne  dispose  que  d'une  arbitraire, 
l'un  de  ses  angles.  Si  les  quatre  équations  auxquelles  on  est  ainsi 
conduit  sont  satisfaites  par  des  valeurs  convenables  de  cette  in- 
connue, on  pourra  construire  une  ou  plusieurs  positions  de  la 
figure  ;  mais,  si  Ton  veut  que  cette  figure  puisse  se  déformer,  il 
faudra  que  ces  équations  se  réduisent  toutes  à  des  identités. 

M.  Kempe  s'est  occupé  du  seul  cas  intéressant,  de  celui  où  les 
équations  sont  des  identités  et  où  par  conséquent  la  déformation  de 
la  figure  est  possible.  En  employant  une  méthode  très-ingénieuse, 
il  a  deviné  un  grand  nombre  de  solutions  d'un  problème  qui,  à 
priori,  pourrait  paraître  n'en  avoir  aucune.  Néanmoins,  il  m'a 
semblé  qu'il  serait  intéressant  de  résoudre  d'une  manière  complète 
la  question  proposée  par  M.  Kempe.  D'abord  la  solution  en  offre 
un  grand  intérêt,  et  elle  permet  de  rattacher  à  une  théorie  générale 
les  deux  seuls  appareils  connus,  dus  tous  les  deux  à  M.  Hart,  au 
moyen  desquels  on  peut  décrire  une  ligne  droite  en  employant 
cinq  tiges  seulement.  En  second  lieu,  le  problème  est  si  compliqué 
et  les  équations  qui  expriment  les  liaisons  des  difiereuts  points  sont 
si  nombreuses,  qu'on  peut  espérer  de  trouver,  en  le  résolvant,  une 
méthode  propre  à  donner  la  solution  des  autres  problèmes 
généraux  qui  se  présentent  en  si  grand  nombre  dans  la  théorie  des 
systèmes  articulés. 

La  marche  que  j'ai  adoptée  repose  d'une  part  sur  l'emploi  des 
grandeurs  géométriques  dans  le  plan  et  sur  leur  expression  bien 
connue  au  moyen  d'une  variable  complexe,  et  d'autre  part  sur  les 
recherches  que  j'ai  publiées  récemment  et  d'après  lesquelles  la 
théorie  du  quadrilatère  articulé  est  identique  à  celle  d'une  cubique 
plane,  que  j'appellerai  cubique  associée  au  quadrilatère. 

Mais,  avant  de  commencer  ces  recherches  et  pour  les  rendre  plus 
faciles,  je  remarquerai  avec  M.  Kempe  une  espèce  de  symétrie  très- 
importante  que  présente  le  système  articulé.  On  peut  le  décom- 
poser de  trois  manières  différentes  en  deux  parties  ayant  la  même 
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relation.  Il  y  a  d'abord  la  décomposition  primitive  qui  dérive  de  la 
considération  des  deux  quadrilatères  articulés  MNPQ,  M|  N,  P<  Q, . 
Les  deux  séries  de  quatre  triangles  sont  alors  rattachées  aux  points 
A,  B,  C,  D.  Mais  on  peut  substituer  aux  deux  quadrilatères  pri- 
mitifs les  deux  suivants,  QCQi  D  et  N  BN|  Â,  et  Ton  aura  la  même 
déGnition  de  la  figure  qu*avec  les  deux  premiers  quadrilatères.  Les 
triangles  QPC,  CPiQi,  QiMiD,  DMQ,  construits  sur  les  côtés 
du  premier,  devront  se  rattacher  par  leurs  sommets  libres  P,  P| ,  Mi ,  M 
aux  triangles  NPB,  BPiNi,  N|  M|  A,  AMN,  construits  sur  les  côtés 
homologues  du  second  quadrilatère.  On  obtient  de  même  une 
troisième  définition  delà  figure  au  moyen  des  quadrilatères  PCP|  B 
etMDM,  A.  Les  triangles  PQC,  CQ,  P| ,  P|  N,  B,  BNP,  construits 
sur  les  côtés  du  premier,  devront  être  rattachés  par  les  sommets 
Q,Q,, N,,NauxtrianglesMQD,DQ,M<,  M,  N,  A,  ANM,  construits 
sur  les  côtés  du  second.  Il  y  a  donc  six  quadrilatères  articulés*,  con- 
jugués deux  à  deux,  qui  sont  indiqués  dans  le  Tableau  suivant,  leurs 
sommets  homologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre  : 

M     N      P     Q,         Mj     Ni     P,     Q„         ABC      D, 
M     D     M,     A,  PC      Pi      B,  Q     Q,     N»     N, 

Q     C     Qi     D,  N       B     Ni     A,  P     P,     M,     M. 

La  dernière  ligne  verticale  contient  les  quadrilatères  des  points 
d'attache  des  triangles. 

?iious  emploierons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  la  notion  des 
grandeurs  géométriques,  c'est-à-dire  que,  étant  donnés  deux  points 
A  etB,  nous  désignerons  par  AB  la  grandeur  complexe  joe'**,  où  p  est 

la  distance  des  deux  points  que  nous  désignerons  aussi  par  AB  ou 
gr.  AB,  et  o)  l'angle  que  fait  AB,  prise  dans  le  sens  AB,  avec  un  axe 
fixe  du  plan.  D'après  cela,  si  un  triangle  invariable  ABC  se  meut 
dans  son  plan,  les  trois  côtés  seront  représentés  par  les  expressions 

AB  =  /ic"*,     BC  =  a'  e'-,     CA  =  fl^'e'-, 

où  o)  seul  est  variable  et  où  a,  a',  a^'  sont  des  constantes  complexes 
liées  par  Téquation 

a-^  a!  '\-a"  =  o; 

si  Ton  prend  pour  a  la  longueur  de  AB,  a>  sera  l'angle  de  AB  et  de 
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Taxe  fixe,  et  Ton  pourra  adopter  les  expressions 

(a)  AB=zne^\     AC  =  <ia'<?'-,     CB  =  ù{i  —  a')e*''. 

On  aura  alors 

(3)  AC^^,^^^^ 

AB  AB 

L'aire  du  triangle  ÂBC  sera  donnée  par  la  formule 

(4)  aireABC=:- «*(«'- a'), 

0^  désignant  la  quantité  conjuguée  de  a'.  Quand  i/  sera  réel,  les 
trois  points  seront  en  ligne  droite.  Pour  abréger  l'écriture,  nous 
désignerons  les  exponentielles  telles  quee'*'  par  des  lettres  t,  u,  0  et 
nous  dirons  que  e'**  est  t exponentielle  de  (ù.  Je  n'insiste  pas  sur 
toutes  ces  remarques  très-connues;  on  sait  que  la  considération  de 
ces  grandeurs  géométriques  constitue  la  méthode  des  équipollences 
de  M.  Bellavitis. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  désignons  par  a,  &,  c,d 
les  côtés  du  quadrilatère  articulé  MNPQ,  par  ^,  tf^  i"^  t!"  les  expo- 
nentielles des  angles  qu'ils  forment  avec  l'axe  choisi.  Nous  aurons 
les  équations 

at  -f-  ht'  -t-  et"  +  tif  z=  o, 

(5)  \  a         b  r  d 

t        t'         t"        i!^ 

Désignons  de  même  par  a^ ,  &i ,  c^ ,  ^i  les  côtés  homologues  du  qua- 
drilatère M|  N,  P|  Qi  et  par  u,  u',  a'^,  «'"les  exponentielles  des  angles 
qu'ils  forment  avec  l'axe.  Nous  aurons 

flj  u  -+-  b^  u'  -*-  Cj  //"  -4-  </|  w*'  =  o, 

! -,  H-  —  +-i^  =  o. 

u         u         u  u 

Le  côté  MN  étant  représenté  par  at^  on  aura  de  même,  en  désignant 
par  al  une  constante  complexe, 

MA  z^  aa't,     AN  ~  a  (  i  —  «')/. 
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/  MA  z=zan'e, 

AN  =£1(1  — a')/, 

M,A=::ûi<ï'j«, 


BP    =^(1  — A')/', 

NiB=:At^>', 


'.  y  I 


cc't\ 


AN,  =:a,(i-«'Jii,     W,=b,[i-b\)u\ 

DQ  =dd'r, 

DM   =:rf(i  — r/')r, 
QlDrrr^jé/jW'*', 


PC     : 

CQ   z=c(i  — c')/^ 
P,C  =c^cJ«^ 


CQi  =£rt(i  — c,)a%     DMj  =  rf,(i  — e^,)«^ 

II  nous  reste  à  exprimer  toutes  les  liaisons  de  la  figure.  Pour  cela, 
il  suflira  évidemment  d'écrire  que  le  quadrilatère  ÂBCD  formé  par 
les  sommets  libres  des  triangles  liés  à  MNPQ  est  identique  au 
([uadrilatère  analogue  formé  avec  les  sommets  libres  des  triangles 
liés  à  M|  N|  Pf  Qi,  ce  qui  donne  les  quatre  équations 

b{i^b')t'-h  cef  =r  Al  (1  -  b\]^  +  ci^;  «"  =  Bc, 


\d[x-^d)t 


-+-aa't  =^,  (i  — r/Ji«*'-f- 


a^a^  u 


DA, 


auxquelles  il  faudra  joindre  celles  qu'on  obtient  en  remplaçant  les 

imaginaires  par  leurs  conjuguées.  -9  -  sont  les  conjuguées  de  f,  u; 

si  nous  désignons  par  a',  P',  ...  les  conjuguées  de  a',  b\  ,,.,  nous 
devrons  avoir 


/^^('-«') 
/ 


b?'  __a,{t-u',)   .  é.jy, 


\\)l 


f" 

d{,-S') 


t' 

I 

cy 

Ir 

t!" 
t 


u  u 


II 


W  U 


u 


II 


u 


a 


u 


En  tenant  compte  des  relations  (5)  et  (6),  les  équations  (8)  et  (9) 
(dont  la  somme  est  nulle)  se  réduisent  à  six  relations  distinctes. 
On  a  donc  en  tout  à  satisfaire  à  dix  équations  et  Ton  dispose  seule- 
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ment  de  sept  inconnues  -»...,-,...,  dont  l'une  même  devra  rester 

arbitraire.  U  faudra  donc  que  quatre  des  équations  soient  la  con- 
séquence des  six  autres.  Telle  est  la  question  d* Analyse  à  laquelle 
le  problème  se  trouve  ramené. 

Les  équations  (5)  et  (6)  expriment  que  les  sommes  des  pro- 
jections sur  une  droite  quelconque  des  côtés  des  quadrilatères 
MNPQ,  M|N|  P|Q<  sont  nulles;  en  d'autres  termes,  elles  sont  la 
traduction  analytique  des  équations 

MN  -f-  NP  -f-  PQ  4-  QM  =  o, 
Ml  N, -4- Ni  Pj -h  Pj  Qi -+- Qi  Ml  =  o. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  autres  équations  (8),  (9)  se  rat- 
tachent de  la  même  manière  aux  quatre  autres  quadrilatères  du 
système  articulé.  Ainsi,  la  première  des  équations  (8)  jointe  à  sa 
conjuguée  exprime  l'identité 

AN  -f-  NB  -f-  BNi  -f-Ni  A  =  o, 

qui  est  évidente  sur  la^^.  i . 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  les  lettres  T  et  U  respective- 
ment les  quadrilatères  MNPQ,  M|NiP,  Qi,  et  nous  appellerons 
aussi  cubique  T  et  cubique  U  les  deux  cubiques  associées  à  ces 
quadrilatères,  et  qui  sont  représentées  par  les  équations  (5)  et  (6), 
où  l'on  regarde  les  variables  f,  ^,  «'',  t'"  et  u,  u',  a",  vl"  comme  les 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace.  Je  vais  d'abord  énoncer 
quelques  lemmes  simples  sur  la  cubique  liée  à  un  quadrilatère. 


I. 

Dans  le  travail  auquel  j'ai  déjà  fait  allusion  (  '  ),  j'ai  montré  que 
la  théorie  du  quadrilatère  articulé,  étant  tout  entière  contenue 
dans  les  deux  équations 

at  •+•  A^-4-  cil'  4-  dt'"z=:,  o, 
(to)  \  a       h       e       d 

(')  Voir  Bulletin,  p.  109  de  ce  tome. 
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est  équivalente  à  celle  de  la  cubique  plane  représentée  par  ces 
équations.  Cette  cubique  est  indécomposable,  sauf  dans  le  cas  par- 
ticulier où  deux  des  côtés  a^b^  c^  d  sont  égaux  aux  deux  autres.  Si 
l'on  élimine  t!"  entre  les  équations  précédentes,  on  aura 


(.,,a*(^^.^+..(^+Ç)+^^  +  Ç) 


-+-a'-4-^'-4-c'  —  ^=0, 


et  il  résulte  de  là  cette  première  conséquence  : 

Tant  que  deux  côtés  du  quadrilatère  ne  seront  pas  égaux  aux 
deux  autres  y  il  ne  pourra  exister  aucune  relation  d'un  degré  in^ 
férieur  au  troisième  entre  trois  des  quantités  t^  ^,  t!'^  t'"^  et^  si  ton 
a  trouvé  une  telle  relation^  par  exemple  entre  t^  f',  t"^  elle  devra 
être  identique  à  l'équation  (  1 1)- 

Cette  proposition  ne  subsiste  plus  quand  la  cubique  est  décom- 
posable.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  a  =  6,  c  =  d. 
L'équation  (11)  peut  s'écrire 

a[t-[-tfYe'-he[t  +  ^)tlf-^-e(r^{t-{-f)  —  o, 

et  elle  se  décompose,  le  facteur  £  +  ^  étant  mis  en  évidence.  Ce 
facteur  ne  sera  nul  que  si  le  quadrilatère  prend  ce  mouvement  par- 
ticulier dans  lequel  les  deux  côtés  égaux  a  et  6  sont  parallèles  et  de 
sens  contraires.  Si  donc  ces  côtés  sont  opposés,  le  quadrilatère  sera 
nn  parallélogramme.  S'ils  sont  adjacents  ils  coïncideront,  ainsi  que 
les  côtés  c  et  d^  et  l'on  n'aura  plus  un  véritable  quadrilatère.  En 
laissant  de  côté  le  facteur  £  +  ^^  on  obtient  l'équation 

équivalente  à  la  suivante 

(i3)  //'=/V, 

qui  correspond  au  mouvement  dans  lequel  le  quadrilatère  affecte  la 
forme,  soit  d'un  contre^parallélogramme  si  a  et  &  sont  deux  côtés 
opposés,  soit  d'un  quadcflatère  bi-isoscèle  si  a  et  6  sont  adjacents. 
n  y  a  alors  une  infinité  de  relations  du  troisième  degré  entre 
t,  r,  lr.  Pour  les  obtenir,  il  suffira  évidemment  de  multiplier  le 
premier  membre  de  l'équation  (  i  a  )  par  un  polynôme  quelconque  du 
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premier  degré.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  parmi  toutes  ces  re- 
lations du  troisième  degré,  il  y  en  a  une  seule  de  la  forme 

c'est  la  relation  (la).  Il  y  en  a  aussi  une  seule  de  la  forme 

^(-;-ï)-(?-r)-(p-7)-°=°- 

c'est  celle  qu'on  obtient  en  multipliant  par  t  —  £^  le  premier 
membre  de  l'équation  (12)  et  qui  est 

''i^?-l)^'^-?)-^'[?-7)  =  ''- 

Il  suffit  évidemment  d'énoncer  ces  propositions,  dont  la  vérification 
est  immédiate^ 

On  peut  ajouter  les  remarques  suivantes  :  si,  entre  des  imaginaires 
exponentielles  variables  de  module  i  ou,  si  l'on  veut,  des  exponen- 
tielles e***  d'angles,  que  nous  désignons  par  ^,  u,  u',  u^,  on  a  une  re- 
lation linéaire  de  la  forme 

cette  relation  doit  se  réduire  à  l'une  des  formes 

u  =  le,    u  =  l'i\     .... 

En  effet,  en  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées,  on 
déduit  de  la  relation  précédente 

u      t       t!       t" 


•  •  * 


et,  en  multipliant  membre  à  membre, 

équation  qui  ne  peut  être  identique,  f,  £^,  tétant  quelconques,  que 

si  l'on  a 

IV  =  0,     /'X  =  0,     . . ., 

ce  qui  exige  que  toutes  les  quantités  /  moins  une  soient  nulles. 
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Plus  généralement,  si  t^  t\  t'\  tf^^  désignent  les  exponentielles 
des  angles  d'un  quadrilatère  articulé,  c'est-à-dire  sont  liées  par 
les  relations  (5),  toute  relation  de  la  forme 

u^u+tt'-^rt^-^rr, 

où  u  est  une  imaginaire  de  module  i ,  5e  ramène  à  l'une  desjormes 

u  =  lt,     u=Vt',     u  =  l'Yy     u  =  rt^. 

Commençons  par  démontrer  cette  proposition  pour  le  quadri- 
latère à  cubique  indécomposable.  Il  suffira  de  considérer  la 
relation 

;i4)  «  =  /£-f-/v-f-rr^ 

puisqu'on  peut  toujours  éliminer  tf''  au   moyen  de  la  première 
équation  (5). 
En  prenant  l'équation  conjuguée  de  l'équation  (14)9  on  aura 


et,  en  multipliant  membre  à  membre  pour  éliminer  u,  on  obtient  la 
relation 

'  k  tr         e         f 

Si  cette  relation  est  identique,  il  faut  que  deux  des  quantités  /,  l\  V 
soient  nulles,  et  l'on  a  une  des  trois  formes 


I  j  ut  J' 


U:=.lt^      U=:ft',      U=rt', 

si  elle  n'a  pas  lieu  identiquement,  elle  doit  être  identique  à  l'équa- 
tion (i  i),  ce  qui  donne  les  relations 

ab       ub        ac        ac         bc         bc 

et,  par  conséquent, 

1  —  -  —  ^  —  / 
a        c        b 
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et 

«  =  A(«/ -+.  5/' -^  rl^)  =r  —  Ai^r. 

La  proposition  est  donc  démontrée  ponr  le  quadrilatère  génênl. 

Si  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  elle  est  encore  Traie, 
car  alors  on  a,  par  exemple, 

et  par  suite 

£  et  ^  étant  indépendantes,  il  faut  que  cette  relation  se  ramène  à 
Tune  des  formes 

Enfin,  si  le  quadrilatère  est  tel  que  Ton  ait  a  =  &,  c  =  <f ,  et  que 
t,  l',  t*^  vérifient  l'équation  de  la  conique  (la),  il  faudra  queTéqua- 
tion  (i5)  soit  identique  i  celle  de  la  conique  (la)  multipliée  par 
un  facteur  quelconque  du  premier  degré  en  I,  l',  t*^  : 

On  verra  facilement  que  p  est  nul,  et  il  restera  les  équations 

IV  =  oji,      IX'  =  cm^     l'y  =  cwi, 

/'  >  =  am^     /^>  =  rm,     /^  V  =  cjt, 
qui  donnent 

a       c       a         ' 
et  par  suite 

Donc  la  proposition  est  établie  dans  tous  les  cas. 

Je  terminerai  ces  remarques  par  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  quadrilatère  articulé  dont  les  côtés  ont  pour 
exponentielles  t,  ^,  ^,  t^,  si  [on  a  trouvé  par  un  moyen  quelconque 
une  relation  linéaire  non  identique  de  lajorme 

at -^  hff  -^  cf  -=.  G, 

le  quadrilatère  est  un  parallélogramme. 

VéXi  effet,  c'est  seulement  dans  le  cas  du  parallélogramme  qu'il 
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existe,  en  dehors  de  la  première  des  équations  (5),  une  relation 
linéaire  entre  les  variables  f ,  £',  l",  l'". 


IL 

Nous  commencerons  l'étude  du  problème  proposé  en  traitant 
complètement  le  cas  oùTun  des  six  quadrilatères  conjugués  est  un 
parallélogramme.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

On  aura  alors  k  satisfaire  aux  équations 

a{i  —  a')t  -hbb'e'  =  ai(i^a\)u  ^  b^b\u\ 
b[i  —  b']i''^  ac't  z=z  b^{i  —  b\)u'  -^  c,c\u', 

—  a(i  —  c')t  —  bd't=  c,(i  —  c\)u''-hd^i/^u''y 

—  b[t  —  €t)i''h  aa't  =zd^[i^J^)ur -{-a^a^u. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que  le  quadrilatère  U  esttoujours,  comme 
le  quadrilatère  T,  un  parallélogramme. 

En  elTet,  si  des  deux  premières  équations  on  peut  tirer  t^  t'^  ces 
quantités  seront  de  la  forme 

f  ou  /'=:  /il  -h  /'  u'  -f-  l'u"^ 

et,  par  conséquent,  leurs  expressions  devront  contenir  un  seul 
terme. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  t  z=z  lu^  tf  =  lu!".  Ces  va- 
leurs devant  satisfaire  à  la  première  équation,  on  aura,  en  les  sub- 
stituant, une  relation  entre  i/,  i/,  u!"  qui  ne  sera  pas  identique, 
puisque  le  coefficient  de  u!"  ne  sera  pas  nul.  Donc,  d'après  un  des 
lemmes  établis  précédemment,  le  quadrilatère  sera  un  parallélo- 
gramme. Le  raisonnement  peut  se  faire  de  même  pour  tous  les 
systèmes  possibles  de  valeurs  de  t  et  de  /'.  Donc,  dans  ce  cas,  la  pro- 
position est  établie. 

Si  des  deux  premières  équations  on  ne  peut  pas  tirer  t  et  l!^  leur 
déterminant  étant   nul,   ou  pourra  les  éliminer  et  il   restera   une 

Bull,  des  Sciences  math.,  a*  série,  t.  III.  (Avril  1^79.)  12 
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relation   entre  i/,  u\   u".   Donc  encore  le  quadrilatère  L  est  on 
parallélogramme. 
Faisant 

nous  aurons  à  satisfaire  aux  équations 

^         b(i-^b']e^ac't  =      b,[x-^b\)u'-a,c\m, 
'*    ^  -a[i^c')t  -bd't-^-a,[\-c\)u  -^b,if^u\ 

—  b[\'-d']e^aa't  =  —  b^[i  —  d\)u'-Jt-a^a\tt, 

£,  l!^  U,  1/  étant  d'ailleurs  des  exponentielles  absolument  indépen- 
dantes. 

Les  équations  précédentes  peuvent  être  satisfaites  de  deox 
manières  diilérentes.  Supposons  d'abord  que  de  deux  quelconques 
d'entre  elles,  on  ne  puisse  pas  tirer  t^  tl.  Alors  elles  devront  se 
réduire  à  une  seule,  et,  en  exprimant  que  les  coefficients  des  variables 
sont  proportionnels,  on  obtiendra  sans  peine  les  relations 


(«)  {    ..  !-«'  .  I  —  C' 


fl'i  z=  a'  y     b\  z=  b\     c\  ■=.  c\     tt^  z=  d'^ 

0  = -f     a  — —, 

I  —  a'  —  c  1  —  a'  —  c 

qui  donnent  une  première  solution;  i/,  u!  seront  définis  en  fonction 
de  £,  l^par  la  première  des  relations  (16)  jointe  à  sa  conjuguée.  En 
posant 

I  1 

I  —  a  —  c'        ^         I  —  a   —  Y 

ces  relations  prennent  la  forme 


(«') 


(in    voit  qu'à  un  système  de  valeurs  /,   f  correspmident  deux 

«yKUNnien  de  valeurs  potu*  ii,  1/. 

V\i\\  (len  parallélogrammes  et  ses  quatre  tiiuigles 

(iAM«  U  //^.  '4. 


ai  -h  mbt' 

a^u 

H- 

6,11111' 

a 
7 

.-; 

— 

II 

-f- 

6,u 
II' 
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La  construction  géomclrique  n'offre  aucune  difficullé.  En  effet,  on 
a  ici 

BP  =  b{i—b')e\     PC  =3  lie'/, 

et  par  conséquent 

NB_BP 

AN  ""PC* 

Cette  équation  exprime  que  les  triangles  BPC,  KfîA  sont  directe- 
ment semblables.  On  voit  donc  que  Ton  peut  construire  très-aisé- 

Fig.  a. 


ment  la  figure  en  commençant  par  le  quadrilatère  ÂBCD.  Les 
divers  triangles  CPB,  ANB,  AMD,  DQC  sont  directement  sem- 
blables, les  sommets  homologues  étant  rangés  dans  le  môme  ordre 
dans  notre  manière  de  les  désigner.  Cette  première  solution  est 
celle  du  cas  V  de  M.  Kempe  (page  i^6  des  Proceedings). 

Revenons  aux  équations  (iti)et  supposons  maintenant  que,  de 
deux  d'entre  elles,  on  puisse  tirer  les  valeurs  de  f ,  l!  ;  ces  valeurs 
seront  nécessairement  de  la  Ibrme  suivante, 

Aa-I-B//, 

et  elles  devront,  comme  nous  Tavons  vu  (Lemme  I),  ne  Contenir 
qu'un  terme.  11  faudra  donc  que  Ton  ait 

ou 

u=zh't,       u^=  ht'. 
La  première  hypothèse  conduirait  à  la  solution  identique 

II,  =  11,     biz=b^     Il  =  t,     u'^=t', 

II. 
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Examinons  la  seconde.  INous  aurons,  en  exprimant  que  les  quatre 
équations  (i6)  sont  vérifiées, 

a[l-a')  =  b,h\h\  h[i-^b')  =  ^a,c\h, 

bb' z=z a,[\  ^  a\)h,  —ac'=       b,[\-b\]h\ 

a[i  -  c')  =  b,d[,h\  b[i  -d)  =  -  a,a\  //, 

bd^  =zax[\  —  c\)  /i,  aa'  =  —  ^,  (  i  —  tf^]  //', 


d'où  Ton  déduit 


I  —  £f 


I  — fl' 


(*) 


A.= 


1     b'    d' 

1 

"'        .       a'       c'' 

I      b' 

d- 

l^b'^d'" 

^'        I-     «'       c" 

-  (  I  —  a  — 

0'), 

a,=  t{b'  +  d-x] 

Ainsi,  dans  cette  deuxième  solution,  on  pourra  prendre  a',  b\  c/,  d 

Fiff.  3. 


arbitrairement,  c'est-à-dire  construire  des  triangles  de  forme  quel- 
conque sur  les  côtés  du  parallélogramme  MNPQ  \  h  et  h'  seront  alors 
définis  par  la  condition  que  les  valeurs  de  &i,  a^  soient  réelles  et 
positives.  Si  Ton  a,  par  exemple, 

/{',  qui  est  de  module  égal  à  i,  sera  e'*,  et  Ton  aura  6|  =  ap. 
Remarquons  que  les  six  quadrilatères  sont  ici  des  parallélograounes. 
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Les  équations  précédentes  donnent,  par  exemple,  AN|  -4-  BN  =  o, 
ce  qui  exprime  que  le  quadrilatère  AN|BN  est  un  parallélo- 
gramme. 

Le  système  entier  est  dessiné  dans  ^^Jig-  3.  Cette  solution  coïncide 
avec  le  cas  VI  de  M.  Kempe. 

Dans  la  suite,  nous  pourrons  donc  nous  dispenser  d'étudier  tous 
les  cas  où  un  seul  des  quadrilatères  conjugués  serait  un  parallélo- 
gramme. 

m. 

Nous  avons  maintenant  à  examiner  le  cas  général,  et  nous  allons 
chercher  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  que  les  équations 
(3),  (6),  (8),  (9)  soient  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes 
des  valeurs  des  t  et  des  u. 

Remarquons  d'abord  que  ces  équations  peuvent  être  considérées, 
toutes  les  fois  que  le  mouvement  de  la  figure  est  possible,  comme 
établissant  une  correspondance  entre  le  point  (f,  £',  t"^  f')  de  la 
cubique  T  liée  au  quadrilatère  T  et  le  point  (m,  u',  m",  u!")  de  la 
cubique  U  liée  au  quadrilatère  U.  Je  vais  d'abord  examiner  tous  les 
cas  où  cette  correspondance  est  uniforme,  c'est-à-dire  où  à  un 
point  de  chacune  des  courbes  correspond  un  seul  point  de  l'autre. 
Je  montrerai  ensuite  que  tous  les  autres  cas  peuvent  être  ramenés 
à  celui-là. 

Considérons  la  cubique  T  représentée  par  les  équations  (  5  )  et 
coupons-la  par  les  couiques  variables  C  définies  par  les  équations 

td  z=i  >^r,     at  4-  bt'  -4-  et!'  -+-  di"=  o  ; 
ces  coniques  rencontrent  la  cubique  en  quatre  points  fixes 

(/=o,   f  =  o],    (r  =  o,   tr=o). 

(/'=o,     f^o),     (r'=o,     /"=o),. 

et  en  deux  points  variables. 

De  même,  si  Ton  coupe  la  cubique  U  par  les  coniques  D  repré- 
sentées par  les  équations 

«»'  =  fiu'u''y     ifi  a  -+-  ^4  tt'  -f-  r,  u"  ■+-  rf,  «*'  =2  o, 
Uê  coniqpaqi  D  WJMWWil  U  c  'Higue  U  seulement  en  deux  points 
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variables.  D'après  cela,  si  à  la  conique  C  coupant  la  cubique  T  en 
un  point  m  on  fait  correspondre  la  conique  D  coupant  U  au 
point  n  correspondant  à  m,  on  voit  qu'à  chaque  conique  C  corres- 
pondront au  plus  deux  coniques  D,  et  réciproquement.  On  aura  donc 
entre  X  et  jcji  une  relation  de  la  forme 

(17)      ( A>*  -+-  B>  -h  C)  fx»  -h  (B'X*  H-  D>  H-  E)  iL^Cl^  -h  E'X  -h  F  =  o. 

Cela  posé,  je  remarque  que,  en  vertu  des  relations  (9),  au  point 

(  ^  =  o,  i'=  o)  de  la  cubique  T  correspond  le  point  de  U  pour  lequel 

on  a 

u'u^'  =z  o,     uu'^=i  o, 

si  Ton  prend  iz  =  o  ou  iz'  =  o,  la  première  des  équations  (8)  donne 
i/'=  o  ou  M  =  o.  On  ne  peut  donc  avoir  que  les  deux  points 

M  =  o,      u'  =0,      ou      tt"  =z  o,      u'"=  o. 

On  verra  de  même  que  les  deux  points  précédents  sont  les  seuls 
qui  puissent  correspondre  au  point  (/''=  o,  t'"=  o)  de  la  cubique  T. 
Comme  les  quatre  points  considérés  (t  =  o,l'=  o),(m  =  o,  ii'=o), ... 
ne  sont  jamais  des  points  doubles  des  cubiques  sur  lesquelles  ils 
sont  situés,  à  chacun  d'eux  correspond  un  seul  point.  On  ne  peut 
donc  avoir  que  les  deux  modes  de  coire«nondance 

{  (r  =0,    /'=o),         (u   =0,  1/'  =0), 
^'^^  I  (r"=o,  /^  =  o),         (tt"  =  o,  «^"  =  0), 

ou 

,        ,  i    ('    =0,    /'=:o),  («^  =  0,    U'^=0), 

'    -^^  I    (r^  =  0,    r  =  o),  (a=:0,    tt'    =:o). 

Dans  le  premier  cas,  on  voit  que  toutes  les  fois  que  X  deviendra 
nul,  ce  qui  aura  lieu  seulement  pour  {t  =  0,  f'=  o),  il  en  sera  de 
même  defx,  et  réciproquement.  De  même,  X  et  /x  deviendront  infinis 
en  même  temps. 

La  relation  (17)  doit  donc  donner  :  i**  deux  valeurs  nidlesdc 
[Â  j>our  X  =  o,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

E  =  o,     ¥  =  0; 

a®  deux  valeurs  nulles  de  X  pour  fx  =  o,  ce  qui  donne 

E'  1=  o  i 
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3®  deux  valeurs  infinies  de  fx  pour  la  valeur  x  de  A,  ce  qui  donne 

A=o,     B'  =  o; 

4^  deux  valeurs  infinies  de  X  pour  la  valeur  x  de  fx,  ce  qui  donne 

enfin 

B  =  o. 

Elle  prend  donc  la  forme 

Cfx»-+-DV  +  C'V=:o 
ou  plus  simplement 

Le  même  raisonnement,  appliqué  au  cas  où  la  correspondance  est 
établie  par  les  formules  (19),  nous  donnera 

// 
On  aura  donc  la  formule  unique 
c  désignant  db  1 ,  ou 

On  établirait   aisément  que  h^   doil   être   égal    à  H- 1  ;   mais  cela 
résultera  aussi  de  la  suite  du  raisonnement. 

Par  une  méthode  identique  à  la  précédente  on  établira  de  même 
les  équations 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  ces  équations,  établies  en  sup- 
posant les  cubiques  T  et  U  indécomposables,  subsistent  dans  tous 
les  cas. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  rt  =  i,  c  =  rf.  La  cubique  T 
se  décomposera  en  une  droite  et  en  la  conique  T',  dont  les  équations 
sont 

tt!  =  t'^t!",     at  '{-at'-h  et" -h  ctf^=  o. 

?fous  pouvous  rejeter  la  droite,  puisqu'à  ses  dillérents  points  cor- 
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rcspond  le  mouvement  dans  lequel  le  quadrilatère  demeure  un 
parallélogramme,  et  ce  cas  a  été  déjà  examine  ^  f ,  t!^  tP ^  f  vérifieront 
donc  les  équations  précédentes.  Je  dis  que  la  cubique  U  se  décom- 
pose aussi.  En  effet,  si  elle  ne  se  décomposait  pas,  m,  i/,  i/',  v!" 
pourraient  prendre  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  aux  points 
de  cette  cubique,  et,  en  particulier,  au  point  (  ix  =  o,  </'=  o)  devrait 
correspondre  un  point  de  la  conique  précédente  'P.  Or  cela  n'a  pas 
lieu,  car  nous  avons  vu  qu'au  point  (ix  =  o,  i/=  o)  ne  peut  cor- 
respondre que  l'un  des  deux  points  (^  =  o^tf=  o),  [tf  =  o,  £^^=0), 
et  aucun  de  ces  points  ne  se  trouve  sur  la  conique  T.  Ce  raisonne- 
ment, i/ui  s'applique  du  reste  au  cas  ou  la  correspondance  ces- 
serait d'être  uniforme,  montre  donc  que  la  cubique  U  se  décompose 
aussi  en  une  droite  et  en  une  conique.  La  droite  peut  être  rejetée, 
puisque  le  quadrilatère  U  ne  peut  être  un  parallélogramme.  Il  reste 
donc  à  prendre  la  conique,  qui  doit  être  représentée  par  une  des 
trois  équations 

Les  deux  dernières  doivent  être  rejetées,  car  les  coniques  corres- 
pondantes passeraient  par  le  point  (m  =  o,  m'  =  o),  ce  que  nous  ve- 
nons de  démontrer  être  impossible.  Il  reste  donc  la  conique 

On  voit  que  Ton  aura  encore  Téquation  (20) 


et  il  est  aisé  de  reconnaître,  en  appliquant  a  ce  cas  particulier  la 
méthode  générale,  que  les  équations  (21)  subsistent  encore  ici. 

En  résumé,  les  équations  (20),  (21)  ont  lieu  dans  tous  les  cas 
de  correspondance  uniforme. 

Résolvons-les,  en  faisant  successivement  toutes  les  hypothèses 
sur  Cl,  63,  €3.  Nous  aurons  les  solutions  suivantes  : 


(') 


t"=p"ô«"'. 


(11) 


,n> 


crBu 


If. 


t"  —  Oo"u'\ 
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(III)     {  *  (IV       {  ^     ' 

OÙ  6  est  une  variable  auxiliaire,  p,  /s',  p'',  p"'  des  constantes  incon- 
nues ;  t  désigne  toujours  ±  i .  Le  système  IV  se  déduit  du  système  II 
par  une  permutation  circulaire.  Il  reste  donc  seulement  trois  sys- 
tèmes de  solutions  à  examiner,  chacun  se  décomposant  en  deux . 
J'indique  d'abord  des  propriétés  communes  de  toutes  les  solutions. 
Considérons,  par  exemple,  le  premier  système  de  solutions.  De 
l'équation 

ai  H-  ht'  H-  et"  -{-  dt'^  =.0 
on  déduit 

apu^-\-  hp'  u!^  '\'  cp"  u"^  -\-  dp"  u^^^o. 

Or,  entre  les  quantités  u*  il  ne  peut  exister  d'autre  relation  li- 
néaire que 

On  a  donc 

fl,  __  ^  _  ^  _  ^1  ^ 
ap       bp'       cp"        dp" 

En  employant  de  même  l'équation 

a        h        c        d 

1 1 -4-  —  =  0, 


on  aura 


et,  par  conséquent,  on  doit  avoir 

—  '—  "—  "      —  =  —  =  —  =—  =  / 


k  étant  un  nombre  positif. 

La  présence  de  l'arbitraire  fl  dans  les  formules  permet  de  rem- 
placer toutes  les  quantités  p  par  i ,  et  Ton  a  les  formules  définitives 
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9  étant  évidemment  de'  module  égal  à  i,  comme  quolient  de  deux 
quantités  de  module  i .  On  a,  de  plus, 

En  d'autres  termes,  les  deux  quadrilatères  correspondants  sont 
directement  ou  inversement  semblables^  suivant  que  e  =  +  i  ou 
«  =  —  I. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  deux  autres  systèmes, 
pour  lesquels  on  aura 

(II) 


(III) 


ai  ^=2  kCj        6,  =  kd.        Cl  =  ka^        d^  =  kb. 


Nous  allons  examiner  successivement  les  diverses  solutions. 


IV. 

Je  commence  par  le  système  I  et  je  suppose  d'abord  e  =  i .  Ou  a 
alors 

iii  =  Iyi,      a,  =  kb^       r,  =■  kcj       1/,  =  kii. 

Les  équations  à  vériBer  sont 

a[^  _  a']t  -h  Wt' =1  ke[a[i -^  a\)t  4-  ^A\/'], 
*(l-^')l'-harV  =  itO[6(i-  ^)/'-+-cc;r]. 

Si  entix)  les  doux  premières  on  élimine  A'0,  on  est  conduit  à  la  rela- 
tion 

Si  U  cubiuuc  T  est  iiMlêcuuiposaUc.  cette  relation,  étant  du  second 


MELANGES.  171 


degré,  devra  cire  une  identité.  On  aura  donc 

et  par  suite 

a'  z=z  a\ ,     c'  =  c/, . 

La  première  des  équations  (22)  donne  alors 

A'0  =  i     ou     A-=:i,     0=11. 

Cest  une  solution  identique^  les  deux  quadrilatères  coïncident. 

La  même  conclusion  subsisterait  si  la  cubique  T  se  décomposait 
et  était  remplacée  par  la  conique 

car  alors  la  relation  entre  t^  (f^  t"  serait 

ai  -+-  at'  -h  ci^-h  c-jtz=o, 

et,  comme  cette  équation  ne  contient  pas  de  terme  en  f'-,  la  rela- 
tion (^3)  doit  encore  avoir  lieu  identiquement. 
La  conclusion  est  la  même  si  l'on  a  la  conique 

tf=t't\ 

ce  cas  se  ramenant  au  précédent  par  une  permutation  circulaire. 
n  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  Ton  a 

c'est-à-dire  où  le  quadrilatère  T  et  par  conséquent  le  quadrilatère  U 
sont  des  contre -parallélogrammes. 
La  relation  entre  f,  f',  t",  t^"  est  alors 

ate  -+-  bd^  H-  at'W  -+-  btt"  =  o, 

et,  en  écrivant  qu'elle  est  identique  à  la  relation  (aS),  on  aura 

~b^  t,  -  //   —  />»f  /A',  -  b',i"\, 

\  1  .  \  1  I         ' 
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d'où  résultent  d'abord  les  deux  relations,  ne  contenant  ni  a  ni  b^ 


a'  d^  h*  b\ 


I  —  b         I  —  6,         I  —  c         1  —  c, 
auxquelles  on  peut  joindre,  par  une  permutation  circulaire, 


Cj  d'  tty 


1  —  d!        \  —  dl^        I  —  a'        I  —  a\ 

Si  l'on  désigne  par  m,  n,  /?,  r  les  valeurs  communes  des  rapports 
égaux,  on  aura 

a!  -f-  mb'  =  m,     a\  -h  mb\  =  m, 
6'  -f-  ne'  =1  /i,      ^'j  -H  nc\  =  /i, 

{f  -^  ra'  z=z  r,        rf'j  -h  ra\  =  r; 


C  -^  pa  =Pt 


si  l'on  considérait  m,  /i,  /?,  /*  comme  donnés,  ces  équations  déter- 
mineraient af^  b\  c/,  d\  et,  par  suite,  on  aura 

tant  que  leur  déterminant  ne  sera  pas  nul.  La  solution  précédente 
devant  être  écartée,  il  faut  que  les  quatre  équations  (  25)  se  rédui- 
sent à  trois,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

mnpr  :;=  l ,      i  —  m  -1-  mn  —  mnp  =r  o. 
On  aura 

. ,        m  —  a'  .       nm  —  m  -^  a*         ^  , 

b' z=i >      c  ^=. 9      a  z=z  r — ra  ^ 

m  nm 

et  de  même  pour  b\^  c\^  d'^,  et  ces  valeurs,  portées  dans  celle 
des  équations  (a4)  ({tii  n'a  pas  été  employée,  donneront 

ô*  =r  à^mp^ 
et  par  suite 

à^  z=z  b^  nr. 

En  résumé,  les  équations  (sS),  jointes  au  groupe 
\  a}  =  h^nr^      i  —  m  -i*  mn  —  mnp  =  o^ 
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suffisent  à  exprimer  que  les  quatre  équations  (2a)  qu'il  s'agit  de 
vérifier  se  réduisent  à  une  seule,  la  première,  par  exemple,  qui 
donnera  A'0.  Il  reste  à  écrire  que  le  module  de  la  valeur  de  kO 
fournie  par  cette  équation  est  constant  et  égal  à  /r.  Â  cet  effet, 
nous  associerons  à  la  première  équation  (22)  sa  conjuguée 


et  nous  multiplierons  membre  à  membre.  Nous  aurons  ainsi 

n«(,  —  fl'  )  (i  _  «')  +  6«fr'(S'  =  ls*a*{  I  —  a\)[i  —  «',)  +  >t'*'6',^, 
+  a6[*'(.-<)l3',-(i-«')i3']p-Hdt[X»(i-«',)*',-(i-«')*']^. 

Cette  équation  devant  être  satisfaite  identiquement,  nous  aurons 

En  remplaçant  k^  par  sa  valeur,  on  ramène  cette  dernière  équa- 
tion à  la  forme 

[„.(,_«')(,_«',)  _ft.fc'p',][6'(,_a',)-i',(i-«')]=o. 

Le  second  facteur,  égalé  à  zéro,  conduit  encore  à  la  solution 
identique 

a'zzzd^^      b'-=ib^^      c'rrrCj,      d'zzia^^ 

à  moins  que  l'on  n'ait 

a'  -{-  b'  —  1=0. 

Mais  alors  le  premier  est  nul,  on  le  reconnaîtra  aisément.  Il  suf- 
fit donc  de  poser 

fl»(i-a')(i-«',)--6*&'^,  =  o, 
ou,  en  remplaçant  —  par  m/?, 

I  —  « ,  —  I  —  c'  ' 
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En  réuDÎssant  tous  les  éléincnls  de  la  solution,  on  a 


('^) 


h*  m  rt*  /wp, 

a'  -h  mb'  z=imy 
b*  -t-  ne    =.  /ï. 


c'  -h  pcl  =y?. 


tt 


ra 


I  —  m-\-  mn  —  mnp 
a\  -H  mb'^  r—  m  y 
b\  -+-  nc\  =  w, 

^1  -h  ra\   =:  r, 


=  o, 


,        m  ( pm  —  1  )  -h  /w a'  (  I  —  i:) 
I   -—  — i j 

*  pm  —  m  -f-  a'  (  m  —  tt  ) 

rt*  /?/?/  —  a  -f-  rt'  (  u  —  /?  1  ;r(x  —  m  4-  «'  (  w  —  tt  1 


6* 


fi  — I 


m  —  1 


fx,  TT  désignant  les  quantités  conjuguées  de  m,  p. 

Fig.  4. 


En  résumé,  quand  a  et  b  sont  donnés,  m  et  a'  ou,  si  Ton  veut, 
a',  i'  peuvent  être  pris  arbitrairement.  Toutes  les  autres  quantités 
sont  déterminées. 

Les  six  quadrilatères  du  système  sont  tous  des  contre-parallélo- 
grammes*, ^^Jig»  4  représente  le  système  articulé  dans  le  cas  où  les 
triangles  construits  sur  les  côtés  se  réduisent  à  des  droites.  Ce  cas 
est  nouveau. 


!27) 
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Examinons  maintenant  la  deuxième  solution  du  premier  système  : 

On  devra  avoir  les  équations 

Kli minons  A^S  entre  les  deux  premières  équations.  Nous  aurons 

«6(1  -  «')(•  -  *',)  p  -»-  «^('  -  "'V'x  p  +  é^*'*^'.  p 
—  a*(i— a,)(i  — i')i— «c(i  — a'Jc'— —  6c*',c'-H-i«(t'— 4',)=o. 

Supposons  d^abord  la  cubique  T  indécomposable. 

L'équation  précédente  devra  être  identique  à  la  relation  (11). 
Les  relations  d'identification,  jointes  à  celles  qu'on  en  déduit  par 
les  permutations  circulaires,  nous  donnent 

c  =za  ,  c^=  a^^ 

b'  =  d'=l^a\  h\  =  ct^  =  i-.a\, 
'   a'  -\-  €i\  —  ^a'a\  =r  o, 

£l*-hc*—  ^«  — r/'nro,  /*— (9.«'— l)(2a'— l). 

Le  quadrilatère  T  a  donc  ses  diagonales  rectangulaires.  Les 
triangles  MDQ,  PCQ,  PBN,  MAN  sont  directement  semblables,  et 
le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme  dont  les  côtés  ont 
pour  expressions 

CD  =  (i  —  a')  (c^-h  rfr),     DA  =:  «'(r/r-h  ae). 
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On  ¥oit  que  AB,  BC  sont  proportionnels  anx  diagonales  du  qua- 
drilatère T  et  font  aTec  elles  nn  angle  constant.  L'angle  du  parallé- 
logramme est  donc  constant.  Les  autres  quadrilatères  conjugués 
sont  tous  bi-isoscèles.  Le  cas  où  les  huit  triangles  se  réduisent  à  des 
droites  est  représenté  dans  \^Jig'  5. 

Cette  figure  montre  clairement  qu'a  chaque  position  de  l'un  des 
quadrilatères  autres  que  T  et  U  correspondent  deux  positions  de 
l'antre.  Par  exemple,  au  quadrilatère  MDM|  Â  correspondent  les 

Fîg.  5. 


deux  positions  de  PCP|D,  symétriques  par  rapport  à  la  dia- 
gonale QN. 

Cette  solution  correspond  au  cas  IV  de  M.  Kempe. 

INous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  cubique  T  indécom- 
posable. Admettons  maintenant  qu'elle  se  décompose  et  soit  rem- 
placée par  une  conique. 

Si  l'on  aa  =  i,c=£iet  par  conséquent 

la  première  et  la  troisième  des  équations  (27),  divisées  l'une  par 
l'autre,  nous  donnent 


t     t' 


c'est-à-dire  une  relation  entre  iii  -^-  Or,  la  seule 

r     n 
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entre  ces  variables  est 

7?       "^       7û"' 

Cette  équation  ne  peut  pas  être  satisfaite  par  une  expression 
de  -7  telle  qu'on  la  déduirait  de  la  formule  précédente.  On  doit 
donc  avoir 

a(i-a')  __  /f(i— fl\)  _  c[l  —  c')  __  (1  — r,)r 
bb\        ""        bb'        ""       dct^        ~~        dct       ' 

et  aloi*s  la  première  des  équations  (27)  nous  donne 

on  a  donc 

OU,  d'après  les  formules  ( 7  ), 

AN  -f-  BN,  =  0. 

Le  quadrilatère  ANBNi  est  donc  un  parallélogramme,  et  nous 
rentrons  dans  un  cas  examiné. 

Les  mûmes  conclusions  s'appliqueraient  au  cas  où  a  =  ^,  &  =  c, 
qui  se  déduit  du  précédent  par  une  permutation  circulaire. 

Examinons  enfin  l'hypothèse  «  =  c,  A  =  rf,  pour  laquelle  on  a 

ou 

(a8)  (at'-i-br]t-^(at''^bt')t'=o. 

En  divisant  la  première  des  équations  (27)  par  la  seconde  et 
remplaçant  t  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente,  on  obtient 
l'équation 

[bb'{at''^bt")  —  a{i'-a')(i7t''-hbt')]i' 
(a/' -h  bt'')[b{i—b')i'-hcc't''] 

^(''[bb'^iat^-i-  bi')'^a{i—a\)t'(ai'-^br)] 
"^  (at^'-hùi')[b{i-b\)t"-hcc\t'] 

Bull,  des  Sciences  maehém.,  1*  Série,  t.  III.  (Avril  1879.)  l3 


178  PREMIÈRE  PARTIE. 

Celte  équation  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  le  rapport  pj>  on 
obtient  facilement  les  conditions 

b'=€r=i--a\     b\  =  d'^  =  ff. 
La  première  des  équations  (27)  donne  alors 

Ae='^^ — ; r^ — =— /r", 

ai'  •+■  bt 

d'où  résulte 

et  par  suite 

i/  =  — r,     ii"  =  — r,     //'  =  — r,     «*'  =  —/'. 

Je  n'insiste  pas  sur  cette  solution,  qui  sera  retrouvée  plus  loin  sous 
une  forme  plus  générale. 

V. 

Examinons  maintenant  les  solutions  du  système  II  et  d'abord 

«,  =  Itd,      Z»!  =  /y",        c,  =  kb^       di  =zka\ 

on  devra  avoir  les  équations 

a[i^a')t  -^  bb't'  =z  kB[d[\  --  d,]e"-^cb\f], 
b[i-b')t'-hcc't"  =  kù[c[i--^b\y^bc\t'], 

'^9'  ^   c[x  —  c'y-^dd'r=kB[b[i^cy^ad^^t\ 

Divisons  la  seconde  de  ces  équations  par  la  quatrième;  nous  au- 
rons 

h(i  —  h']e-^cc't"  _  c[i-^b\]t''-^bc\t' 

C'est  une  relation  entre  -77  et  —  qui  doit  être  satisfaite  identique- 
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ment  toutes  les  fois  que  la  cubique  est  indécomposable.  On  a  donc 

I  —  ^^  __      r\  I  —  /^  __      a\ 

c  I  —  b\  a'  I  —  ^, 

et  alors  la  seconde  des  équations  (29)  donne 


k$=z 


'i 


On  a,  en  vertu  des  formules  (7), 

BP-i-CP,  =  o. 

L'un  des  quadrilatères  conjugués  est  encore  un  parallélogramme 
et  nous  pouvons  nous  dispenser  de  continuer. 

Supposons  la  cubique  décomposable. 

Si  Ton  a  ttf"=  t't!\  la  méthode  précédente  s'applique  sans  modifi- 
cation et  conduit  aux  mêmes  conclusions. 

Si  l'on  a 

a=:c,  b=zd    et     tt" z=z  t'd*^ 

la  première  et  la  deuxième  équation  (29),  divisées  membre  à 
membre,  donnent,  après  la  substitution  des  valeurs  de  t" y  i"\  l'é- 
quation 

{ at»  ^  ht]\n{i  —  a']t  -\-  hh'  t'] 
b[\-'b')[at'^ùt)  —  ac'iat'r'bt'] 


a[i  —  b\][at^btf)  —  bc\[at'^  bt) 

Cette  équation  ne  devient  identique  que  si  l'on  a 
I  —  n'=i  b\     a\=a\     b\z=ih\     c\=  c\ 

Alors  la  première  des  équations  (29)  donne  A0==  —  i,  et  par 
suite  A  =  1 ,  6  =  -^  I  .Les quadrilatères  correspondants  à  la  seconde 
et  à  la  quatrième  de  ces  équations  sont  des  parallélogrammes.  Nous 
pouvons  encore  nous  dispenser  de  continuer. 
Il  reste  à  examiner  eniin  l'hypothèse 

(3o)  tt'  =z  ft''^     a  —  by     c  —  d. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  le  premier  de  nos  quadrilatères,  celui  qui 

i3. 
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€*orrespond  à  Téquatioii 

a'ï  —  a't-\-  bb'f  —  #i, [i  —  o\)u  —  b,b\u  z::=o, 

a  sa  cubique  indécomposable. 

En  effet,  les  exponentielles  des  côtés  de  ce  quadrilatère  sont 
proportionnelles  à  t^  if^  ii,  i/.  Si  donc  la  cubique  de  ce  quadrila- 
tère était  décomposablcy  on  aurait  une  des  trois  relations 

tf  =  AmM\     ta'  =  Ami',     tm  =  ku'i', 
h  étant  une  constante,  ou,  en  remplaçant  li,  f/  par  leurs  valeurs, 

Les  deux  dernières  relations  sont  incompatibles  avec  l'équa- 
tion (3o).  La  première  donne  0  constant,  et  alors  deux  de  nos  six 
quadrilatères  conjugués  deviennent  encore  des  parallélogrammes. 
On  voit  donc  que  l'on  peut  supposer  la  cubique  de  notre  premier 
quadrilatère  indécomposable.  Mais  alors,  en  lui  faisant  jouer  le  rôle 
du  quadrilatère  T,  on  retrouvera  ailletu*s  les  solutions  que  nous 
pourrions  obtenir  (^). 

Il  nous  reste,  pour  terminer  l'examen  du  second  système,  à  étu- 
dier le  cas  où  l'on  a 

/?,  =  kd^     bf  =  Xc,      Ci  =r  Ab^     tli  z=z  /«. 
11  faudra  alors  satisfaire  aux  équations 

r>(  I  _A'  \        be'   1 


(*)  Go  pourrait  craindre,  il  est  rrai,  que  la  correspoodauce  entre  ce  quadrilatère 
et  son  conjugue  soit  multiple;  mais  nous  démontrerons  plus  loin  (art.  Yl)  que  cela 
n'a  jamais  lieu  toutes  les  fois  que  la  cubique  du  quadrilatère  est  indécomposable. 


/ 


1  • 
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Éliminons  0  entre  les  deux  premières  équations  et  servons-nous 
de  la  relation 


a        h        c         d 

---h-7+7,  -^-i=:0 


pour  éliminer  i" .  Nous  aurons 

«.(.-«')(,_*•  )i+a*(,-«')c'.i-f-Ac6'(,-6',)p-H*'A'r. 

Dans  le  cas  où  la  cubique  T  est  indécomposable,  l'équation 
doit  être  identique  à  Téquation  (11).  En  écrivant  les  équations 
d'identification  et  en  y  joignant  celles  qu'on  obtient  par  la  permu- 
tation circulaire  qui  change  t  en  t^,  on  obtient  le  système  suivant: 


(e) 


t 

«. 

-"', 

* 

^', 

b\ 

=  b'. 

< 

=d'. 

■a' 

)-+-(c' 

b')b': 

ht' 

-l-rt" 

b 

c    ' 

Il  est  très-facile  de  définir  géométriquement  cette  nouvelle  solu- 
tion. Les  triangles  MAN.  MDQ  sont  directement  semblables,  et  de 


Fig.  6. 


Pt       p 


même  les  triangles NBP,  CPQ.  La  relation  entre  les  côtés  «,  i,  c,  d, 
retranchée  de  sa  conjuguée,  prend  la  forme 


i82  PREMIÈRE  PARTIE. 

cl  elle  exprime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  iriangles 
construits  sur  les  quatre  côtés  est  nulle.  On  a 

CD  =cb'r -h d(i'-^a')i'\ 
DA=(i— /f)(rir-htfO• 
On  voit  donc  que  AD  et  BC  sont  dans  un  rapport  constant  avec 
la  diagonale  NQ  du  quadrilatère  MNPQ.  Enfin  on  a,  comme  il  est 

aisé  de  le  vérifier, 

gr.  AB  =  gr.  CD. 

Cette  solution  correspond  au  cas  111  de  M.  Kempe.  LtSiJig.  6  montre 
la  disposition  de  l'appareil  dans  le  cas  où  les  triangles  se  réduisent 
à  des  lignes  droites.  ABCD  est  alors  un  trapèze  isoscèle,  et  les  deux 
quadrilatères  sont  symétriques  par  rapport  à  la  médiane  de  ce 
trapèze. 

Le  cas  très-remarquable  oùa  =  d  est  dessiné  dans  \^Jig-  7- 


Alors,  si  Ton  fixe  MiNj,  et  que  l'on  supprime  les  tiges  inutiles 
MN,  MQ,  le  point  N  décrit  une  droite  perpendiculaire  à  M,  N|,  et 
Ton  obtient  le  premier  appareil  à  ligne  droite,  composé  de  cinq 
tiges,  de  M.  Hart.  Mais,  si  Ton  conserve  les  deux  tiges  MN,  MQ,  on 
réalise,  au  moyen  de  sept  tiges  seulement,  le  mouvement  de  la 
droite  MN  parallèlement  à  elle-même.  On  a  vu,  dans  notre  article 
antérieur,  que  la  seconde  disposition  de  M.  Hart  permet  d'obtenir 
le  même  résultat. 
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Nous   avons   supposé  jusqu'ici  la  cubique  T  indécomposable. 
G)nsidérons  le  cas  où  l'on  a 

Alors,  en  désignant  par  V  la  valeur  commune  des  deux  membres 
de  Téquation  précédente,  on  aura 

0      e  e  0  ô 

«  =  p  =  ê;^    «'=ê-'''    «=ê-'''''    '•"'=ë-^' 

Ce  cas  a  donc  été  déjà  examiné. 
De  même,  si  l'on  a 


tt''=:/'r  =  6', 


on  pourra  poser 


"=?''''  "-ô^''  '^'-l''^  "'=1''"- 

Ce  cas  se  ramène  aussi  à  un  autre  qui  a  déjà  été  discuté,  si  l'on 
effectue  la  permutation  circulaire  qui  change  /  en  t'^  u  en  i/. 

n  ne  reste  plus  que  le  cas  où  Ton  a  tt'  =  t'^t'".  En  répétant  le 
raisonnement  de  la  page  i8o,  nous  voyons  que  nous  pouvons  nous 
contenter  d'examiner  l'hypothèse  où  la  cubique  du  quadrilatère 
correspondant  à  la  première  équation  (3 1)  est  décomposable.  Or 
cela  n'aura  lieu  que  si  l'on  a 

h  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cette^  expression  de  9, 
les  équations  (3i)  deviendront  linéaires  en  i,  l!^t"^t'".  Elles  de- 
vront donc  être  identiques  toutes  à  l'équation 

at  -h  ai'  -♦-  cr"-h  c/*'=  o, 

et  l'on  est  ainsi  conduit  à  un  cas  particulier  d'une  solution  qui  sera 
donnée  à  l'article  suivant. 

VI. 

n  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  le  troisième  système  de  so- 
lutions. Nous  prendrons  d'abord 
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Les  équalions  à  vérifier  prennent  ici  la  forme 

a(i— a')r  ^  bb't'  =  AQ[c{i —a\)t''-{'d///''], 
,  .  ^(1  -t'y  ^  cc'i"  =  AQ[d{t  -  b\  )r-h  ac\  r], 

'   ^'  ^  c{i—€fy  -^dd'ir=:k^[a[i-c\]t   -+-6<r'], 

d{i—d^)t''-^aa't  =:X6[^(i— ^,)r'^-rf«,r]. 

Ëliminons  hO  entre  les  deux  premières.  Nous  aurons  une  équation 
du  second  degré 

\a[i  —a']t  -^  hb'  t!\[a^^t-^[i  ---  b\){at  ^  bt'-^  et")] 
Cette  relation  devra  être  identique  si  la  cubique  T  est  indécom- 


posable. Les  relations  qu'on  obtient  ainsi  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  des  permutations  sont  contenues  dans  le  tableau  suivant  : 

la\z=za\     b\z=zb\     c\=^c\     €l^=(t, 
(f)  c'=û',     b'z=z€f^i-a\ 

(   /    zr:  1 ,        0     =:  —  I . 

On  a  alors 

AB  =  (i-a')(a/-»-^r'),       BC  =za'[be  -+-c/"), 
CD  =  (i  —  a')  (c/''-+-  dt"),     DA  =  «'  (rf^-f- at). 

Les  triangles  MDQ,  MAN,  PBN,  PCQ  sont  directement  sem- 
blables, et  le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme.  L'un  des 
deux  systèmes  de  quatre  triangles  est  dessiné  dans  la  Jig,  8.  La 
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partie  non  représentée  du  système  articulé  est  symétrique  de  la 
première  par  rapport  au  centre  du  parallélogramme  ABCD.  Cette 
solution  correspond  au  cas  I  de  M.  Kempe. 

On  reconnaît  aisément  que  les  cas  où  la  cubique  est  décompo- 
sable  se  ramènent  à  d'autres  déjà  examinés. 

Si  l'on  a 

on  pourra  poser 

t  t'  t  t 

et  ce  système  a  été  étudié. 
De  même,  si  l'on  a 

on  pourra  poser 

W  W  Gô'  GO' 

ce  qui  nous  ramène  à  une  hypothèse  déjà  étudiée;  de  même  eniin, 
si  Ton  a 

Etudions  maintenant  la  dernière  solution  possible,  celle  pour  la- 
quelle on  a 

G  G  G  G 

u  u  a  u 

Les  équations  à  vérifier  sont  les  suivantes  : 


:33 


,(,^,')r+^'r=/G[^ii:pA) 
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fÀimincfa%  k6  entre  les  deux  premières,  nous  aurons 

Si  la  cnbiqœ  est  indécomposable,  cette  Àpiation  devra  être  iden- 
tique à  l'équation  (ii),  et  les  équations  d'identification,  jointes 
à  celles  qu'on  en  déduit  par  des  permutations,  nous  don- 
nercmt 

t, fi'  —  t  . , a'  —  I 

^^  )'-_Lzi!_     .-       ^' 

Quand  ces  relations  seront  satisfaites,  les  équations  (  33  )  se  rédui- 
ront à  une  seule.  Mais  il  reste  encore  à  exprimer  que  la  valeur  de  kO 
fournie  par  l'une  quelconque  de  ces  équations  a  son  module  con- 
stant. 

Multipliant  membre  à  membre  la  première  équation  et  sa  con- 
juguée, on  trouve 

«»(l  —  a'){i  —  a)  -+-  b'b'f^'  —  c»X-»(i  —  a\)(i  —  a.)  —  PiPb\  p-, 

Cette  relation  doit  être  identique  à  la  suivante  : 

a»  -4-  ^»  +  fl6  (  ^  -+-  -  I  =.  c»  -h  r/^  -t-  crf  (—  -h  -ï-j  • 


=  o. 


(s) 


Nous  sommes  ainsi  conduit  aux  équations 

b'  p'  S'      __     d' 


I  —  a         I  —  a'        1—7  <  —  ^ 
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(35) 


c'  a'  a' 


I  — p'         I— ^''      1—^'        I— £f 


» 


{Si 


1  (1  — «  )(i  —  c  ) 


En  tenant  compte  des  équations  (35  ),  on  reconnaît  aisément  que 
la  dernière  équation  (34)  est  identique  à  l'équation  conjuguée  et 
qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(36)     fl»(fl'~.a')-+-6'(/;'  —  p')4-c»(c'-y)-f-rf»(e/'— ^')  =  o, 

qui  exprime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  triangles  con- 
struits sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  est  nulle. 

Cette  dernière  solution  a  été  aussi  rencontrée  par  M.  Kempe  et 
étudiée  complètement  à  divers  points  de  vue^  les  appareils  les  plus 
intéressants  auxquels  elle  conduit  sont  précisément  ceux  dont  nous 
avons  fait,  après  M.  Hart,  la  théorie  géométrique  (p.  i52  de  ce 
Volume) . 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  sujet,  mais  nous  dirons  quelques 
mots  d'une  forme  élégante  que  l'on  peut  donner  aux  équations  qui 
se  présentent  dans  la  solution  actuelle  et  dans  plusieurs  des  solu- 
tions précédentes  du  problème  posé. 

Nous  avons  rencontré  le  système  d'équations 

//  p'  ff  S' 


I  —  a'         1  —  a  I  —  c'        I  —  7' 

La  signification  géométrique  de  ces  relations  est  presque  évi- 
dente. La  première,  par  exemple,  exprime  que  le  rapport  complexe 

NB     AN 


NP  *  MN 


est  égal  à  son  conjugué.  Il  a  donc  un  argument  égal  à  A:?:.  C'est 
dire  que  l'angle  BNA  est  égal  à  PNM,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
que  les  angles  BNP,  ANM  sont  égaux  et  de  même  sens  de  rotation 
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[fie'  ^)*  ^^  d'autres  termes,  les  deux  triangles  qui  se  réunissent 
en  un  sommet  du  quadrilatère  y  ont  le  même  angle.  11  suit  de  là 
que  les  angles  à  la  base  de  ces  triangles,  égaux  par  couples  de 
deux,  n'ont  que  quatre  valeurs  distinctes.  En  appelant  m,  n^  p,  q 
les  tangentes  de  ceux  de  ces  angles  qui  ont  leurs  sommets  en 
M,  N,  P^  Q,  on  est  conduit  à  la  solution  suivante  des  équations  (87  ) 
et  à  l'expression  des  quantités  a!.  On  trouvera 

n  —  m^  p  —  n 

c  =  —-{,  +  ,,,],  d=.-—[i^,<i), 

(38)       \ 

i  —  a'= (i+»«),      I  — A'= (H-V'), 

n  —  «I  H  — p 


.-c'=-^ 


• 

(1-4-/7),       I— r/'=— ^(H-/w). 


Si  les  triangles  se  réduisent  à  des  droites,  il  suffira  de  supposer 
que  m,  /t,  p^  q  tendent  vers  zéro,  leurs  rapports  demeurant  finis, 
ce  qui  revient  à  garder  les  formules  précédentes,  en  y  supprimant 
les  termes  imaginaires. 

Si  l'on  adopte  les  expressions  (38)  pour  l'étude  de  la  dernière 
solution,  on  trouvera,  pour  les  valeurs  mi,  /2i,  p^^  q^  des  quanti- 
tés m,  n,  Pj  q  relatives  au  second  quadrilatère,  les  expressions 
très-simples 

(  39)  arc  tang  w,  =  arc  tang  m  —  arc  tang  y  ? 

où  l'on  a 


(4o) 

On  a  aussi 


(  /i   z=z  mp  —  nqy 

< 

(  h^  =:mp{n  -\-  q) — nq[m -^  p). 


(p^n)(p—q)(m  —  n]  [m  —  q] 


__  ^,___  h'\(n  -^  q)  (i—  mp)  —  [m  -\-  p)[\-^  mi]] 
r  _n[P'-n){\  -f-///i) 
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Ces  formules  permettront  de  se  rendre  compte  très-aîsément  de 
tous  les  cas  particuliers  de  la  solution  générale. 

En  résumé,  nous  avons  trouvé  toutes  les  solutions  de  M.  Kempe« 
plus  celle  de  la  fig,  4?  qui  nous  parait  nouvelle. 


VU. 

Toutes  les  recherches  précédentes  reposent  sur  l'hypothèse  que 
les  formules  établissent  une  correspondance  uniforme  entre  les 
points  de  la  cubique  T,  liée  au  quadrilatère  T,  et  ceux  de  la  cu- 
bique U.  Nous  allons  montrer,  en  terminant^  que  tous  les  cas  de 
correspondance  multiple  se  ramènent  à  celui  que  nous  avons 
traité  et  sont  compris  dans  les  solutions  données. 

Supposons,  en  effet,  qu'à  un  système  de  valeurs  des  u  puissent 
correspondre,  par  les  formules  (8),  deux  systèmes  différents 

de  valeurs  des  t.  On  aura  alors,  en  vertu  de  ces  formules, 
/  a[i  —  a')t  -hbbW  =a(i  — «')/,-+- ^6V,, 

'^"^^  1  c(i-c')r"-h^^'r=c(i-f')r',  -f-^^C 

La  première  équation  peut  s'écrire 

a(i-^a^)(i^i,)=.bb'{^,-^t'), 
et,  en  y  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées, 

^  '    w,  ^     t'i, 

Us  différences  i  —  £1,  t' — 1\  ne  sont  pas  nulles,  puisque  les  deux 
systèmes  de  valeurs  sont  distincts.  On  a  donc,  en  divisant  les  équa- 
tions membre  à  membre, 

I  -  «'       b\, 


I 
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De  celte  équation  et  des  équations  analogues  on  déduit 

0  étant  une  inconnue  auxiliaire,  A,  h'^  //,  V^'  des  constantes.  Si  Ton 
porte  ces  valeurs  de  f|,  . . . ,  t^  dans  l'équation 

af,  -4-  b/^  -h  r/"[  -h  éf/7  =  o, 

on  obtient 

û^      6A'      ch"      dh" 


t  t'  f  f 

Cette  équation  n'est  vérifiée  (en  excluant  le  cas  du  parallélo- 
gramme) que  si  les  quantités  h  sont  égales.  On  peut  les  supposer 
égales  à  I ,  et  Ton  a 

(43)  ^'"^7'    ^'"^P'    '''^'P'*    'T^ps» 

et  par  conséquent 

a[\  —  a']t  -\-bb  t  z=z^[a j-  _  J, 

Éliminant  d  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

« 

(44)  \  i,     ) 

Cette  équation  ne  peut  jamais  être  satisfaite  tant  que  la  cubique  T 
est  indécomposable.  D'ailleurs,  nous  avons  vu  (art.  III)  que,  si  la 
cubique  T  est  indécomposable,  il  en  est  de  même  de  la  cubique  U 
du  quadrilatère  conjugué.  Donc  : 

Tant  que  la  cubique  de  l'un  des  six  quadrilatères  conjugués 
sera  indécomposable,  il  y  aura  une  correspondance  uniforme 
entre  les  positions  correspondantes  de  ces  quadrilatères  conjugués 
ou  entre  les  points  correspondants  de  leurs  cubiques. 
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n  suit  de  lu  que,  en  traitant  spécialement  de  la  correspondance 
uniforme,  nous  avons  certainement  obtenu  tous  les  systèmes  dans 
lesquels  un  seul  des  quadrilatères  a  sa  cubique  indécomposable.  Il 
suffira  donc  d'examiner  si,  quand  tous  les  six  quadrilatères  ont  leurs 
cubiques  décomposables,  il  peut  y  avoir  une  correspondance  mul- 
tiple entre  deux  quadrilatères  conjugués.  Nous  allons  voir  que  cela 
est  impossible. 

En  effet,  considérons  le  quadrilatère  correspondant  à  la  pre- 
mière des  équations  (8).  Pour  que  sa  cubique  soit  décomposable, 
il  faut  que  l'on  ait  une  des  équations 

uu'=zhtt\     ut'=hu'i^      tu=hu't'. 

D'abord  les  deux  dernières  sont  impossibles  dans  le  cas  d'une  cor- 
respondance multiple,  car  elles  déterminent  toutes  deux  une  seule 

valeur  de  p  quand  u  et  m'  sont  connus.  Or  il  résulte    des  for- 
mules (43)  que,  dans  les  cas  de  correspondance  multiple,  les  deux 

valeurs  de p9  y  sont  distinctes  et  réciproques.  On  ne  peut  donc 
•     *» 

avoir  que  la  relation 

ti  z=  -art'. 
fi 

Mais  on  aura  aussi,  pour  le  second  système  de  valeurs  des  t^ 

ou,  en  vertu  des  formules  (43)^ 

La  considération  de  la  seconde  des  équations  (  8  )  nous  donnerait 
de  même 

résultat  incompatible  avec  le  précédent  tant  que  U  n'est  pas  un 
parallélogramme,  ce  qu'on  peut  supposer.  Ainsi  : 

//  n  existe  pas  d'autres  solutions  que  celles  qui  ont  été  déduites 
de  l'étude  de  la  correspondance  unijorme. 
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11  était  d'autant  plus  nécessaire  d'établir  cette  proposition,  que 
sur  les  sept  solutions  trouvées  trois  présentent  des  cas  de  corres- 
pondance multiple  : 

1®  La  solution  (a)  représentée  par  la  Jig.  a,  comme  nom 
l'avons  déjà  fait  remarquer; 

a^  La  solution  (d),  représentée  par  la  Jîg.  5  ; 

3^  Enfin  la  solution  (e),  représentée  dans  la  Jig,  6. 

Deux  des  quadrilatères  conjugués,  CP^BP  et  DIVl^'^AM,  sont  dei 
parallélogrammes,  et  à  une  position  de  Tun  de  ces  quadrilatères 
correspondent  deux  positions  de  Tautrc,  symétriques  par  rapport 
à  la  droite  QQ^>  V. 
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TUOMAE  (J.).  —  Abriss  binbr  Théorie  der  gomplexen  Fcnctionen  und  der 
Thetafunctionen  einer  Yeranderlichen.  2  Auflage.  i  vol.  in- 8°,  197  p. 
Halle,  1874. 

Le  Livre  de  M.  Thoinae  contient  sous  une  forme  condensée, 
ainsi  que  l'indique  le  titre,  les  propriétés  les  plus  essentielles  des 
fonctions  6  d'une  seule  variable,  propriétés  qui  constituent  le  fon- 
dement de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ;  elles  sont  résumées 
en  soixante-dix  pages.  La  première  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée 
à  l'établissement  des  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  imaginaire,  des  intégrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires,  à  quelques  notions  sur  les  surfaces  de 
Riemann,  nécessaires  pour  la  représentation  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré  en  or,  enfin  aux  intégrales  elliptiques. 

Xics  premières  pages  du  livre  de  M.  Thomac,  employées  à  défi- 
nir nettement  les  fonctions  dont  l'auteur  va  s'occuper  à  discuter 
différents  genres  de  discontinuité,  à  prévenir  le  lecteur  contre 
certaines  erreurs  où  tombent  volontiers  les  commençants  et  dont 
tous  les  livres  élémentaires  ne  sont  pas  exempts,  sont  peut-être 
particulièrement  dignes  de  fixer  l'attention. 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  d'une  seule  variable  réelle, 
nous  citerons  la  construction  simple  d'une  fonction  bien  définie 
cle  X,  entre  a  et  é,  pour  laquelle  le  rapport 

/(x-t-//)-~/(.r) 
h ' 

cjuand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  a  toujours  pour 
limite  zéro,  et  qui  toutefois  n'est  pas  constante.  Supposant  que 
l'on  ait  a  <^  a  <^  [3  <^  . . .  <^  A,  on  donnera  à  la  fonction  la  valeur 
Xcro  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  or,  la  limite 
Supérieure  a  étant  exceptée,  la  valeur  i  pour  toutes  les  valeurs  de 
^3^  qui  vont  de  a  à  (3,  en  excluant  la  dernière  limite  (et  non  la 
'première),  etc..  L'existence  d'une  telle  fonction  met  en  évidence 
la  fausseté   d'une  démonstration  bien  connue  de  ce  qu'une  fonc- 

Bull.  des  Sciences  mathém.^  2*  Série,  t.  III.  (Mai  1879.)  >4 
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tîon  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle  entre  deux  limites  a 
et  b  est  constante  entre  ces  limites,  démonstration  qui  suppose 
seulement  que  le  rapport 

/i 

tend  vers  zéro  quand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ; 
l'erreur  tient  à  ce  que  la  supposition  précédente  n'entraîne  pas 
l'exîstence  d'un  nombre  h  tel  que  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  &  le  rapport  soit  plus  petit  qu'un  nombre 
donné.  M.  Thomae  montre  que,  lorsque,  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  les  limites,  le  rapport  de  l'accroissement  de  la 
fonction  à  l'accroissement  positif  ou  négatif  de  la  variable  tend 
vers  zéro,  la  fonction  est  etlectivement  constante;  au  surplus,  la 
démonstration,  maintenant  classique,  due  à  M.  Ossian  Bonnet,  de 

la  formule 

/(a:-f-/i)-/(x)  =  ///'(x-i-0/i), 

met  la  chose  nettement  en  évidence,  et  de  la  façon  la  plus  simple. 
Citons  encore  la  distinction  de  ce  genre  particulier  de  disconti- 
nuité relative  à  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  et  qui  dispa- 
raît en  changeant  la  valeur  de  la  fonction  pour  ces  valeurs  particu- 
lières. M.  Seidel  en  a  donné  (y our/ia/ rfe  Cre//e,  t.  73,  p.  3o4) 
un  exemple  simple  dans  la  fonction* 

/(jc)z=r  lim 9     pour     /i  z=  »  , 


X"  -+■  X  "  -4-  n 


qui  pour  x^i  est  nulle,  et  pour  x=  i  est  égale  à  A,  et  présente 
ainsi,  pour  cette  valeur  particulière,  la  discontinuité  signalée. 

Pour  ce  qui  est  des  fonctions  de  deux  variables,  M.  Thomae 
insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  de  définir  la  continuité  de  la 
fonction  f[oc^r)  pour  le  point  x,  y  par  la  condition  que  l'on 
puisse  toujours  trouver  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  la  difle- 
renée 

puisse  être  rendue  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu*un  nombre 
donné  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  \e\,n  étant  des  nombres  quel- 
conques   satisfaisant    à    l'inégalité    î'-t-Ti'^i.    Cette    condition, 
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pour  les  points  x^y  situés  sur  le  contour  qui  limite  le  domaine 
dans  Tintérieur  duquel  on  astreint  la  fonction  à  être  continue, 
doit  être  modiGée  de  manière  à  n'y  faire  entrer  que  les  valeurs  de 
^,  yj  qui  satisfont  à  Tinégalité  précédente  et  qui  répondent  à  des 
points  situés  dans  le  domaine  considéré.  Ainsi,  il  ne  sufGt  pas  que 
/(ar-t-OA,  j)— /(x,7)  et/(x,  j-f-0/i)— /(x,jr)  tendent  vers 
zéro  avec  h  pour  que  la  fonction  soit  continue.  La  fonction 

/(j:,  jr)  =  sin4  arc  lang  -  » 

k  laquelle  on  attribue  la  valeur  zéro  quand  x  et  y  sont  nuls,  est  évi- 
demment discontinue  pour  le  point  x  =  o,  j^  =0,  bien  que  Ton  ait 

/(ÔA,  o)  — /(o,  o)  =  o,    /(o,  Bh)  — /(o,  o)  =  o. 

Le  même  exemple  montre  aussi  que  Texistence  des  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  (x  =  o, 
jr  =  o)  n'entraîne  pas  Texistence  de  la  différentielle  totale.  Un 
autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  fonction 

011 

r=:  ^jr»  4-j^%     (pz=arctang-> 

et  où  F  (f)  est  la  fonction  déGnie  par  la  série  procédant  suivant 
les  sinus  des  multiples  de  Tare  9,  qui  entre  — t:  et  H-  r  repré- 
sente, sauf  pour  (p  =  o,  la  fonction  impaire 


!?' 


.,  v/i 


Signalons  encore  ce  genre  de  discontinuité  qui  disparait  par  le 
changement  des  valeurs  d'une  fonction  en  des  points  particuliers 
ou  le  long  d'une  courbe;  la  fonclion  de  M.  Seidel 


lim  — — >     r  r=  ^.i:-  -f-  r  S      pour     ft  =rx>  , 

nulle  pour  tous  les  points  du  plan  non  situés  sur  le  rerrlc 

en  est  un  exemple  simple. 


•4 
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Ces  préliminaires  établis  pennettent  à  l^aatenr  de  donner  la  no- 
tion précise  des  fonctions  d'une  ¥ariable  ima^naire  z  '=^x^  ji 
auxquelles  il  entend  se  borner,  fonctions  pour  lesquelles  ne  doit 
exister  aucune  discontinuité  du  dernier  ^enre  et  qui  pour  tous  les 
points  du  domaine  considéré,  sauf  en  des  points  isolés  on  le  long 
de  lignes  isolées^  satisfont  à  Téquation  aux  dériTées  partielles 

df{r^   r  '^ df  -r.   v 

'  ~ôx         "~  J7 

M.  Thomae  montre  ensuite  comment  le  changement  d'une  Ta- 
riable  imaginaire  en  une  autre  conduit  à  la  reprèsentaiion  con^ 
forme  d'une  portion  de  plan  sur  une  autre  portion  de  plan,  définît 
ce  qu'il  faut  entendre  par  une  int^rale  prise  entre  des  limites 
imaginaires,  établit  d'après  Riemann  le  théorème  fondamental  de 
Cauchy;  démontre  les  propositions  relatives  au  déTcloppement 
d'une  fonction  en  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 
positives  ou  négatives  de  la  variable,  en  somme  de  fractions  ra- 
tionnelles, en  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs  ;  donne  la 
notion  d'une  fonction  doublement  périodique,  du  parallélogramme 
élémentaire  et  de  ses  propriétés;  montre  conunent  les  périodes, 
les  zéros  et  les  infinis  définissent  une  fonction  doublement  pério- 
dique, et  conunent  les  fonctions  doublement  périodiques  du  second 
ordre  suffisent  à  construire  les  fonctions  doublement  périodiques 
d'ordre  supérieur.  L'auteur  est  alors  amené  à  dire  quelques  mots 
des  fonctions  doublement  périodiques  à  infinis  doubles  et  des 
fondions  a  (x)deM.  Weierstrass,  dont  le  logarithme  a  pour  dérivée 
seconde  une  fonction  de  ce  caractère,  qui  peuvent  être  définies 
par  l'égalité 


IfltK  +  aNlk'  )* 

^-r=j-||II— — — -,]r  , 


et  qui  d'ailleurs  ne  diflerent  que  par  un  facteur  expoDentiel  des 
fonctions  6.  Après  avoir  établi  la  relation  algébrique  entre  une 
i onction  doublement  périodique  du  second  ordre  et  sa  dérivée, 
l'auteur  est  amené  à  étudier  les  surfaces  de  Riemann,  en  tant 
qu'elles  servent  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  il  donne 
ensuite  la  forme  canonique  des  intégrales  elliptiques  et  leurs  pro- 
pnt'rés  les  plus  simples. 
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Le  point  de  départ  de  M.  Thomae,  dans  Tétude  des  fonctions  0, 
est  pris  dans  les  équations  fonctionnelles 

où  h,  gj  X,  yi  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  3-  une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  tout  le  plan.  En  faisant 
X  =  logf,  on  aperçoit  aisément  que  les  fonctions  cherchées  doivent 
être  développables  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières positives  et  négatives  de  t  =  e';  les  équations  fonctionnelles 
posées,  jointes  à  Téquation  aux  dérivées  partielles 

^       da  dx^ 

déterminent  les  coefficients  de  ces  séries  *,  les  valeurs  o,  1  attri- 
buées aux  indices  A,  g  conduisent  aux  quatre  fonctions  3*.  Le  pro- 
cédé même  qui  a  servi  pour  intégrer  les  équations  fonctionnelles 
conduit  à  prouver  l'existence  d'une  relation  linéaire  à  coefficients 
constants  entre  p  -+-  i  fondions  qui  satisfont  aux  équations 

De  là  résultent  aisément  les  relations  entre  les  carrés  des  fonc- 
tionsd-et  les  expressions  développées  du  produit  de  deux  fonc- 
tions ^  dont  les  arguments  sont  a:  -f-  ^,  x —  \\  ces  dernières  for- 
mules conduisent  immédiatement  au  théorème  sur  l'addition  des 
arguments  dans  les  fonctions  elliptiques.  De  ce  théorème  on  peut 
déduire  les  équations  diflérentielles  auxquelles  satisfont  ces  fonc- 
tions^ on  peut  dès  lors  établir  la  notion  des  intégrales  ellip- 
tiques de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  leur  expression 
au  moyen  des  fonctions  ^,  et  les  propositions  relatives  à  l'addition. 
L'auteur  passe  ensuite  aux  divers  développements  en  produits  infi- 
nis et  en  séries  trigonométriques,  et  expose  quelques-unes  des  con- 
séquences arithmétiques  qui  s'en  déduisent  naturellement.  Enfin, 
après  avoir  consacré  quelques  pages  aux  fonctions  qu'on  obtient 
en  généralisant  la  série  du  binôme  par  le  procédé  appliqué  par 
M.  Heine  à  la  série  hypergéométrique,  il  s'occupe  de  la  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  3  et  des  fonctions  elliptiques. 

J.  T. 
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ROHN  (K.)«  —  Betbachtungen  ubbr  dib  Kummbr'sche  Flaghe  und  ihren 

ZUSAMMENHANG  MIT  DES  HTPBRBLLIPTISCHBN  FUNCTIONBN  y?  =  2.  —  MuncheO, 

1878.  ln-8*,  60  pages. 

On  connaît  l'étroite  connexion  qui  existe  entre  les  fonctions 
elliptiques  et  les  courbes  planes  du  troisième  ordre  ;  si  Ton  con- 
sidère les  fonctions  hyperelliptiques  pour  lesquelles  les  fonctions 
0  correspondantes  dépendent  de  deiix  arguments,  c*est  à  une 
surface  que  Ton  peut  espérer  de  les  relier  par  un  mode  analogue  à 
celui  que  nous  venons  de  rappeler,  et  la  surface  qui  se  trouve  ainsi 
étroitement  unie  à  ces  fonctions  est  la  surface  de  Kummer. 

C'est  cette  connexion  qu'étudie  M..  Rohn  dans  son  importante 
dissertation  inaugurale. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  s'occupe  de  la  surface  de 
Kummer  en  elle-même,  définit  les  deux  paramètres  qui  déterminent 
chaque  point,  recherche  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la 
surface  et  les  régions  dans  lesquelles  on  peut  la  décomposer;  le 
terrain  ainsi  préparé,  M.  Rohn  expose,  dans  la  seconde  Partie  de 
son  travail,  comment  on  peut  représenter  les  fonctions  hyperel- 
liptiques (^  ==  2  )  sur  la  surface  qu'il  a  étudiée,  et,  dans  la  troi- 
sième, compare  avec  sa  méthode  celle  qu'a  donnée  M.  Borchardt. 

JNous  indiquerons  quelles  variables  choisit  l'auteur  pour  déter- 
miner  les  différents  points  de  la  surface. 

Au  système  de  complexes  du  second  degré  homofocaux 

-f-1 — ^-  =  o, 


OÙ  les  six  complexes  linéaires  fondamentaux,  deux  à  deux  en  invo- 
lulion,  X|  =  o,  Xs  =  o,  . . . ,  sont  tels  que  l'on  ait  identiquement 

a:\-hxl-h  ...-+-  J:î  =  O, 

correspond  une  même  surface  de  Kummer,  touchée  par  chaque 
droite  singulière.  L'équation  du  système  de  complexes  est  du  qua- 
trième degré  en  X,  en  sorte  que  chaque  droite  appartient  à  quatre 
complexes  du  système^  réciproquement,  quatre  complexes  du  sys- 
tème se  coupent  suivant  trente-deux  droites,  dont  Jes  coordonnées 
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sont  données  par  les  formules 

P^i= fVQ ^^       (a=l,2,  ...,6), 

OÙ  f'{k^)  est  la  valeur  de  la  dérivée,  pour  X  =  A,,  de 

/(X)  =  (A,-X)(A,->)...(^,->). 

Les  droites  singulières  s'obtiennent  en  égalant  deux  paramètres  X. 
D'ailleurs,  en  général,  une  seule  droite  du  faisceau  de  tangentes  en 
un  point  à  la  surface  de  Kummer  appartient,  en  tant  que  droite 
singulière,  à  chaque  complexe  du  système,  les  deux  autres  points  où 
elle  rencontre  la  surface  étant  les  points  singuliers  correspondants; 
par  suite,  si  la  tangente  considérée  est  une  tangente  d'inflexion, 
le  faisceau  entier  des  tangentes  appartient  au  complexe  dont  cette 
droite  est  une  droite  singulière.  Les  tangentes  en  un  point  appar- 
tiennent donc  à  deux  complexes  du  système  homofocal,  et  ce  sont 
les  paramètres  X|,  X,  de  ces  complexes  qui  servent  à  M.  Rohn  pour 
déiinir  ce  point;  quant  aux  autres  paramètres  X,,  X4  des  tangentes, 
ils  sont  égaux.  Lorsque  leur  valeur  commune  X  varie  de  —  00 
a  +  00  ,  la  tangente  décrit  le  faisceau  et,  pour  X  =  X^  ou  X,,  devient 
une  tangente  d'inflexion.  Pour  chaque  système  de  valeur  de  X|,  X,, 
on  peut  donc  obtenir  les  six  coordonnées  de  chacune  des  tangentes 
d'inflexion  relatives  au  point  correspondant.  Les  différentes  com- 
binaisons de  signe  fournissent  trente-deux  couples  de  telles  tan- 
gentes, en  sorte  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  Xj,  X,  correspon- 
dent trente-deux  points  de  la  surface  de  Kummer  ;  ces  trente-deux 
points  peuvent  être  regardés  comme  les  intersections  de  deux 
lignes  asymptotiques  dont  les  équations,  dans  le  système  de  coor- 
données précédemment  déflni,  seraient  Xi==  const.,  X,  =  const. 
L'emploi  des  fonctions  hyperelliptiques  permet  de  distinguer  les 
trente-deux  points  et  de  leur  attribuer  des  paramètres  différents. 
Enfin,  la  comparaison  du  procédé  de  représentation  de  M.  Bor- 
chardt  et  du  sien  conduit  M.  Rohn  k  reprendre  l'étude  des  trans- 
formations quadratiques  et  leur  signification  relative  à  la  surface 
de  Kummer;  il  parvient  ainsi,  pour  ces  transformations,  aux  for- 
mules les  plus  simples. 

Quant  à  l'étude  des  diverses  formes  de  la  surface  de  Kummer, 
des  relations  entre  ses  nœuds  et  ses  points  doubles,  elle  a  naturel- 
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lement  pour  point  de  drpart  la  dUtinctioo  des  cas  qui  peuTcnt  se 
présenter  qoant  à  la  réalité  des  six  complexes  linéaires  fondamen- 
taox.  Ces  six  complexes  étant  donnés^  il  existe  une  triple  infinité 
desTstêmes  homofocaax  correspoodants,  en  sorte  qa*on  peut  prendre 
arbitrairement  nn  point  de  l'espace  pour  nomd  de  la  surface  de 
Kiunmer;  lesseLce  ncrads  et  la  surface  tout  entière  sont  alors  déter- 
minés. Si  l'on  prend  le  nœod  sur  la  surface  réglée  intersection  de 
trois  des  complexes  fondamentaux,  les  seize  nœuds  sont  aux  points 
d'intersection  de  quatre  génératrices  d'un  système  et  de  quatre  gé- 
nératrices de  l'antre,  et*  la  stirfa<re  de  Kummer  n'est  autre  que  la 
surface  du  second  degré  comptée  deux  fois  ;  cette  dernière,  avec  les 
seize  points  d'intersection  des  huit  génératrices  considérées,  peut 
être  regardée  comme  l'image  d'une  surface  de  Kummer,  avec  ses 
seize  nœuds,  qui,  par  une  déformation  continue,  viendrait  se  con- 
fondre avec  elle.  J.  T. 


BOUSSiNESQ  (J.).  —  Essai  théorique  sur  l*équil»rb  des  massifs  pulvé- 
rulents, COMPARÉ  A  CELUI  DE  MASSIFS  SOUDES  ET  SUR  LA  POUSSÉE  DES  TERRES 

SANS  COHÉSION.  —  Paris,  Gaalhief-Villars,  1876.  lii-4*  de  i8op.  Prix  :  10  fr. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  essaye  de  poser  les  bases  de  la  Méca- 
nique des  corps  semi -fluides  qui  sont,  les  uns  pulvérulents,  les 
autres  plastiques.  Rankine,  dans  une  étude  Sur  la  stabilité  de  la 
terre  sans  cohésion  [Philosophical  Transactions,  1 856- 1857),  a 
traité  de  Téquilibre  limite  que  présentent  des  masses  pulvérulentes 
sur  le  point  de  s*ébouIer  :  il  a  admis,  comme  base  de  son  analyse, 
qu'en  chaque  point  d'une  telle  niasse  la  pression  la  plus  inclinée 
sur  la  normale  à  l'élément  plan  qu'elle  sollicite  fait  avec  cette  nor- 
male un  angle  égal  à  relui  du  frottement  intérieur  ou  de  terre  cou- 
lante. D'autre  part,  M.Tresca,  dans  un  Mémoire  Sur  le  poinçonnage 
des  métaux  et  la  déformation  des  corps  solides  [Savants  étrangers 
de  l'Académie  de  Paris,  t.  XX,  187a),  et  M.  de  Saint- Venant, 
dans  divers  articles  insérés  aux  Comptes  rendus  de  1870  et  1871, 
ont  été  conduits  par  l'expérience  à  admettre,  comme  principe  fon- 
damental de  la  Mécanique  des  corps  plastiques,  la  constance  de  la 
plus  grande  composante  tangenticlle  de  pression  aux  divers  points 
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de  ces  corps,  supposés  pétris  avec  une  certaine  lenteur.  Mais  on 
n'avait  pas  encore  cherché  comment  ces  états  ébouleux  et  plastiques 
d'une  matière  que  l'on  déforme  indéfiniment  se  rattachent  aux 
états  élastiques  ordinaires,  correspondant  a  des  déformations 
moins  étendues,  c'est-à-dire  comprises  entre  les  limites  d'élasticité. 
En  outre,  pour  les  masses  pulvérulentes,  on  n'avait  aucune  con- 
naissance de  l'expression  de  leurs  forces  élastiques  en  fonction  des 
petites  déformations  éprouvées  à  partir  de  l'état  naturel.  C'est  à 
cette  double  lacune  que  répond  le  Mémoire  de  M.  Boussinesq. 

Admettant  que  les  expressions  des  forces  élastiques  sont  déve- 
loppables  en  séries  très-convergentes  suivant  les  puissances 
entières  des  déformations,  il  cherche  les  formes  auxquelles  se  ré- 
duisent nécessairement  ces  expressions,  supposées  de  grandeur 
modérée,  dans  les  deux  cas  d'un  solide  d'élasticité  constante  et 
d'une  masse  pulvérulente,  c'est-à-dire  suivant  que  le  corps  présente 
toujours  une  rigidité  finie  ou  suivant  qu'il  résiste  aux  déformations, 
alors  seulement  qu'il  supporte  dans  tous  les  sens  une  pression  plus 
ou  moins  grande.  Dans  le  premier  cas,  il  est  conduit  aux  formules 
très-connues  de  Lamé  (à  deux  coefficients  d'élasticité  ^,  |^).  Dans 
le  second  cas,  il  arrive,  pour  les  six  composantes  N,  T  suivant  les 
x^y^  z  des  pressions  exercées  sur  les  éléments  plans  qui  leur  sont 
normaux,  aux  relations 

^'  =  'P(-'-^""S)' 

(dv       dKv\        ^  /  iliv       du\        „,  [du         dç\ 


m  désigne  un  coefficient  constant  pour  chaque  matière  pulvéru- 
lente, p  la  pression  moyenne  exercée  autour  de  la  molécule  consi- 
dérée {jc^y^z)^  et  M,  ^,  çv  les  composantes  du  petit  déplacement 
qu'elle  a  éprouvé.  De  plus,  la  même  analyse  montre  que  la  dila- 
tation cubique  est  négligeable  en  comparaison  des  trois  dilatations 
linéaires  dont  elle  égale  sensiblement  la  somme  algébrique.  On 
peut  donc  joindre  aux  trois  équations  ordinaires  d'équilibre  où 
entrent    les  dérivées  en  x,  y^  z  des  forces  N,  T  la  quatrième 
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équation  indéfinie 

du      ôv       ôiv 


àx  '  dv  '    dz 

nécessaire  à  la  détermination  des  quatre  fonctions  inconnues  u,  v^ 
sv,p. 

n  existe,  en  outre,  des  conditions  d'équilibre  spéciales  aux  sur- 
faces libres  du  massif  et  d'autres  conditions,  très-variées  suivant  les 
circonstances,  concernant  les  surfaces  de  séparation  de  ce  massil 
d'avec  le  sol  ou  les  murs  rigides  qui  le  soutiennent.  Ces  dernières 
relations  sont  remplacées  par  une  condition  de  maximum  de  stabi- 
lité intérieure  dans  le  cas  le  plus  important,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  des  modes  d'équilibre  qui  se  produisent  à  la  longue,  une  fois 
que  les  petits  ébranlements  auxquels  tout  massif  est  sans  cesse 
exposé  ont  réussi  à  grouper  les  grains  pulvérulents  de  la  manière 
la  moins  forcée,  la  plus  voisine  de  Tétat  naturel. 

L'intégration  du  système  d'équations  indiqué  fait  connaître,  dans 
chaque  problème  spécial,  les  valeurs  de  u,  ^,  cv,/^;,  et  par  suite 
celles  des  déformations.  U  reste  ensuite  à  exprimer  que  les  trois 
dilatations  principales  <^t)<^f)  <^s  satisfont  partout  à  une  certaine  iné- 
galité, c'est-à-dire  ne  sortent  pas  des  limites  d'élasticité  imposées, 
comme  on  sait,  à  toute  matière  douée  de  la  tendance  à  reprendre  la 
forme  dont  on  l'écarté.  Dans  le  cas  simple  de  déformations  planes, 
on  a  dt  =  o,  et  M.  Boussinesq  reconnaît  que  l'inégalité  dont  il  vient 
d'être  question  revient,  pour  les  masses  pulvérulentes  et  pour  les 
solides  suffisamment  plastiques,  à  supposer  la  plus  grande  dila- 
tation di  inférieure  à  une  constance  spécifique  \  le  fait  de  l'absence 
de  cohésion  des  massifs  pulvérulents  lui  permet  même  de  poser, 

pour  ces  massifs,  à^  <^  — ?»  çj  désignant  un  angle  aigu  positif  qu'il 

^  9wm 

démontre  plus  loin  être  précisément  celui  du  frottement  intérieur. 
Les  Intégrations  sont  faciles  quand  le  massif  homogène  et  pesant 
a  pour  surface  libre  un  talus  plan  faisant  un  angle  donné  o)  avec 
l'horizon,  et  que  les  déformations  éprouvées,  parallèles  à  son  plan 
vertical  de  symétrie,  se  trouvent  les  mêmes  en  tous  les  points  éga- 
lement distants  du  talus  supérieur.  M.  Boussinesq  effectue  ces  inté- 
grations pour  un  massif  pulvérulent  et  pour  un  massif  solide.  Les 
résultats^  deviennent  fort  simples  dans  les  cas  où  la  profondeur  est 
suftisamment  grande.  Alors  les  dilatations  principales  d,,  d%  sont 
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les  mêmes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  sensiblement 
proportionnelles  à  la  distance  au  talus  supérieur,  dans  le  cas  d'un 
massif  solide.  De  plus,  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  élé- 
ments linéaires  qui  éprouvent  ces  dilatations  principales  ont  des 
directions  constantes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  des 
directions  qui  tendent  à  devenir  constantes  quand  on  s'enfonce  dans 
le  massif  solide.  L'angle  e  que  fait  avec  la  verticale  une  quelconque 
de  ces  directions  est  astreint,  dans  un  massif  pulvérulent  de  pro- 
fondeur quelconque  et  dans  un  massif  solide  de  profondeur  très- 
grande,  à  vérifier  l'inégalité 


sin'w 


C0S«(a,  — 2e)>-^--^-, 

o  désigne  pour  un  massif  pulvérulent  l'angle  défini  ci-dessus  et  pour 
an  massif  solide  l'angle  aigu,  dont  le  sinus  vaut  jtz  :  (X  -h  |u).  Cette 
inégalité  n'est  compatible  avec  aucune  valeur  réelle  de  e  quand  on 
a  0)  ^  (f ,  d'où  se  conclut  l'impossibilité,  pour  un  massif  pulvérulent, 
de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur  à  celui  de  terre  coulante,  et 
pour  un  massif  solide  profond  de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur 
à  celui  dont  le  sinus  vaut  le  rapport  |ix:(X  +  |ix),  d'autant  plus 
voisin  de  zéro  qu'il  s'agit  d'un  corps  plus  mou.  Si  au  contraire  ci>  <^  cf , 
e  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs  ;  elles  correspondent  à  tout 
autant  de  modes  distincts  d'équilibre  d'élasticité,  tous  compris  entre 
deux  modes  d'équilibre  limite,  l'un  par  détente,  l'autre  par  com- 
pression, précisément  identiques,  dans  les  milieux  pulvérulents,  à 
ceux  qu'avait  découverts  Rankine.  M.  Boussinesq  démontre  qu'un 
des  modes  d'équilibre  d'élasticité  ainsi  obtenus,  et  un  seul,  convient 
an  cas  où  le  massif  est  soutenu  d'un  côté  par  un  mur  plan,  soit 
lorsque  ce  mur  présente  un  degré  de  résistance  connu  et  que  l'équi- 
libre s'est  réglé  à  la  longue,  soit  lorsque  le  mur  est  une  paroi  sans 
pesanteur  que  maintient  contre  le  massif  une  force  donnée,  com- 
prise entre  celle  qui  sufQrait  h  peine  pour  le  soutenir  et  celle  qui  le 
ferait  refluer  par  écrasement  au-dessus  du  talus  supérieur,  soit 
encore  pour  d'autres  circonstances,  les  plus  simples  en  théorie, 
mais  peu  réalisables  pratiquement. 

Les  deux  derniers  paragraphes  du  Mémoire  (§§lXctX),  qui 
sont  aussi  les  plus  longs,  sont  consacrés  à  la  Dynamique  des  massifs 
incohérents  et  des  solides  malléables.  L'auteur  reconnaît  d'abord 
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que  les  très-petites  vibrations  élastiques  d'une  masse  pulvérulente 
non  comprimée  ne  sont  pas  réglées  par  des  équations  linéaires,  ce 
qui  explique  pourquoi  ces  masses  ne  peuvent  pas  vibrer  pendulai- 
rement  sous  Tinfluence  de  leur  élasticité  et  pourquoi  elles 
étouirent  le  son.  11  se  borne  ensuite  à  Tétude  des  mouvements  assez 
lents  dans  lesquels  l'inertie  n'a  qu'un  rôle  négligeable,  si  ce  n'est 
en  des  points  exceptionnels.  Les  six  pressions  N,  T  n'y  diilerenl 
pas  sensiblement,  en  chaque  endroit,  des  forces  élastiques  maxima 
que  comporte  la  matière ,  eu  sorte  que  l'équation  caractéristique 
de  l'état  ébouleux  ou  de  l'état  plastique  s'obtient  en  exprimant  que 
les  limites  d'élasticité  se  trouvent  atteintes  ;  cette  équation  est  pré- 
cisément, soit  la  formule  fondamentale  posée  par  M.  Rankine,  soit 
celle  de  MM.  Tresca  et  de  Saint-Venant  pour  la  plastlcodyna- 
mique.  M.  Boussinesq  joint  donc  cette  relation  finie  en  N,  Taux 
trois  équations  bien  connues  qui  expriment  l'équilibre  d'un  élé- 
ment de  volume  parallélépipédique  et  où  entrent  les  dérivées  en 
j?,j)",zdes  six  pressions  N,  T.  Mais  il  observe  que  la  masse  en 
équilibre  ébouleux  ou  plastique  n'admet  généralement  plus  un  état 
naturel  où  les  pressions  peuvent  s'annuler  partout  \  il  faudrait 
séparer  toutes  ses  particules  infiniment  petites  les  unes  des  autres 
pour  qu'elles  puissent  se  détendre  simultanément  sans  se  gêner. 

M.  Boussinesq  complète  le  système  de  neuf  équations  indéfinies 
nécessaires  à  la  détermination  des  six  pressions  N,  T  et  des  trois 
composantes  m,  v^  w  de  la  vitesse  de  chaque  particule  en  admettant 
que  les  diverses  fibres  qui  se  croisent  en  un  même  point  éprouvent 
des  dilatations  persistantes  proportionnelles  à  leurs  dilatations 
élastiques  actuelles.  Ce  principe  simple  lui  fournit  aisément  les 
cinq  équations  indéfinies  qui  manquaient.  Enfin  il  joint  des  con- 
ditions évidentes  spéciales,  soit  aux  surfaces  libres,  soit  aux  couches 
en  contact  avec  des  parois  solides,  soit  aux  surfaces  de  séparation 
des  parties  passées  à  l'état  ébouleux  d'avec  celles  qui  sont  restées  à 
l'état  élastique  ordinaire. 

Comme  première  application,  M.  Boussinesq  démontre  que  la 
vitesse  d' écoulement  du  sable  par  un  orifice  tend  vers  une  limite 
ou  devient  indépendante  de  la  hauteur  de  charge  dès  que  celle-ci 
atteint  une  certaine  valeur,  fait  connu  des  anciens  et  qui  leur  per- 
mettait de  mesurer  le  temps  au  moyen  des  sabliers .  Il  étudie  ensuite 
la  répartition  des  pressions  dans  un  massif  sans  cohésion  soutenu 
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par  un  mur,  aux  premiers  moments  d'un  éboulement  déterminé  par 
l'ébranlement  du  mur.  M.  Maurice  Lcvy  a  heureusement  appliqué 
au  problème,  en  la  découvrant  de  nouveau,  une  des  deux  solutions 
données  par  Rankine  dont  il  a  été  parlé  plus  haut  *,  seulement  elle 
ne  convient  que  pour  un  cas  restreint,  car  elle  n*est  compatible 
avec  le  glissement  de  la  matière  du  massif  contre  le  mur  qu'autant 
que  celui-ci  a  sa  face  postérieure  dirigée  d'une  certaine  manière. 
M.  Boussinesq  en  trouve  d'autres  beaucoup  plus  générales  appli- 
cables pour  des  inclinaisons  quelconques  de  ces  faces  et  môme  pour 
le  cas  où  les  surfaces  limites  du  massif  sont  courbes.  Ces  solutions 
comportent  des  représentations  géométriques  assez  simples,  et  elles 
prouvent  que,suîvantles  cas,  une  portion  déterminée  du  massif,  con- 
tiguë  au  mur  de  soutènement,  reste  à  l'état  élastique  ou  devient  le 
siège  d'un  état  ébouléux  très-différent  de  celui  qui  affecte  le  reste. 
D'ailleurs,  elles  ne  sont  rigoureusement  exactes  que  lorsque  la  ma- 
tière pulvérulente  présente  une  hétérogénéité  trop  peu  sensible 
pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en  tenir  compte. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  l'étude,  en  coordonnées  po- 
laires, des  déformations  planes  d'une  masse  plastique  ou  pulvéru- 
lente soumise  en  divers  sens  à  des  pressions  beaucoup  plus  grandes 
que  son  poids,  principalement  quand  ces  pressions  sont  ou  pareille- 
ment distribuées  autour  d'un  axe,  ou  pareillement  orientées  en 
tous  les  points  de  chaque  rayon  vecteur  émané  de  l'origine. 
M.  Boussinesq  en  déduit,  comme  formules  approximatives,  les  ex- 
pressions simples  et  remarquables  auxquelles  M. Tresca  a  été  conduit 
par  Texpérience  :  i®  la  force  capable  de  faire  pénétrer  un  poinçon 
cylindrique  suivant  l'axe  d'un  bloc  de  plomb  de  même  forme,  mais 
de  plus  grand  diamètre,  à  contour  tantôt  libre,  tantôt  entouré  d'un 
manchon  rigide  ;  2"  la  hauteur  de  la  débouchure  que  détache  ce 
poinroii,  quand  un  orIGce  de  même  dimension  transversale  que  lui 
est  percé  suivant  son  prolongement  à  travers  le  plan  poli  qui  sup- 
j)orte  le  bloc  poinçonné  ;  3**  enfin  la  force  capable  de  faire  écouler 
par  un  tel  orifice  un  morceau  cylindrique  de  plomb  remplissant  un 
vase  en  fer  et  poussé  par  im  piston.  M.  Boussinesq  trouve  aussi  les 
modes  les  plus  simples  de  distribution  des  pressions  qui  se  pro- 
duisent dans  une  masse  plastique  ou  pulvérulente  remplissant 
l'angle  dièdre  formé  par  deux  plans  rigides,  soit  lorsque  cet  angle 
<'st  constant  et  que  la  masse  considérée  y  coule  de  manière  que  la 
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matière  contigiië  aux  plans  converge  des  deux  côtés  vers  rareté  ou 
s'en  éloigne  des  deux  colés,  soit,  au  contraire,  que  Tangle  des 
deux  plans  diminue  ou  grandisse  et  que  l'écoulement  soit  produit  par 
Técrasement  de  la  masse  ou  par  sa  détente  latérale. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposition  d'une  méthode  d'inté- 
gration graphique  due  à  Rankine,  pour  traiter  le  problème  de  l'équi- 
libre limite  d'un  massif  pulvérulent  à  surface  supérieure  courbe. 
Rankine  l'avait  appliquée  en  faisant  une  hypothèse  simpli£cative 
qui  change  beaucoup  la  question.  M.  Boussinesq  montre  comment 
elle  peut,  avec  presque  autant  de  simplicité,  s'adapter  aux  équa- 
tions vraies  du  problème.  P.  M. 


MÉLANGES. 
LETTRES  DE  LAPLAGE  A  GONDORGET. 

■ 

I. 

A  l'École  militaire,  ce  33  décembre  1771. 
MONSIEUE, 

En  repassant  sur  les  diUërens  Mémoires  que  j'ay  présenté 
jusques  ici  à  l'Académie  j'en  ay  extrait  les  remarques  suivantes  qui 
sont  relatives  à  un  objet  dont  vous  vous  estes  occupé  dans  le  troi- 
sième Volume  des  Mémoires  de  Thurin  ^  et  je  prends  la  liberté  de 
les  soumettre  à  vostre  examen. 

Vous  et  M.  de  la  Grange  avez  démontré  dans  ces  Mémoires 
d'une  manière  fort  élégante  que,  si  l'on  sçait  intégrer  l'équation 

dx  étant  constant  et  H,  H',  . . .  étant  des  fonctions  de  x,  on  pourra 
toujours  intégrer  celle-ci, 

X  étant  une  fonction  de  x. 
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Je  suis  parvenu  par  une  méthode  assez  singulière  non-seulement  h 
démontrer  ce  théorème,  mais  encor  à  la  règle  suivante.  Soit 

j-  =  Cl/  4-  Cil'  4-  C"//"  -h ...  4-  C"-*  «"-» 

l'intégrale  complète  de  l'équation  (i),  u,  u\  u'\  ...  étant  des  inté- 
grales particulières  de  cette  équation,  et  C,  C,  C, . . .  étant  des  con- 
stantes arbitraires  \  on  fera 

-7       u"  du  —  tt  fin"       ==      ~t7'd7i  —  lûdîP 

U'  =   ; 9         11'=  = >  •  •  •  > 

-^       fiVii  —  udu" 

u     =  ; 9  •••» 

jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  former  u^.  Soit  alors 


fU 


V 


3 


(n  n'étant  pas  un  exposant,  mais  indiquant  seulement  le  rang  de  z 
dans  la  suite  des  z).  Si  dans  l'expression  de  z""*  on  change  u""* 
en  u""^  et  réciproquement,  on  formera  z""^;  si  dans  la  même  ex- 
pression de  z""*  on  change  u"""*  en  u""'  et  réciproquement,  on 
formera  2""',  et  ainsi  de  suite;  on  aura 

j=       n      (C      4-/5  Xrfx) 

-h//'      (C      -hfz'Xd.r) 


^  ^/»-i(C'»-«4-/z''-»X^), 


pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (2). 

U  résulte  encore  de  cette  méthode  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (  2  )  dépend  toujours  de  l'intégration  de  deux  autres  en  degré 
n  —  I  et  dont  il  n'est  même  nécessaire  que  de  trouver  un  nombre 
n  —  2  d'intégrales  particulières.  La  niesme  méthode  s'étend  encor 
aux  différences  (inics. 
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Soit  l'équation  diflercntio-diiTérentielIe  aux  différences  finies 

(  3  )  X'  =  ^  -h  U'y^^  ■+•  «H  V-*  ^ ...-+-  "-»  H'r'-^", 

X^,  H-^,  *H-^,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  et  X-^,  j-',  H^,  ...  ne  dé- 
signant pas  des  puissances  de  X,j^,  H, ...,  mais  le  x**"*  terme  de 
la  série  des  X,  des  /,  etc. 

Que  Ton  désigne  par  la  caractéristique  A  les  diilérences  finies  et 
par  la  caractéristique  X  les  intégrales  finies  j  cela  posé,  soit 

r intégrale  de 

(4)  o  — ^-H  E'x'^^  -+- • .  .-h  ^-^H'J'-^'', 

i/,  '//,  ^^u^  • . .  étant  des  intégrales  particulières  de  Téquation  (4) 
et  A,  'A,  •  • .  étant  des  constantes  arbitraires^  que  Ton  fasse 

1?=ul(^\      ... 
jusques  à  ce  qu'on  parvienne  à  former  w*;  que  Ton  fasse 

si  dans  celte  expression  on  change  """'Mcn  ""^a  et  réciproquement, 
on  formera  "^^z^  et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  de  Péquation  (3) 
sera 

le  signe  -h  ayant  lieu  si  n  est  impair,  et  le  signe  —  s'il  est  pair. 
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Je  suis  parvenu  par  cette  méthode  non-sculeincnt  à  sommer  très 
directement  les  suites  récurrentes,  mais  de  plus  une  espèce  de 
suite  fort  générale  dont  celles-ci  ne  sont  qu'un  cas  particulier. 

Toutes  ces  choses  sont  développées  dans  un  Mémoire  que  M.  de 
Fouchim'a  promis  de  faire  imprimer  au  plus  tost.  J*auroisbicn  désiré 
que  vos  occupations  vous  eussent  permis  d'y  jetter  un  coup  d^œuil  \ 
mais  je  sais  le  peu  de  temps  qu'elles  vous  laissent.  Je  crains  même 
d'avoir  abusé  par  cette  lettre  de  votre  complaisance^  mais  j'espère 
que  vous  me  pardonnerez  aisément  cette  importunité,  que  je  vous 
prie  d'imputer  au  désir  que  j'ai  de  mériter  votre  amitié.  Je  suis 
avec  estime  et  respect 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Lapiace. 


Remarque  sur  la  Lettre  précédente  ; 
Pam  m.  g.  darboux. 

En  essayant  de  démontrer  la  règle  indiquée  par  Lapiace,  je  me  suis 
aperçu  que  l'illustre  géomètre  la  rapporte  d'une  manière  inexacte,  et  que  sa 
Lettre  contient  plusieurs  erreurs  de  transcription.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
reconnaître  a  priori  que  Tune  au  moins  des  deux  règles  données  pour  les 
équations  diflërentielles  et  pour  les  équations  aux  diflcrences  finies  est 
inexacte;  car  celle  qui  se  rapporte  aux  équations  aux  diûërences  finies  devrait 
comprendre  l'autre  comme  cas  particulier  lorsqu'on  suppose  les  différences 
infiniment  petites,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Dans  ce  qui  suit,  je  vais  dé- 
montrer et  énoncer  d'une  manière  exacte  la  première  règle  relative  aux 
équations  différentielles  linéaires. 

Considérons  l'équation 

et  soient  u^  u^^  u^^  . . . ,  ^/;t-i«  ^  intégrales  particulières  de  l'équation  sans 
second  membre.  La  méthode  d'intégration  singulière  dont  parle  Lapiace  est 
évidemment  la  suivante,  qui  est  maintenant  bien  connue,  et  qui  est  exposée 
sous  une  forme  un  peu  différente  dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  et 
intégral  de  M.  Serret  (t.  II,  p.  624). 

Btdl.  des  Sciences  math.,  a«  série,  t.  III.  (Mai  1879.)  l5 
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Posons 
.     .  /•vi    ,  d   [ r\        udy — rdu 

Xi  éuint  la  nouvelle  fonction  inconnue,  et  substituons  cette  valeur  de  7 
dans  l'équation  (i).  Le  résultat  contiendra  Fintégrale  dans  les  termes  sui- 
vants : 

(d^u  d'^-^u 

dJ^  "^     *  dx^^ 


(  '-^  -^  H ,  '^j::^,  ^...^u,u\    f'^djT, 


et,  comme  a  est  une  solution  particulière  de  Téquation  (  i  )  où  Ton  a  sup- 
primé le  second  membre,  on  voit  que  le  coefficient  de  Tintégrale    j  —  dr 

sera  nul,  et  il  restera  pour/i  une  équation  débarrassée  de  tout  signe  d'inté- 
gration et  qui  sera  évidemment  de  la  forme 

Les  solutions  de  Téquation  sans  second  membre  seront  maintenant 

dx  \ii  /  dx  \u  )  dx  \    ii    / 

Je  poserai 

Nous  sommes  donc  ramenés  h  une  équation  difiërentielle  (  3  )  de  même 
forme  que  Téquation  (i)  et  à  laquelle  nous  pourrons  appliquer  la  même 
méthode.  £n  continuant  ainsi  indéfiniment,  nous  parviendrons  à  une 
équation  du  premier  ordre,  que  nous  saurons  int^rer.  Cette  méthode  est 
tout  à  fait  différente  de  celle  de  Lagrange,  et  il  est  aisé  de  trouver  la  for- 
mule déGnitive  à  laquelle  elle  conduit. 

En  l'appliquant,  nous  serons  conduits  successivement  à  faire  les  substitu- 
tions suivantes  : 


(5: 


•  •••• •••.,      ....•• 
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la  fonction  Xt  satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme 

et  les  solutions  particulières  de  Fëquation  sans  second  membre  étant 
Si  donc  on  fait  i  =zn  —  i ,  on  sera  ramené  à  Téquation 

(7)  %i+Hr'j»-.=x, 

ety  u^Z\  étant  Tintégrale  de  Téquation  sans  second  membre,  on  aura 


^     -^«,     ««-1-0, 


et  par  conséquent 


(8)  r«-i  =  «n  /  -ttm- 

La  constante  arbitraire  qui  doit  figurer  dans  j„.]  sera  la  limite  inférieure 
de  l'intégrale.  En  se  reportant  aux  formules  (5),  on  voit  que  Ton  aura 

Comme  les  quantités  u^  sont  définies  par  les  formules  [5),  cette  formule 
ne  contient  rien  d*arbitraire,  et  les  n  constantes  que  doit  contenir  x  seront 
amenées  par  les  intégrations  successives  que  l'on  aura  ^  effectuer. 

Faisons  une  application  de  la  formule  (9)  au  cas  des  équations  linéaires 
à  coe£Bcients  constants.  Alors  les  solutions  particulières  qu'il  y  aura  à  con- 
sidérer seront 

on  trouvera  aisément  pour  les  quantités  u{.  Fexpression 

et  la  fonnule  (9)  deviendra 

(lo)  jr=tf«*/e<«i-«>*d:r/<K«.-«.)'d:r. .  ./e(««  .-«— .)-^r/x/e-«— .'X^. 

PWgnnroi  cette  valeur  de  y  par  f(a,  a,,  ^s<  . .    ,  a„.i).  L'intégration 

i5. 
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par  parties,  portiint  sur  la  première  intégrale  et  sur  le  terme  e(^t'-'')^  di-, 
nous  donnera  la  formule 

?(^»<»i»«î <»»-i) 

fi    "~~    MJ 

d*oè  Ton  déduira  sans  peine 

en  posant 

/(j-)  =  (x  — a)  (x  — «,)...  (j;  —  a„»,). 

La  formule  précédente  est  équivalente  à  la  suivante, 

/  «I  J  /  «,.-1  J 


(1-^ 


qui  est  bien  connue  et  fréquemment  employée. 

Telles  sont  les  remarques  que  Ton  peut  présenter  sur  la  méthode  dont 
Laplace  parle  dans  sa  Lettre,  considérée  en  elle-même  ;  mais  si  Ton  rapproche 
cette  méthode  de  celle  de  Lagrange,  on  sera  facilement  condiât  à  la  règle 
de  Laplace. 

En  efiet,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  revient  à  considérer 
Pintégrale  générale  de  Téquation  (  i  )  comme  représentée  par  la  formule 

(i^)  ^  =  Cil  H-  Ct  «,  -h . . .  -h  €,-,«,-.„ 

oà  les  Jt  —  I  fonctions  C  soat  assujetties  à  vériBer  les  équations  suivantes^: 


•;s-^*'Tï?"^--^"^'-rfr=°' 


du    dC  ^tfa— 1    ^a-l 

^=o 


(i3^  (   djt  dx  dx       djc 


9 


y 


«/jr*~'  dx  dx*-*         dx 

Si  r««  pi^se 
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et  si  Ton  désigne  par  le  symbole  ^  des  différentiations  où  les  quantités 

—  9  — ^9  •••>  — ^^  sont  traitées  comme  constantes,  les  équations  (i3) 
fix     dr  dx 

s'écriront,  d*une  manière  abrégée, 

[i4)  el»  =  0,     (JAi  =  G,      ...,     i'*-^X=.o. 

Si  nous  nous  reportons  maintenant  aux  formules  (2),  nous  aurons,  en 
tenant  compte  de  Téquation  JL  =  o, 

^,  =  M  —  Tm  =  c,  tf  ;  -4-  c,  «;  -+- . . .  -I-  C;,-,  «^  _,, 

et,  si  l'on  pose 

(.5)  a,=«;^  +  «;^^+...-H«„_.-^, 

on  trouve,  en  substituant  fexpression  des  quantités  tri, 

du 

udr. 

et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (i4)>  on  aura 

(16)  Jl>,  =  0,     ^X,  =  0,      ...,     ^'»-'e.l>i  =  o. 

En  d'autres  termes,  les  quantités  Ci  vérifient,  par  rapport  à  la  nouvelle 
équation  en  jr^  comme  par  rapport  à  l'ancienne,  les  équations  auxquelles  les 
assujettirait  l'application  directe  de  la  méthode  de  Lagrange  n  cette  équation 

En  répétant  donc  les  mêmes  raisonnements,  nous  voyons  que  Ton  aura 

(17)  J/=:  CiU\  -+-  C/+1  «îvi  H- . . .  ^-  C„-i  "«-, , 
avec  les  conditions 

auxquelles  il  faut  joindre  les  suivantes  : 

(îA^=o,     ...,    (î^-'-^Ai/^  o. 
On  aura  donc  en  particulier 

(18)  .>«-i  =  c«_,i/;;~;, 
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et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (8j, 

('9)  C,_,=  I  -rr- 

C*est  là  précisëment  la  règle  donnée  par  Laplace.  Comme  on  peut  ranger 
les  intégrales  particulières  dans  un  ordre  quelconque,  il  est  clair,  comme 
Laplace  le  fait  remarquer,  que  cette  formule  donnera  toutes  les  quantités  C/ 
par  des  permutations  convenables.  Mais  on  pourrait  aussi  observer  que  les 
équations 

Jto/t^f  ^^  O,        fcv^_j  Zr:  O»  •  •  •  1         e^v»!  Z^  O,        e\>  "ZZZ  O 

détermineront,  la  première  — 7^5  la  sec<mde  — t^>  etainsi  de  suite,  quand 


sera  connue. 


Dans  le  cas  des  équations  à  coefficients  constants,  on  a 
f'[a]  ayant  la  signification  déjà  donnée,  et  par  suite 


X<?-«'</x, 


le  signe  2  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  Téquation  caractéristique,  ce  qui 
s'accorde  bien  avec  notre  premier  résultat. 

La  méthode  de  Cauchy,  telle  qu'elle  a  été  exi>osée  par  M.  Hermite  dans 
son  Cours  de  TÉcole  Polytechnique  de  1873-1875,  donne  un  moyen  bien 
simple  d'arriver  à  la  formule  précédente,  et  même  à  la  formule  plus  géné- 
rale qui  doit  être  employée  quand  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
multiples.  On  |>eut  aussi,  quand  la  formule  précédente  a  été  démontrée, 
employer  d'une  manière  assez  simple  le  procédé  de  d'Alembert  par  lequel  on 
|)<isso  du  cas  des  racines  au  cas  des  racines  multiples.  En  effet,  Z  désignant 
la  valeur  de  X  quand  on  remplace  .r  par  c,  la  formule  précédente  peut 
s'écrire 

et  elle  nous  d(mne  une  intégrale  particulière  de  Téquation  si  Ton  prend  la 
mémo  Hinite  inférieure  x  dans  toutes  les  intégrales  ;  on  a  alors 


i 
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en  |K>sant 


Or,  on  |>ciit  définir  R  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  Ton  dcve> 
loppCy  dans  la  fonction 

Texponentielle   suivant  les  puissances  positives  de  u  et  j- — :  suivant  les 

puissances  négatives  de  u.  On  obtiendra  un  développement  contenant  ù  la 
fois  les  puissances  positives  et  négatives  de  u,  développement  qui  sera  d'ail- 
leurs convergent  quand  u  sera  suflisamment  grand.  Le  coefficient  du  terme 

en  -  est  précisément  R.  On  a,  en  effet, 

et,  en  développant suivant  les  puissances  de  ->  on  trouvera  précisé- 

menty  pour  le  a>efficient  de  -9 

Ainsi,  nous  avons  la  règle  suivante  :  On  aura  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  at>ec  second  membre  X,  en 
prenant 

I  çn(x-z) 

OÙ  R  désigne  le  coefficient  de  -  dans  le   cléveloppcment  de  —rz — ^  effectué 

u  "^  f[u] 

à  la  fois  sinvant  les  puissances  positives  et  négatives  de  w,  c'est-à'dire  le  nu- 
mérateur e^C"*^  étant  dé'eloppé  suivant  les  puissances  positives  de  u  et 

•jr — r  étant  développé  suivant  les  puissances  négatives  de  u. 

Cette  règle  permet  de  trouver  l'intégrale  particulière  sans  résoudre  l'é- 
quation caractéristique.  Comme  elle  est  indépendante  de  la  nature  des 
racines  de  l'équation  caractéristique,  elle  subsistera  quand  cette  équation 
.'lura  des  racines  multiples.  On  aura  alors 

'  _vr  V-   I  _Aj_  ,     ,    A,,.,  -| 
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et  l'on  reciinnaîtra,  |>ar  un  calcul  des  plus  simples  et  en  dévekippaiil  «fa- 
bord  l'expooentielle  e*'(''~^^  suivant  les  puissances  de  u  —  «,  que  le 

cient  de  -  dans  le  dévelop|)ement  de 


est 

? ^(x-^z)  (  .r  »_  j  )V. 

i.a...7  ^  ' 

On  a  donc,  dans  le  cas  des  racines  multiples, 

(33,  R^yk^^-^— 'U-^H-^'-'^— -^W). 

i^L  *  1.2.  .  .p—  I      \ 

formule  que  l'on  obtient  d'ailleurs  beaucoup  plus  rapidement  en  emplojaiil 
La  belle  méthode  exposée  par  M.  Hermite  dans  le  Cours  déjà  cité. 


U. 

A  Monsieur  le  marquis  de  Co»dorcet,  Secrétaire  de 
l'Académie  de5  Sciences,  rue  Louis-le-Grasd,  a  Paris. 

J'ai  reçu,  Monsieur,  la  Note  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  mW- 
voyer-,  elle  me  paroit  très  juste,  et  vous  obsrrvez  avec  raison  que, 
toutes  fois  que  l'intégrale  sera  possible  en  termes  finis,  vous  la 
trouverez  par  votre  méthode,  qui  me  paroit  fort  ingénieuse.  Quand 
mon  travail  sera  fini  sur  cet  objet,  je  me  propose  de  vous  le  commu- 
niquer. Du  reste,  on  vous  doit  et  je  vous  rendrai  la  justice  d'ob- 
server que  vous  estes  le  premier  qui  ayez  donné  une  méthode 
générale  sur  ces  intégrations,  car  il  me  semble  qu'une  des  raisons 
pour  lesquelles  on  n'a  point  avancé  cette  partie  de  l'Analyse  autant 
qu'elle  pouvoit  l'être  est  que  l'on  s'est  borné  à  des  méthodes  de 
transformation  nécessairement  limitées.  Je  vous  prie  de  me  croire 
avec  toute  l'estime  etl'amitié  possibles, 

Monsieur, 

Vostre  très  humble  et  ti*ès  obéissant  serviteur) 

Laplagb* 
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LAPLAGE  A  D'ALEMBERT. 

I. 

A  Paris,  ce  samedi  i5  novembre  i777< 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Au  lieu  d'aller  demain  vous  importuner,  comme  je  me  l'étois 
proposé,  j'ai  cru  plus  à  propos  de  vous  envoyer  Taddition  dont 
nous  sommes  convenus;  d'ailleurs  je  n'aurai  plus   demain  mon 
Mémoire,  puisque  je  dois  le  remettre  ce  soir,  à  TAcadëmie,  à  M.  le 
marquis  de  Condorcet.  Après  cette  phrase  :  «  C'est  donc,  à  propre- 
»  ment  parler,  à  M.  d'Alembert  qu'il  faut  rapporter  les  premières 
»  recherches  exactes  qui  ayent  paru  sur  cet  important  sujet;  cet 
•>  illustre  autheur,  s'étant  proposé,  dans  son  excellent  Ouvrage  qui 
*>  a  pour  titre  Réflexions  sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  eflëts 
w  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  notre  atmosphère,  y  dé- 
I»  termine  d'une  manière  synthétique  et  fort  belle  les  oscillations 
M  d'an  fluide  de  peu  de  profondeur  qui  recouvre  une  planète  immo- 
to bile  au-dessus  de  laquelle  repose  un  astre  immobile:  il  cherche 
»  ensuite  à  déterminer  ces  oscillations  dans  le  cas  où,  la  planète 
m  étant  toujours  supposée  immobile,  l'astre  se  meut  uniformément 
j»  sur  un  parallèle  à  réquateur,et  il  parvient,  par  une  analyse  aussi 
:  m  savante  qu'ingénieuse,  aux  véritables  équations  de  ce  problème*, 
'.  »  mais  la  difficulté  de  les  intégrer  l'a  forcé  de  recourir  à  des  sup- 
'.■   »  positions  qui  en  rendent  la  solution  incertaine.  On  trouvera  dans 
'f:.0  ces  recherches  la  solution  rigoureuse  de  ce  même  problème,  quels. 
qae  soient  la  densité  du  fluide  et  le  mouvement  de  l'astre.  » 

i^    J'ai  ajouté  ce  qui  suit  : 

jpj  ^  «r  Au  reste,  je  dois  à  M.  d'Alerabert  la  justice  d'observer  que,  si 

^p^  j'ai  été  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  cet  égard  à  ses 

^  excellentes  réflexions  sur  la  cause  des  vents,  j'en  suis  principale- 

1»  ment  redevable  à  ces  réflexions  elles-mêmes  et  aux  belles  décou- 

»  Tertesdecegrand  géomètre  suri  a  théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul 

m  intégral  aux  diflerences  partielles  dont  on  voit  les  premières  traces 

w  dansTOuvrage  que  je  viens  de  citer.  Si  l'on  considère  combien  les 

^'1»  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  genre  et  surtout  dans  une  ma- 
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»  ticrc  aussi  compliquée,  si  Ton  fait  attention  aux  progrès  immenses 
»  de  l'Analyse  depuis  Timpression  de  son  Ouvrage,  on  ne  sera  pas 
»  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  cncor,  et  qu*aidés 
»  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  tout  cnticrrcs, 
))  nous  soyons  en  élat  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière  qu'il 
»  a  le  premier  ouverte.  » 

J*espère,  mon  cher  Confrère,  que  vous  serez  content  de  cette 
addition-,  je  suis  très  enchanté  d'avoir  cette  occasion  de  vous 
témoigner  publiquement  mon  estime  et  ma  reconnoissance.  Je  vous 
devois  d'ailleurs  cette  justice  à  tous  égards,  puisqu'il  est  vray  de  dire 
que,  sans  votre  travail  et  sans  les  belles  recherches  que  vous  avez 
publiées  dans  votre  excellent  Essaj  sur  la  résistance  des  fluides  et 
que  M.  Eulcr  a  depuis  présentées  d'une  manière  fort  simple  et  fort 
générale  dans  les  Mémoires  de  Berlin  et  de  Pétersbourg,  je  n'aurois 
jamais  osé  entreprendre  de  traiter  la  matière  qui  fait  l'objet  de  mes 
Recherches. 

J'ai  toujours  cultivé  les  Mathématiques  par  goût  plus  tost  que 
par  le  désir  d'une  vaine  réputation,  dont  je  ne  fais  aucun  cas;  mon 
plus  grand  amusement  est  d'étudier  la  marche  des  inventeurs  et  de 
voir  leur  génie  aux  prises  avec  les  obstacles  qu'ils  ont  rencontrés  et 
qu'ils  ont  sçu  franchir;  je  me  mets  alors  à  leur  place,  et  je  me 
demande  comment  je  m'y  scrois  pris  pour  surmonter  ces  mêmes 
obstacles,  et,  quoique  cette  substitution  n'ait  le  plus  souvent  rien 
que  d'humiliant  pour  mon  amour-propre,  cependant  le  plaisir  de 
jouir  de  leur  succès  me  dédommage  amplement  de  cette  petite  humi- 
liation. Si  je  suis  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  leurs 
travaux,  j'en  attribue  tout  le  mérite  à  leurs  premiers  efforts,  bien 
persuadé  que  dans  ma  position  ils  auroient  été  beaucoup  plus  loin 
que  moi.  Vous  voyez  par  là,  mon  cher  Confrère,  que  personne  ne 
lit  vos  Ouvrages  avec  plus  d'attention  et  ne  cherche  mieux  à  en 
faire  son  profit  que  moi;  aussi  personne  n'est  plus  disposé  à  vous 
rendre  une  justice  plus  entière,  et  je  vous  prie  de  me  regarder 
comme  un  de  ceux  qui  vous  aiment  et  qui  vous  admirent  le  plus. 
C'est  dans  ces  sentiments  que  j'ai  l'honneur  d'être, 

Monsieur  et  illustre  Confrère, 

Vostrc  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

La PLACE. 
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u. 

«  Ce  dimanche,  lo  mars  1782. 
MonSIEUB  ET  ILLUSTRE   CoilFRÈIlE, 

Je  suis  très  flatte  que  mes  recherches  sur  les  suites  ayent  pu  fixer 
quelques  momens  votre  attention^  j'aurois  bien  désiré  que  vos  oc- 
cupations vous  eussent  permis  de  suivre  l'analyse  que  j'y  donne  du 
problème  des  cordes  vibrantes  au  moyen  du  Calcul  intégral  aux 
difiérences  finies  partielles,  car  il  me  paroit  évident  par  cette  ana- 
lyse que  toute  figure  initiale  de  la  corde  dans  laquelle  deux  côtés 
contigus  ne  forment  point  entre  eux  un  angle  fini  peut  être  admise. 
Voici  en  peu  de  mots  à  quoi  se  réduit  mon  raisonnement. 

Si  Ton  nomme  yx^t  l'ordonnée  d'une  corde  vibrante  dont  Tab- 
scissc  est  x^  t  désignant  le  temps,  il  est  clair  que  la  force  accélé- 
ratrice du  point  de  la  corde  placé  à  Textrémité  de  cette  ordonnée 
sera  proportionnelle  à  la  différence  seconde  des  trois  ordonnées  qui 
répondent  à  x — rfx,  x^  x-f-e/x,  c'est-à-dire  proportionnelle  à 
Jx^dx.t — ^yx,t'\ryxj^dx,t\  de  plus,  cette  force  sera,  par  les  prin- 
cipes de  Dynamique,  proportionnelle  à  ddy^^a  cette  différence  se- 
conde étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  le  temps  t.  En  la  mettant 
donc,  comme  cela  se  peut,  sous  cette  forme  j-^r,  t^dt —  '^yx,  t  -^Jx^  t^dtt 
on  aura,  pour  déterminer  le  mouvement  de  la  corde,  l'équation 

a*  étant  un  coefficient  constant.  Cette  équation  convient  incontes- 
tablement à  tous  les  points  de  la  corde,  excepté  aux  deux  extrêmes, 
dont  le  premier  n'a  point  d'ordonnée  antérieure  et  le  second  d'or- 
donnée postérieure-,  mais  ces  deux  points  sont  fixes  par  les  conditions 
du  problème.  J'observe  cependant  que,  pour  que  l'équation  précé- 
dente subsiste,  il  est  nécessaire  que  deux  côtés  contigus  ne  forment 
point  entre  eux  un  angle  fini  ;  car  au  sommet  de  cet  angle  la  force 
accélératrice,  qui  partout  ailleurs  est  finie,  scroit  infinie^  la  vitesse 
changeroit  donc  brusquement  «1  ce  point,  et  l'on  ne  pourroit  pas 

supposer  la  force  accélératrice  égale  ù       ''S  comme  cela  est  néces- 
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■aire  pour  que  l'éqaalïon  géoérale  du  problème  des  cordes  vibrantes 

puisse  avoir  lieu. 

Maintenant,  au  lieu  d'intégrer  l'équation  précédente  par  ta  cou* 
■idération  des  infiniment  petits,  cequi  peut  laisser  des  doutes  sur  la 
discontinuité  des  fonctions  arbitraires  auxquelles  on  parvient,  je 
l'intègre  comme  une  équation  aux  dilTérences  finies,  et  dans  laquelle 
par  conséquent  dxeldt  sont  des  quantités  finies.  Il  est  visible  que, 
rien  n'étant  négligé  dans  cette  intégration,  les  résultats  que  je 
trouve  conviennent  également  au  cas  de  dx  et  de  di  infiniment 
petits  ;  et,  comme  dans  le  cas  général  la  valeur  de  yx,t  se  construit 
en  plaçant  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des 
abscisses  le  polygone  qui  représente  la  valeur  de  ^f^,  lorsquef=o, 
on  doit  en  conclure  que  cette  même  construction  a  lieu  lorsque  dx 
et  dt  sont  infiniment  petits,  et  qu'ainsi  la  construction  que  vous 
avez  donnée  dans  vostre  Mémoire  sur  les  cordes  vibrantes  relati- 
vement aux  fonctions  analytiques  est  générale,  quelle  que  soït  la 
figure  initiale  de  la  corde,  pourvu  qu'aucun  de  ses  angles  ne  soit 
fini.  11  ne  me  sera  pas  difficile  présentement  de  répondre  à  la  diffi- 
culté que  vous  me  faisiez  hier  à  l'Académie  siu*  la  force  accélé- 
ratrice qui  a  lieu  au  point  de  contact  de  deux  courbes  qui  se  tou- 
chent. Pour  cela  je  considère  deux  arcs  de  cercle  BÂ,  S'A  qui  se 
touchent  au  point  A  et  dont  les  centres  sont  C  et  C.  La  force  accé- 
lératrice au  point  A  est  en  raison  inverse  du  rayon  oscillateur  de 
ce  point,  et,  comme  il  appartient  également  aux  deux  arcs  AB,  AB^, 
vous  me  demandiez  lequel  des  deux  rayons  CA,C'A  on  doit  choisir 
pour  représenter  la  force  accélératrice  du  point  A.  Pour  répondre 
à  cette  difficulté,  j'observerai  que,  lorsqu'on  supposela  force  accélé- 
ratrice inversement  proportionnelle  aurayon  osculateur  au  point  A, 
cela  veut  dire  que,  si  l'on  prend  deux  points  M  et  AT  infiniment 
voisins  et  équidistants  de  A,  et  que  l'on  fasse  passer  un  cercle  par 
ces  trois  points,  la  force  accélératrice  du  point  A  sera  en  raison  in- 
verse du  rayon  de  ce  cercle.  Cela  posé,  je  dis  que  cette  force  ne  sera 
inversement  proportionnelle  ni  à  CA  ni  à  C'A,  parce  qu'aucon 
de  ces  deux  rayons  ne  sera  celui  du  cercle  qui  passe  par  k's  trois 
points  M,  A,  M';  mais,  si  l'on  prolonge  M' C  jusqu'il  ce  qu'il  ren- 
contre MC  en  O,  O  sera  le  centre  de  ce  cercle  et  la  force  en  A  sera 
récipro(|ue  au  rayon  AO;  or  il  est  facile  de  prouver  que  AO  est  égal 
au  produit  des  deux  rayons  CA  et  C'A,  divisé  par  la  moitié  de  leur 
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somme.  H  n*j  a  donc  point  d'ambiguïté  relativement  à  la  force 
accélératrice  du  point  Â,  qui  sera  toujours  proportionnelle  à  la 
diilérence  seconde  des  trois  ordonnées  qui  passent  par  les  points 
M,  AetlVr. 

Telles  sont,  Monsieur,  les  réflexions  que  j'ai  l'honneur  de  vous 
présenter  sur  une  question  très  délicate  que  vous  avez  tant  de  fois 
agitée  et  sur  laquelle  l'opinion  dépend  de  la  manière  dont  on  envi- 
sage le  problème.  Il  est  naturel  de  transporter  au  résultat  de  la 

Fig.  I. 


solution  la  continuité  qu'exige  la  méthode  dont  on  fait  usage  et  qui 
souyent  restreint  la  généralité  de  cette  solution  ;  aussi  je  ne  suis 
point  surpris  que  notre  illustre  ami  M.  de  la  Grange,  qui  a  traité 
ce  problème,  dans  le  Tome  UI  des  Mémoires  de  Thurin,  par  la 
méthode  des  suites  infinies,  ait  cru  la  continuité  nécessaire  entre 
les  différences  quelconques  des  fonctions  arbitraires  \  mais  la  mé- 
thode des  différences,  dans  laquelle  on  ne  néglige  rien,  est  exempte 
de  ces  inconvénients.  Il  m'a  toujours  semblé  que  M.  Euler  a  été 
trop  loin  en  n'assujettissant  à  aucune  condition  les  fonctions  arbi- 
traires; mais  je  pense  que  vous  avez  été  trop  circonspect  en  les 
restreignant  aux  seules  fonctions  analytiques.  Cette  circonspection 
étoit  bien  naturelle  dans  l'inventeur  d'un  calcul  qui  offre  des 
résultats  aussi  vastes  et  aussi  inattendus  *,  mais  vous  ne  devez  pas 
trouver  mauvais  que  l'on  vous  prouve  que  votre  calcul  a  plus 
d'étendue  que  vous  ne  lui  en  aviez  soupçonné  d'abord.  Je  vous  prie 
de  croire  que  personne  ne  sent  mieux  que  moi  l'importance  et  la 
beauté  de  cette  précieuse  découverte  et  ne  vous  rend  à  cet  égard 
une  justice  plus  sincère,  à  laquelle  je  suis  porté  d'ailleurs  par  le 
sentiment  de  la  reconnoissance  pour  vos  premières  bontés,  que  je 
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n'oublierai  jamais.  J'ai  Thonneur  d'être  avec  toute  l'estime  et  la 
considération  possibles, 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Làplàce. 


LETTRE  DE  BORDA  A  GONDORGET. 


Réponse. 

I®  Et  moi  aussi;  mais  j'ai  fait 
voir  que  l'hypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches  donnoit  le 
mouvement  du  fluide  assez  exac- 
tement lorsqu'une  certaine  quan- 
tité N  n'influait  pas  beaucoup 
sur  les  résultats,  et  c'est  le  cas 
de  toutes  les  questions  que  j'ai 
examinées. 

2°  Lorsqu'une  partie  du  fluide 
agit  sur  l'autre  comme  si  elle 
n'étoît  pas  contenue  entre  des 
parois,  il  y  a  nécessairement  une 
perte  de    forces  vives,   et,    s'il 


Profession  de  foi 
de  M.  de  Condorcet, 

1°  Je  regarde  comme  hypo- 
thétique toute  théorie  qui  n'est 
pas  fondée  sur  le  mouvement 
des  particules. 


9P  Je  crois  qu'il  y  a  perte  de 
forces  vives  dans  le  choc  de  deux 
masses  de  fluide  ;  mais,  lorsqu'il 
n'y  a  point  de  choc  entre  les 
masses  ni  de  fermentation  dans 


Fig.  a. 


n'y  en  avoit  pas,  il  s'ensuivroit 
que,  si  l'on  supposoit  l'orifice/?^ 
inflniment  petit  par  rapport  au 


ce  fluide,  je  ne  vois  pas  pourquoi 
on  la  supposeroit. 
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vase  submergé,  le  iluidc  entrc- 
roit  dans  le  vase  avec  une  vitesse 
iuiinie. 

3"  Je  suis  du  même  avis,  c'est 
pourquoi  je  ne  me  suis  permis 
de  regarder  une  tranche  entière 
comme  une  masse  unique  qu'a- 
près avoir  montré,  dans  le  com- 
mencement de  mon  Mémoire, 
que  la  considération  des  diffé- 
rentes tranches  revenoitaumème 
que  celle  des  différents  canaux 
quelconques  dans  tous  les  cas 
que  j'ai  examinés. 

4°  Je  ne  vais  point  contre  les 
démonstrations  rigoureuses. 


2'23 


5°  J*aî  démontré  le  contraire 
rt  j'ai  fait  voir,  outre  cela,  d'où 
venoit  l'absurdité  du  résultat. 


()®  Dans  la  solution  des  sy- 
phoiis  de  M.  l'abbé  liossut,  la 
lettre  k  signifie  la  surface  supé- 
rieure. (  F^oy.  p.  374i  ligue  der- 
nière. ) 


3"  Je  regarde  comme  très-hy- 
pothétique toute  manière  d'éva- 
luer la  perle  de  forces  vives,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  la  valeur 
de  celte  perle  pour  chaque  par- 
ticule et  qu'on  ne  somme  ces  va- 
leurs. 


4°  Je  ne  crois  pas  que  dans 
un  vase  qui  se  vuide  par  un  trou 
percé  au  fond  la  dernière  tran- 
che tombe  (dans  les  premiers 
instants)  connue  un  corps  libre. 
Celte  conclusion  me  paroi l  plus 
extraordinaire  encore  que  celle 
de  M.  d'Alembert,  sur  laquelle 
je  suspends  aussi  mon  jugement. 

3°  Je  ne  crois  pas  que  l'hypo- 
thèse qu'a  choisie  M.  l'abbé  Bos- 
sut  soit  inadmissible  pour  le  cas 
où  le  fluide  environnant  est  Irès- 
étcndu  et  le  trou  très-petit. 

6°  En  examinant  la  solution 
du  syphon,  on  trouve  la  vitesse 
imaginaire  comme  dans  la  solu- 
tion du  vase  submergé  lorsqu'on 
cherche  la  vitesse  pour  un  en- 
droit où  la  tranche  du  fluide  est 
infiniment  petite,  ce  qui,  d'après 
votre  propre  manière  de  compa- 
rer le  problème  à  celui  des  sy- 
plions,    prouve  la  nécessité   de 
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changer  les  signes,  et  je  per- 
siste à  croire  que  Th  jpothèse  de 
M.  Tabbé  Bossut  doit  donner  la 
vitesse  réelle. 

7"  Votre  solution  du  mouve- 
ment des  roues  est  fort  ingé- 
nieuse, mais,  dans  le  cas  des  roues 
verticales,  elle  me  paroit  aussi 
hypothétique  que  l'autre,  et  vo- 
tre manière  d'évaluer  la  percus- 
sion des  fluides  ne  me  paroit  pas 
une  chose  démontrée. 


7**  Si  vous  entendez  par  roues 
verticales  celles  dont  les  ailes 
remplissent  exactement  le  cour- 
sier dans  lequel  elles  se  meuvent, 
je  nie  la  proposition  \  si  vous  en- 
tendez celles  qui  se  meuvent  dans 
le  courant  des  rivières,  je  n'en 
ai  pas  entrepris  la  solution  parce 
(jue  je  la  regarde  comme  trop 
au-dessus  de  tous  les  géomètres*, 
mais  si  j 'a vois  voulu  y  appliquer 
la  théorie  ordinaire  de  la  résis- 
tance des  fluides,  je  n'aurois  cer- 
tainement pas  commis  la  même 
faute  que  M.  l'abbé  Bossut. 

Ma  manière  d'évaluer  le  choc 
des  fluides  est  la  même  que 
celle  de  tous  les  géomètres,  c'est- 
à-dire  que  je  dis  comme  eux  que 
ce  choc  est  proportionnel  au 
nombrt^  dos  molécules  qui  (rap- 
[HMit,  dans  un  temps  donné, 
multiplié  par  la  vitesse  [perdue 
par  chacune  de  ces  molécult^. 


Voilà,  mon  cher  confrère,  ma  réponse  à  votre  profession  de 
foi  ;  je  suis  tâché  que  vous  ne  soyiés  pas  de  ma  croyance;  mais  nous 
uVn  irons  |>as  moins  tous  les  deux  au  paradis,  sauf  à  y  disputer 
sur  les  fluides,  et  je  répondrai  de  vive  voix  à  la  partie  morale  de 
votre  Lettre» 


Je  vous  eiiibras.se  de  tout  mon  cœur. 


De  BomoA. 
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LETTRE  DE  FUSS  A  GONDORGET  ('). 

Saint-Pétersbourg,  le  i5/a6  mai  1778. 

Monsieur, 

C'est  avec  un  plaisir  proportionné  à  l'importance  du  sujet  et 
à  l'impression  qu'il  a  faite  sur  moi  que  j'ai  appris  de  M.  J.-A.  Euler, 
mon  cher  et  respectable  amj,  que  les  deux  Mémoires  Sur  les  dé-- 
rangements  (Tune  comète  qui  passe  près  d'une  planète,  que  j'ai 
eu  l'honneur  d'envoyer  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  avec  la 
devise  Nonjam  prima peto,  Mnestheus,  etc.,  ont  remporté  le  prix. 
Mais  j'ai  été  surpris  en  même  temps  d'apprendre  que  vous  n'avés 
reçu  ni  le  billet  que  j'avois  ajouté  à  mon  premier  Mémoire,  adressé 
à  M.  de  Fouchy,  ni  celui  du  supplément,  que  M.  Euler  le  fils  eut  la 
complaisance  de  vous  adresser,  et  qui  contenoient  l'un  etTautre  les 
éclaircissements  nécessaires  qu'on  a  coutume  d'ajouter  aux  pièces 
concourantes.  M.  Euler  pourroit  appuyer  de  son  témoignage  l'as- 
surance que  je  n'ai  pas  manqué  à  cette  formalité. 

Je  me  fais  un  devoir,  Monsieur,  de  vous  réitérer  ici  la  décla- 
ration contenue  dans  les  billets  égarés  :  que  c'est  uniquement  à 
mon  illustre  maître,  M.  Euler  le  père,  dont  les  soins  et  les  in- 
structions sont  depuis  quatre  années  le  bonheur  de  ma  vie,  que  je 
suis  redevable  d'avoir  pu  présenter  à  votre  illustre  Académie  quel- 
que chose  qui  ne  fût  pas  indigne  de  son  approbation,  relativement 
au  sujet  important  qu'elle  avoit  choisi  deux  fois  et  proposé  à  l'orbe 
littéraire ,  parce  que,  outre  que  c'est  à  lui  seul  que  je  dois  le  peu 
de  lumières  que  j'ai  acquises,  il  m'a  non-seulement  encouragé  à 
soumettre  à  tant  de  juges  éclairés  les  deux  Mémoires  qu'ils  vien- 
nent de  couronner,  mais  qu'il  m'en  a  même  suggéré  les  principales 
idées.  Le  seul  mérite  donc  sur  lequel  je  puisse  faire  quelque  pré- 
tension  est  celui  d'avoir  assés  bien  saisi  et  exécuté  les  idées  de 
mon  divin  maître,  pour  m'attirer  le  suilrage  inestimable  de  votre 
illustre  Corps.  Us  auroient  sans  doute  infiniment  gagné,  ces  idées, 
s'il  avoit  voulu  les  digérer  et  vous  présenter  lui-même 


(  '  )  Toutes  les  Lettres  publiées  dans  ce  numéro  ont  été  trouvées  dans  les  {xpiera 
de  Condorcet  lé(raés  à  l'Institut  par  M"*  O'Connor-Condorcet,  sa  fille. 
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Daignés,  Monsieur/ être  auprès  de  l'illustre  Académie  Tinter- 
prètedes  sentiments  de  respect  et  de  reconnoissance  que  je  lui  dois  à 
tant  de  titres  :  je  ne  trouve  point  d'expressions  assés  forUis  pour 
vous  dépeindre  ceux  dont  je  suis  pénétré  en  ce  moment. 

M.  J.-A.  Euler,  qui,  ayant  été  plusieurs  fois  dans  le  cas  pré- 
sent, saura  mieux  que  moi  les  formalités  et  les  mesures  à  prendre, 
aura  la  complaisance  de  vous  dire  à  ma  place  quelques  mots  sur  les 
moyens  de  me  faire  parvenir  Targent  qui  m'est  destiné.  Je  pense 
que  le  plus  sur  seroit  si  vous  vouliez  bien  faire  négocier  et  m'en- 
voyer  une  lettre  de  change  de  Holande,  qui  sont  partout  les  plus 
sures  et  les  plus  recherchées. 

Agréés,  Monsieur,  Thommage  d'un  jeune  géomètre  qui  n'a 
d'autre  mérite  que  celui  d'être  élève  de  M.  Euler  et  celui  de  pou- 
voir vous  admirer  dans  vos  Ouvrages,  qu'il  a  le  double  avantage 
de  lire,  et  de  lire  à  son  divin  maître.  U  y  a  longtemps  que  je 
souhaite  une  occasion  de  vous  témoigner  le  profond  respect  que 
m'a  inspiré  la  profondeur  et  la  fécondité  de  votre  génie.  La  voilà 
qui  se  présente  aujourd'huy  et  elle  ne  pourroit  être  ni  plus  flatteuse 
ni  plus  solennelle  pour  celui  qui  a  l'honneur  d'être  avec  tous  les 
sentiments  de  la  plus  haute  vénération  et  de  la  plus  parfaite  estime, 

Monsieur, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 

Nicolas  Fuss, 

A<]yoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences. 

P. -S.  — M.  Euler,  qui  vous  fait  assurer  de  son  amour  et  de  son 
estime,  me  charge  de  vous  demander  si  par  hazard  vous  n'auriés 
pas  reçu  la  dernière  Lettre  qu'il  vous  a  adressée  (j'ai  oublié  sous 
quelle  date,  quoiqu'elle  soit  écrite  de  ma  main),  vu  qu'il  n'a  point 
reçu  de  réponse.  Elle  contenoit,  comme  une  des  précédentes,  quel- 

— j  qu'il    ob- 
serve pouvoir  être  rendue  rationnelle  moyennant  la  substitution 

,.,                 Vi -4- /?*-f- \/i  —  7?^  .     ,.,    .  ^    i»  •        »•! 

singulière  x  =  -r^ ^— ,  quoiqu  il  ait  cru  autrefois  qu  il 

soit  impossible  de  la  réduire  à  la  rationalité   par  quelque  subsii- 
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tution  que  ce  soit,  parce  qu'il  en  pouvoit  exprimer  rintégrale  par 
des  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle.  Il  y  avoit  ensuite  ajouté  quel- 
ques observations  sur  la  somme  des  quarrés  des  coefficients  d'une 
puissance  quelconque  d'un  binôme  et  l'essentiel  de  la  méthode  dont 
il  s'est  servi  pour  ces  sommations  dans  un  Mémoire  présenté  à 
nôtre  Académie. 


LETTRE  DE  JEAN-ALBERT  EULER  A  GONDORGET. 

A  Saint-Pétersbourg,  ce  16/26  may  1778. 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

L'auteur  de  l'écrit  sur  la  perturbation  des  comètes,  auquel 
illustre  Académie  vient  d'ajuger  le  prix,  est  M.  Fuss,  élève 
4e  mmi  père,  et  adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  pour 
les  Mathématiques.  Il  aura  l'honneur  de  vous  le  notifier  lui-même, 
Monsieur,  dans  une  Lettre  qu'il  m^a  promis  de  me  remettre  encore 
ce  soir  pour  la  faire  partir  avec  la  mienne.  J'ai  été  bien  surpris  de 
Toir,  par  votre  obligeante  notification,  qu'il  ne  s'est  point  trouvé 
de  billet  cacheté  ni  à  la  pièce  même  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous 
adresser  en  1775,  ni  au  supplément  qui  vous  est  parvenu  l'année 
passée.  M.  Fuss  m'assure  en  avoir  joint  à  l'une  et  à  l'autre;  il  faut 
donc  qu'ils  ayent  été  égarés  par  mégarde,  dont  je  suis  bien  fâché, 
parce  que  par  là  le  public  a  été  pour  quelque  temps  détourné  d'un 
jeune  géomètre  qui  déjà  mérite  toute  son  attention,  et  qui,  quelque 
joar,  fera  l'admiration  de  l'Europe  savante.  Quant  à  la  manière  de 
loi  faire  toucher  le  prix,  je  lui  ai  conseillé  de  vous  prier.  Monsieur, 
que  vous  lui  en  fassiez  remisse  par  une  lettre  de  change  sur  la 
IfoUande,  de  la  même  manière  que  mon  père  a  touché,  il  7  a 
qpelque  tems,  les  mille  roubles  dont  votre  très  gracieux  Roy  a 
bien  voulu  le  gratifier. 

Mon  père  se  porte  très  bien  au  sein  de  sa  nombreuse  famille  \ 
^osqu'ici  il  ne  discontinue  point  de  travailler  journellement  à  des 
M&noires  de  Géométrie  et  de  Physique  qui  entreront  dans  nos 
jâctes  académiques.  Ensuite,  pour  se  délasser  et  se  donner  du  mou- 
vement nécessaire  à  la  conservation  de  sa  santé,  il  s'amuse  à  aiman- 
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ter  des  barres  d*acîer  trempé,  dont  îl  a  un  très-grand  nombre  de 
ditrérentes  dimensions;  il  en  a  de  3o  ponces  de  long  sur  a -^  pouces 
d'épaisseur  en  quarré  qu'il  travaille  et  frotte  avec  des  lames  de 
a4  pouces.  Il  vous  remercie  infiniment  de  la  part  obligeante  que 
vous  me  prenez  à  son  état  et  vous  prie  d'être  très  persuadé  de 
son  parfait  retour.  Mais  il  ne  comprend  pas  quelles  nouvelles  le 
comte  de  Schouvaiov  vous  a  pu  donner  de  sa  santé,  lui  qui,  comme 
tous  ses  autres  compatriotes,  ne  se  souvient  guère  des  gens  de  notre 
état  et  les  voyent  le  moins  qu'ils  le  peuvent.  Mais  ces  messieurs 
sont  tout  autres  lorsqu'ils  voyagent  que  lorsqu'ils  sont  sur  leur 
fumier  :  passent  encore  les  beaux  esprits,  les  poètes  —  dont  ils  ne 
font  cependant  de  cas  qu'autant  qu'ils  les  amusent. 

Vous  aurez  actuellement  reçu,  Monsieur,  le  diplôme  acadé- 
mique que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  adresser  de  la  part  de  notre 
Académie,  et  dont  le  chevalier  de  Corberon,  votre  chargé  d'affaires 
à  notre  Cour,  a  bien  voulu  se  charger.  Je  dois  une  ample  réponse 
à  notre  digne  et  cher  confrère  M.  de  Lalande,  et  je  m'en  acquitte- 
rai avec  bien  du  plaisir  au  premier  jour  ;  je  vous  prie  de  l'assurer, 
en  attendant,  de  mon  inviolable  attachement. 

»  J'ai  l'honneur  d'être  avec  la  plus  parfaite  estime,  Monsieur 
et  très  illustre  Confrère,  votre  très  humble  et  très  obéissant  ser- 
viteur. 

Jean-Albert  Euler. 


DOMENIGO  GHELINI  (NOTICE  NÉCROLOGIQUE); 
Par  m.  L.  CREMONA  ('). 

Dominique  Chelini  naquit  le  i8  octobre  1802  a  Gragnano, 
duché  de  Lucqiies,  d'une  famille  de  paysans  aisés.  Son  père,  Fran- 
çois-Marie, désira  qu'il  entrât  dans  la  carrière  ecclésiastique,  et, 
l'ayant  placé  à  Lucques  chez  une  famille  privée,  l'y  fît  instruire 
dans  les  premiers  rudiments  de  la  langue  latine,  où  il  eut  pour 

(')  Luc  dans  la  séance  du  5  janvier  1879  de  rAcadémic  royale  des  Lincei. 
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maitre  un  certain  P.  Puccinelli,  des  chanoines  de  Latrau.  Son  père 
étant  mort  lorsque  Dominique  était  encore  fort  jeune,  ses  frères 
souhaitèrent  qu'il  revint  dans  sa  famille,  soit  pour  éviter  des  dé- 
penses, soit  pour  qu'il  les  aidât  dans  les  travaux  des  champs.  Mais 
le  P.  Puccinelli,  voyant  avec  regret  le  jeune  homme  interrompre  des 
études  où  il  avait  fait  et  promettait  encore  de  faire  de  grands  progrès, 
fit  tant  qu'il  parvint  à  faire  poursuivre  à  son  élève  la  carrière  entre- 
prise. Pendant  qu'il  était  encore  à  Lucqucs,  il  fut  initié,  parait-il, 
aux  études  de  Minéralogie  par  le  P.  Pietrini,  des  Scuole  pie,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Rome.  Grâce  aux  soins  du  P.  Puccinelli, 
Chelini  fut  bientôt  admis  à  revêtir  T habit  religieux  a  Rome,  où  il 
entra  dans  les  Scuole  pie  le  18  novembre  1818,  et  fît  ses  études 
au  Collège  de  Nazareth,  de  1819  â  1826.  Il  y  eut  pour  professeur  en 
Philosophie  le  P.  Barretti,  en  Mathématiques  le  P.  Gandolfî,  tous 
les  deux  de  l'Archigymnase  romain,  et  en  éloquence  le  P..Bianchi, 
latiniste  de  grande  réputation.  Il  se  distingua  à  la  fois  dans  les 
études  scientifiques  et  dans  les  études  littéraires,  si  bien  que, 
à  peine  eut- il  cessé  d'être  écolier,  il  fut  chargé  d'enseigner 
les  humanités  dans  le  même  Collège.  L'année  suivante,  il 
alla  professer  la  rhétorique  â  Narni,  où  il  fut  ordonné  prêtre 
(avril  1827).  Là,  se  trouvant  dans  une  résidence  tranquille  et  sui- 
vant l'inclination  naturelle  de  son  esprit,  il  se  mit  avec  ardeur  â 
continuer  seul,  avec  le  secours  des  livres,  ses  études  mathématiques, 
entreprise  qui  fut  toujours  sa  principale  et  sa  plus  chère  occupation, 
et  qu'il  n'abandonna  jamais  jusqu'à  la  fin  de  sa  vie.  Il  passa  une 
année  à  Narni,  puis  une  autre  (1828-29)  à  Città  délia  Pieve,  comme 
professeur  de  Philosophie  \  de  là  il  fut  transféré  avec  les  mêmes 
fonctions  à  Alatri.  En  i83i,  il  tomba  gravement  malade,  et  alla  se 
traiter  à  Naples.  La  même  année,  il  fut  rappelé  au  Collège  de  Naza- 
reth et  il  y  obtint  la  chaire  de  Mathématiques,  qu'il  occupa  pendant 
une  vingtaine  d'années,  quoique,  pendant  plusieurs  années  â  partir 
de  i836,  il  professât  aussi  la  Philosophie  en  l'absence  du  titulaire. 
Dans  les  derniers  mois  de  i843  et  dans  les  premiers  de  1844)  il  ^^ 
la  connaissance  de  Jacobi,  venu  à  Rome  pour  raisons  de  santé,  en 
même  temps  que  Lejeune-Dirichlet,  Steiner,  Schlâfli  et  Borchardt, 
et  il  s'acquit  la  bienveillance  et  l'estime  du  grand  mathématicien 
et  de  ses  illustres  compagnons. 

En  octobre  i85i ,  il  alla  comme  professeur  de  Mécanique  et  d'Hy- 
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draulique  k  rUniversité  de  Bologne;  le  24  mai  1860,  il  perdit  sa 
place  pour  avoir  refusé  de  prendre  part  à  la  solennité  religieuse  de 
la  fôte  du  Statut,  et,  le  5  novembre  de  la  même  année,  il  fut  rétabli 
dans  la  chaire  de  Mécanique  rationnelle  par  une  décision  exception- 
nelle sous  forme  d'un  arrêté  ministériel,  le  nommant  professeur 
extraordinaire  pour  un  temps  illimité,  avec  dispense  dn  serment  et 
les  mémos  appointements  dont  il  jouissait  auparavant  comme  pro- 
fesseur ordinaire.  Mais,  en  octobre  i863,  on  commença  k  ne  plus 
vouloir  respecter  la  position  exceptionnelle  de  Chelini  \  cm  Ini  si- 
gnifia un  arrêté  qui  le  nommait  professeur  extraordinaire  pour 
Tannée  scolaire  suivante,  comme  c'est  l'usage  pour  les  professeurs 
extraordinaires.  Ce  procédé  aflRecta  tres-féniblement  Chelini,  qui 
aimait  sincèrement  la  patrie  italienne  et  qui  était  absolument  in- 
capable de  s'associer  à  tout  acte  hostile  au  goavemement  naticmal; 
sur  ses  sentiments  à  ce  sujet,  ses  intimes  amis  peuvent  lui  rendre 
le  plus  complet  témoignage.  Un  an  après,  le  ministère  loi  demanda 
de  prêter  le  serment  politique,  tU  sur  sa  déclaration  qn*il  ne  pouvait 
le  prêter  à  cause  de  sa  position  ecclésiastique,  il  fat  desticné  par 
arrêté  du  iS  décembre  i8d4*  A  cette  occasion,  les  professeurs  et  les 
étudiants  de  TUniversité  de  Bologne  manifestèrent  de  diverses  ma- 
nières tonte  Testime  et  tonte  l'aflcctioa  qu'ils  portaient  à  Chdini,  et 
toute  la  doulenr  qu'ils  ressentaient  de  se  voir  privés  de  tonte  espé- 
rance de  le  conscrrer  dans  leur  Université.  Chdini  supporta  sa 
disgrâce  a\ec  une  admirable  sérénité  d'àme;  il  se  rendit  à  Lacques, 
«kù  il  avait  de  nombienx  neveux  et  on  il  reçnt»  à  sa  grande  cobso- 
lation«  un  album  des  portraits  photofjaphiqncs  des  professeurs  de 
Bologne  et  de  ses  amis  scientitiqnes  des  antres  Univcrsitiés. 

En  mars  iSlJo,  il  alla  à  Roaae^,  on  on  lui  avait  ùil  espérer  vie 
chainr  à  FUniversité;  uaais  ce  fut  Andlftnt  en  septcudhre  1867 
qn  il  obtint  iVmjeignement  de  la  Mecaniqne  ralionndlr^  et  il  lluaii- 
jf^nra  an  cvmmfncfignt  dn  ams  de  lirVrmbff  suivant.  Quatre  ans 
afràk  il  fut  de  nonvean  OMi^!iÂiié%  alors  qne«  Ilouae  étaitt  dcvcnae 
tnapitale  de  Tltalie^  on  Ini  pcéj<cnta  de  nonvean  le  dUcuaiMe  de  prêter 
jitinwnt  on  de  sie  retirar.  Depnis  lors^  3  enwîigna  dnar  l'Université 
diie  Jm  F^^jÊtkuÊm^  tant  qne  celle-ci  ne  fiât  pas  fcnaée;  ^rès  cda, 
il  jar  cxMH^aiCTa  à  I  emiK'ijineaicnt  privé. 

Il  e${^frùt  obcmair  une  p«rtitr  pnasMu  ^^  eùA  destinée  à  se- 
drs  pMnenii  da»^  le  bamn%  die  lai  fiât  icfcsée.  An  prin- 
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Tnjjs  (le  1878,  l'Ordre  civil  de  Savuie  lui  tliJcerna  un  pctJt  Irai- 
iinvtil  annuel,  qu'il  accepla  avec  une  vive  gratitude;  mais  il  ne 
ù  fut  pas  douné  d'en  IoucIilt  le  premier  trimestre,  la  mort  l'ayant 
irprîs  le  16  novembre,  après  quelques  jours  de  maladie,  au  Col- 
^e  de  Aazareth,  où  il  habitait  depuis  i865. 

11  était  membre  de  l'Académie  des  Lincci  depuis  1847,  de  l'Aca- 
Smie  de  Bologne  depuis  i854  et  de  la  Société  Italienne  des  Qua- 
mtc  depuis  i863.  11  appartenait  en  outre  à  un  grand  nombre 
autres  Académies  et  Sociétés  moins  importantes. 

Toute  sa  vie  fut  consacrée  aux  progrès  de  la  Science  el  de  l'în- 
iction.  Ses  publications  sont  au  nombre  de  cinquante- trois  et 


ibrasscnt  u 


riode  d'à 


s  quai 


le-quatre  ans.  Son  pre- 
ïpr  travail  est  un  Mémoire  »  Sur  la  théorie  des  quantités  propor- 
annelles  »,  lu  à  l'Académie  des  Lîncei  le  28  juillet  i834i  cl  son 
Tuier  est  un  Mémoire  <c  Sur  quelques  questions  de  Dynamique  », 
vsenlé  à  l'Académie  de  Bologne  le  26  avril  1877.  Jusqu'à  ses  der- 
ers  jours,  il  conserva  intacte  la  force  de  l'esprit  comme  telle  du 
rps.  Deux  semaines  environ  avant  sa  mort,  il  était  chez  moi  et 
e  parlait  d'une  question  qui  l'occupait,  et  de  la  solution  de 
quelle  il  espérait  tirer  un  Mémoire  destiné  au  Recueil  de  l'Aca- 
imie  de  Bologne. 

Je  sortirais  des  limites  qui  me  sont  imposées  dans  cette  enceinte 
si,  pour  peindre  au  vif  l'excellent  amî  que  j'ai  perdu,  j'essayais  de 
montrer  de  quel  génie,  de  <|uel  cœur,  de  quel  caractère,  de  quelle 
modestie  il  était  doué.  J'y  renoncerai  d'autant  plus  facilement, 
;hant  qu'une  vraie  et  complète  biographie  sera  écrite  par  un  ami 
le  professeur  Beltrami,  Je  me  bornerai  à  terminer  celte 
Fotico  en  citant  les  belles  paroles  par  lesquelles  M.  Beltrami  an- 

iça  à  l'Académie  de  Bologne  la  mort  de  Chelini  :  ■ Ceux  q 

nt  connu  l'ont  aimé.  Les  matliématîciens  qui  ont  étudié  ses  tr 
vaux  l'ont  admiré  et  aimé  en  mcinie  temps.  C'est  que  sa  pensée 
srientiliquc  était  limpide  et  sereine  comme  son  cœur,  et  le  souci 
constant  de  rendre  intuitives  les  vérités  les  plus  cachées  était  en  lui 
le  reflet  d'une  splendîde  intelligence  non  moins  que  d'un  sentîmenl 
exquis  d'universelle  bienveillance.  L'entreprise  de  résumer  et  d'ex- 
pliquer la  longue  série  do  ses  travaux  sera  facile  et  agréable  à  cel 
devra  s'en  charger;  ce  sera  une  hisloire  d'idées  belles,  bonn 
vraies,  revêtues  de  formes  simples  et  élégantes;   ce  sera  ui 
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nouvelle  preuve  de  la  célèbre  maxime  :  «  Le  style,  c'est  l'homme.  » 
Malheureusement,  si  le  style  nous  reste,  Thomme  n'est  plus.  Lui 
aussi,  ce  vétéran  de  la  Science  italienne,  dont  le  nom  sortait  avec 
respect  de  la  bouche  des  étrangers  au  temps  où  nos  études  parta- 
geaient l'abaissement  de  nos  destinées  nationales,  il  est  dl&scendu 
dans  la  tombe.  Il  attendait  son  dernier  jour  l'âme  tranquille^  il 
avait  la  conscience  d'une  vie  noblement  dépensée.  Bénissons  la  mé- 
moire de  Dominique  Chelini  :  c'est  la  mémoire  d'une  âme  candide 
et  d'un  esprit  d'élite.  » 

Une  souscription  est  ouverte  pour  ériger  à  Chelini  un  modeste 
monument  daas  le  portique  de  l'Université  romaine,  où  il  a  ter- 
miné sa  carrière  comme  professeur  public. 

Voici  maintenant  la  liste  de  ses  publications  : 


PuBLICATIOIfS    SCIENTIFIQUES    DE   DoMEMCO    ChELINI. 

I.  —  Giornale  Arcadico» 

\ .  Teorîa  délie  quantità  proporzionali  (Mcmoria  letta  nell'  Acca- 
demia  dei  Lincei,  le  28  juillet  i834)*  (T.  LXXIII,  1837, 
p.  166-190). 

2.  Teorica  de  valori délie  proiezioni.  (T.  LXXIV,  1 838,  p.  47-73)- 

3.  Saggio   dî  Geometria  analitica   trattata   con  nuovo  metodo. 

(T.  LXXV,  i838,  p.  8o-i3o,  279-308^  t.  LXXVI,  1839, 
p.  3-65, 257-286) (<). 

4.  Formazione  e  dimostrazione  délia  formola  che  da  i  valori  delle 

incognite  nellcequazionidi primo  grado.  (T.  LXXXV,  1840, 

p.   3-12). 

5.  Nota  suUe  proprietà  di  alcunc  espressioni  algebriche  relative 

aile  superficie  di  second'  ordine  e  sulla  riduzionc  di  alcuni 
integrali  multipli.  (T.  XCIV,  i843,  p.  49-57). 

6.  Teorema  di  Steiner  sul  volume  di  un  corpo  terminât©  da  basi 

(*)  Ce  travail  a  été  aussi  publié  séparément  (Roma,  tipogralia  delle  Belle  Arti,  iS38}. 
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parallèle  e  circonscritto  lateralmente  da  una  superficie  rîgata. 
(T.  XCVI,  1843,  p.  3-16). 

7.  Sull'  equazione  cubica  per  la  quale  si  determinaro  gli  assi 

principali  delle  superficie  di  second'  ordine^  JNota  del  sig. 
doit.  E.-E.  Kummer,  prof,  in  Breslavia,  tradotta  dal  sig. 
C.-G.-J.  Jacobi  ed  annotata  dal  prof.  Domenico  Chelini. 
(T.  XCVm,  1844,  p.  71-82). 

8.  Equazioni  differenziali  del  moto  di  un  sistcma  di  punti  mate- 

riali.  (T.  G,  1844?  P-  129-136). 

9.  Equazioni  diilèrenziali  del  moto  di  un  pianeta  intorno  al  Sole 

integrate  con  nuovo  metodo  dal  sig.  C.-G.-J.  Jacobi  (estratto 
di  una  Memoria  di  Jacobi  con  Note  del  prof.  dott.  Ghelini). 
[Ibid.,  p.  i36-i4o). 

10.  Dimostrazioni  geometriche  delle  trasformazioni  degli  integrali 

multipli  relativi  aile  superficie  ed  ai  volumi.  (T.  CVI,  1846, 
p.  127-161). 

1 1 .  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodetiche  sopra  i 

paraboloidi.  {Ibid. y  p.  i6i-i64)* 

12.  Di  alcuni  teoremi  di  F.  Gauss  relativi  aile  superficie  curve. 

(T.  CXV,  1848,  p.  257-284-,  T.  CXVI,  1848,  p.  3.20). 

II.  —  Raccolta  scient ifica  di  Palomba.  (Roma,  1 84^-1 849)* 

13.  SuUa  curvatura  delle  linee  e  delle  superflcie.  (T.  I,   i845, 

p.  loS-iog,  129-136,  i4o-i48,  i56-i6o). 

14.  Sopra  uno  de'  tre  principi  che  formano  Tanello  di  unionc  tra 

l'Algebra  e  le  diverse  parti  delle  Materna tiche.  (T.  II,  1846^ 
p.  57-61,73-77). 

15.  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodetiche  sopra  i 

paraboloidi (').  [Ibid.,  p.  95-97). 

(')  Reproduction,  sauf  de  légères  variante»)  du  Mémoire  n"  11. 
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16.  Determinazioue  geometrica  in  coordinate  ellittiche  degli  ele- 

menti  ds^^  ds,^  ds^  délie  tre  linee  d'intersezione  ^o  <^t)  <^3  9 
secondo  oui  si  segano  in  un  punto  tre  super6cie  ortogonali 
di  secondo grado(X),  (^),  (v).  [Ibid.,  p.  io9*ii3,  ia6-i3i). 

17.  Principio  délie  velocità  virtuali.  (T.  III,  18479  p*  14^-1  S2). 

18.  Sui  centri  dei  sistemi  geometrici.  (T.  V,  i849)  P-  ^9'!^)' 

19.  Suir  uso  sistematico  de'  principi  relativi  al  metodo  delle  coordi- 

nate rettilinee.  (Ibid.,  p.  227-263,  333-374)« 

III.  —  Annali  di  Scienze  Jisiche  e  matematiche  compilali 

da  B.  Tortolini. 

20.  Jacobi  inRoma.  (T.  Il,  i85i,  p.  i42-i43)  (*)* 

21  •  Nota  sulla  spiegazione  dell'  esperienza  del  sig.  Foucault  intorno 
al  pendolo.  [Ibid.,  p.  243-246). 

22.  Osservazioni  sopra  unaMemoria  delle  sig.  Liouville  intorno  alla 

teoria  générale  delle  super6cie«  [Ibid.,  p.  291-300). 

23.  Addizione  alla  Nota  suUe  oscillazioni  del  pendolo  :  nuova  di- 

mostrazione  geometrica  del  principio  dinamico  de'  nioti  rela- 
tivi.  [Ibid.,  p.  3ii-3i6). 

24.  Nota    sulla   risoluzione    in    numeri    interi    delF    equazione 

x*-hj^î»=N.  (T.  m,  i852,  p.  126-129). 

25.  Mcmoria  sulle  formole  fondamentali  riguardanti  la  cunratura 

delle  superficie  e  delle  linee.  (T.  IV,  i853,  p.  337-394). 

IV.  —  Annali  di  Matematica  pur  a  ed  applicata,  pubblicati 
da  B.  Tortolini.  (Roma,  1 858- 1866). 

26.  Sulle  proprietà  geometriche  e  dinamiche  de'  centri  di  percossa 

ne'  moti  di  rotazione.  (T.  VII,  1866,  p.  217-256). 


(*)  CeUe  Notice  nécrologique  a  été  reproduite  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  42, 
p.  93,  et  dans  les  Beitràge,  au  n*  768  des  Aitronomùcke  Nackrichten,  t85i  »  col.  397-39î$' 
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V.  —  Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  délie 

Unwersità  italiane.   (Napoli). 

27.  SttI  teorema  del  prof.  Beltrami  espoato  a  pag.  21  del  vol.  V 

(1867,  p.  190). 

28.  Nota  sopra  i  sistemi  materiali  di  egual  momento  d'inerzia. 

(T.  Xn,  1874,  p.  20i.ao4)  (*). 

VI.  —  Bullettino  di  bibliograjia  e  di  storia  délie  Scienze  mate- 
matiche efisiche^  pubblicato  da  B,  Boncompagni,  (Roma). 

29.  Articolo  bibliografico  sugli  Eléments  de  Géométrie  di  E. 

Catalan.  (T.  I,  18689  p.  54-56). 

30.  Rendiconto  délia  sua  Memoria  «  Sulla  compoaizione  geome- 

trica  de'  sistemi  di  rette,  di  aree  e  di  punti  ».  (T.  IV  ,1871, 
p.  i35-i36). 

31 .  Rendiconto  délia  sua  Memoria  «  Interpretazione  geometrica  di 

formole  essenziali  aile  scienze  dell'  estensione,  del  moto  et 
délie  forze  ».  (T.  VI,  1873,  p.  533-535)  (2). 

Vn.  —  ^tti  deW  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei. 

32.  Comunicazione  intomo  alla  teoria  délie  superficie.  (T.  UI^ 

i85o,  p.  45'46)« 

33.  Dimostrazione  nuova  del  parallelogrammo  de'  moti  rotatorl. 

(T.  IV,  i85i,  p.  377-380). 

34.  Rapporto  sul  premio  Carpi  (letto  nella  sessione  dell'  1 1  giu- 

gno  i865).  (T.  XX,  1867,  p.  84-88)  ('). 


(*)  Fair  an  article  bibliographique  clans  le  Bulletin,  t.  VIII,  1875,  p.  35. 

(')  Dans  le  même  Volume,  p.  536-538,  est  reproduite  une  lettre  écrite  en  1889  par 
Louis  Poinsot  au  professeur  Chelinî.  Articles  bibliographiques  dans  le  BuU,  des  Se, 
math,  et  attr,,  t.  Vil,  1874,  p.  I35,  et  dans  le  Jahrbueh  d'Ohrtmann,  t.  V,  1873, 
p.  4/- 

(')  Article  bibliographique  dans  le  Bull,  det  Se,  math*  et  astr.,  i,  II,  1871,  p.  19. 
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35.  Nuova  diinostrazione  elementare  dellc  proprietà  fondamental i 

degli  assî  permanenti.  (T.  XXII,  1869,  p.  i47-i55)  (*  ). 

VIII.  —  Memorie  deW  Accademia  dclle  Scienze  deW  Istituto 

di  Bologna, 

36.  Determinazione  analitica  délia  rotazione  de'  corpi  libcri  se- 

condo  i  concetti  del  sig.  Poinsot.  (T.  X,  1809,  p.  583-ti2o). 

37.  Délia  legge  onde  un  ellissoide  eterogeneo  propaga  la  sua  attra- 

zionedapunto  a  punto.  (2**  série,  1. 1,  i86i,p.  3-52)  (=^). 

38.  Dei  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  spostamento  di  una  fi- 

gura dî  forma  invariabile.  [Ibid,,  p.  361-4^8)  (^). 

39.  Sulla  teoria  de'  sistemi  semplici  di  coordinate,  e  sulla  discussione 

deir  equazione   générale  di  secondo  grado  in   coordinate 
triangolari  et  tetraedriche.  [Ibid.,  t.  III,  i863,  p.  3-8i)  (^). 

40.  Délie  sezioni  del  cono  e  délia  prospettiva  nell'  insegnamento 

délia  Geometria  analitica.  (T.  IV,  1864)  p-  44^ '4^4)- 

41.  Dell'  uso  délie  coordinate  obliquangole  nell  a  determinazione 

de'  momenti  d'inerzia.  (T.  V,  i865,  p.  143-175). 

42.  Sugli  assi  centrali  dclle  forze  e  délie  rotazioni  nell'  equilibrio 

e  nel  moto  de'  corpi.  (T.  VI,  1866,  p.  3-55). 

43.  Deir  uso  del  principio  gcometrico  délia  résultante  nella  teoria 

dei  tetraedri.  (T.  VII,  1867,  p.  79-99). 

44.  Délia  curvatura  dclle  superGcie  con  metodo  diretto  ed  intuitivo. 

(T.  Vm,  1868,  p.  27-76)  (S). 


(*)  Articles  biblio^p'.  Bull,   des  Se.  math,  et  astr.y  t.  II,  1871,  p.  148,  ci  Jahrbuch 
d'Ohrtmann,  t.  II,  1869-70,  p.  726. 
(')  Article  bibliogr.  dans  VArchiv  de  Griinert,  t.  WXVIII,   1862,  Bericht,  p.  7. 
(•)  Article  bibliogr.  Archives  de  Grunert,  t.  XWIX,  i863,  Bericht^  p.  8. 
{*)  Article  bibliogr.  Archives  de  Grunert,  t.  XLI,  i8G'|,  Bericht^  p.  G. 
(')  Article  bibliogr.  Jahrbuch  d'Ohrtmaun,  t.  I»  1868,  p.  110. 
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io.  Teorîa  délie  coordinate  curvilînoe  nello  spazio  e  nclle  super- 
ficie. (T.  IX,  1869,  p.  483-533)  (*). 

46.  Sulla  composizione  geometrica  de'  sistemi  di  rette,  dl  aree  e  di 

punti.  (T.  X,  1870,  p.  343-391)  (2). 

47.  Sulla  nuova  geometria  de'  complcssi.  (3*  série,  T.  I,  1871, 

p.  i25-i53,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto  délie  sessioni  de 
la  même  Académie,  1870-71,  p.  74*75)  ('). 

48.  Interpretazione  geometrica  di  formole  essenziali  aile  scienze 

deir  estensione,  del  moto  et  délie  forze.  (T.  III,  1873, 
p.  2o5-246,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto,  etc.,  1872-73, 
p.  70-72). 

49.  Sopra  alcuni  punti  notabili  nella  teoria  elementare  de'  te- 

traedri  e  délie  coniche.  (T.  IV,  1874,  p.  223-253,  avec  extrait 
àdLiksXe  Rendiconto,  etc.,  1873-74,  p.  77-78)  (*). 

50.  Intorno  ai  poligoni  inscritti  e  circoscritti  aile  coniche.  (/£id^., 

p.  353-357). 

51 .  Intorno  ai  principî  fondamental]  délia  Dinamica  con  applica- 

zioni  al  pendolo  ed  alla  percussione  de'  corpi  secondo 
Poînsot.  (T.  VI,  1876,  p.  409-4^91  ^vec  extrait  dans  le 
Rendiconto,  etc.,  1875-76,  p.  54-63)  ('). 

5â.  Sopra  alcune  questioni  dinamiche.  Memoria  che  fa  seguito  a 
quella  intorno  ai  principî  fondamentali  délia  Dinamica. 
(T.  Vm,  1877-78,  p.  273.306). 


(*)  Article  bibliogr.  Jahrbuch  d'Ohrtmann,  t.  I,  1868,  p.  i5i. 

(«)  Article  bibliogr.  BulL  des  Se,  math,  et  astr.,  t.  IV,  1873,  p.  a^S,  et  t.  VU,  1874, 
p.  34*  »  f^hrbttch  d'Ohrtmann,  t.  II,  1869-1870,  p.  699,  et  Giorn^  di  Matent, ,  t.  XII, 

i87}55f-   ^?- 

-  (^jiàrticie  bibliogr.  BulL  des  Se.  math,  et  astr,,  t.  IV,  1878,  p.  sSo,  et  t.  VII,  1874, 

p.  ^i^x^'Jahrbuch  d'Ohrtmann,  t.  III,  1871,  p.  [\\2,  et  Giorn,di  Jilatem,,  t.  XII,  18741 

p.  >4. 

(*)  Article  bibliogr.  Buli,  des  Se,  math,  et  astr, ^  •»•  série,  t.  I,  1877,  a"  Partie,  p.  81. 

('•)  Ibid,,  p.  82. 
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IX.  —  Ouvrage  publié  séparément. 

53.  Elément!  di  Meccanica,  con  Appendice  sui  principi  fondamen- 
tal! délie  Matemat!che.  Bologna,  Giuseppe  Legnani,  editore, 
1860.  In-8,  4^6  p.*,  App.,  90  p.  (*). 


NOTE  SUR  LA  GTGLIDE; 

Pàk  m.  ELLIOT, 
Profetieiir  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1 .  On  sait  qu'une  surface  S  dont  un  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  est  circulaire  peut  être  considérée  comme  Tenveloppe 
d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une  courbe  A.  Considérons  le 
cône  ayant  son  sommet  au  centre  d'une  des  sphères  et  dirigé  par 
la  caractéristique  située  sur  cette  sphère.  Ce  cône  est  de  révolution 
autour  de  la  tangente  menée  à  la  courbe  A  par  son  sommet,  et  ses 
génératrices,  normales  à  la  sphère,  le  sont  aussi  à  la  surface  S.  11 
en  résulte  qu'on  peut  considérer  cette  surface  comme  la  trajectoire 
orthogonale  de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  la  courbe  A 
et  leurs  axes  tangents  à  cette  courbe. 

Comme  par  un  point  quelconque  de  la  surface  S  passe  une  ligne 
de  courbure  du  système  circulaire,  on  voit  que  toutes  les  normales 
de  S  doivent  rencontrer  la  courbe  A. 

Réciproquement,  supposons  qu'une  surface  soit  la  trajectoire  or- 
thogonale de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  une  courbe  A  et 
leurs  axes  tangents  à  cette  courbe.  Un  des  cônes  ne  pourra  ren- 
contrer la  surface  que  suivant  une  courbe  coupant  normalement 
toutes  les  génératrices,  c'est-à-dire  suivant  un  cercle,  et  tous  ces 
cercles  sont  évidemment  des  lignes  de  courbure. 

Ce  qui  précède  fournit  pour  la  détermination  de  la  surface  dont 


(*)  Article  bibliogr.  Amm,  éi  Maiemuuicm^  f  série,  t.  111,  1860,  p.  945;  Arckifts 
de  GrtUÊtrt,  U  XXXYll,  1861,  BerMi^  p.  4. 


J 
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nouies  les  lignes  de  courbure    sout  circulaires  un  procétié  asse^ 
1  simple.  Dupin  a  trouvé  d'abord  cette  surface,  qu'il  a  appelée  cy- 
cliite,  couinie  enveloppe  dos  spbcres  tangentes  à  trois  sphères  don- 
nées, et  M.  Mannlieîm  a  montré  qu'on  pouvait  la  regarder  comme 
l«  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'un  lore. 

2.  La  surface  cbercbée  devra  avoir  pour  normales  les  droites  qui 
|<rencoulrenl  deux  courbes  A  et  B.  Les  normales  passant  par  un 
[^int  de  A  sont  les  génératrices  du  cône  qui  a  son  sommet  eu  ce 
ipoîut  el  qui  passe  par  la  courbe  B;  ce  cône  doit  toujours  être  de 
lution.  La  courbe  B,  qui  se  trouve  sur  une  infinité  de  canes 
du  second  degré,  doit  se  réduire  à  une  conique;  il  en  est  de  même 
:ie  A,  el  ce^  deux  courbes  seront  l'ensemble  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  focales.  Ou  sait  d'ailleurs  que  le  cône  ayant  son  sommet 


1  point  de  l'une  des  courbes  et  passant  par  l'autre   : 


pour. 


lia  tangente  à  la  première  courbe. 

La  surface  doit  avoir  pour  trace  sur  le  plau  de  l'hyperbole,  par 
rxemple,  qui  est  un  plau  de  symétrie,  une  courbe  coupant  norma- 
lement toutes  les  droites  issues  des  sommets  de  l'ellipse,  c'est-à-diro 
un  système  de  deux  cercles  ayaut  pour   centres  ces  sommets.  La 
sphère  variable  dont  la  siu'facc  cherchée  est   l'enveloppe  touchera 
donc  deux  sphères  fixes  ayant  pour  grands  cercles  les  cercles  dont 
vient  d'être  question.  On  peut  d'aill(;urs  assujettir  la  sphère  va- 
lable à  toucher  seulement  une  des  sphères  fixes;  son  mouvement 
déterminé,  puisque  son  centre  doit  décrire   l'hyperbole.  Le 
lyon  de  celle  sphère  fixe  est  seul  arbitraire;  en  le  faisant  varier, 
obtiendra  des  surfaces  parallèles  entre  elles.  La  sphère  variable 
louchera  constamment  une  înCnité  de  sphères  fixes  dont  les  centres 
peuvent  être  pris  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse,  Cela  résulte 
immédiatement  de  cette  propriété  connue  que  la  dîllérence  des  dia- 
Icnccs  d'un  point  de  l'hyperbole  à  deux  points  fixes  de  l'ellipse 
«»t  constante. 

11  est  clair  que  les  surfaces  ainsi  définies  couperont  A  angle  droit 
tontes  les  droites  rencontrant  à  la  fois  l'ellipse  et  l'hyperbole  ;  elles 
ont  donc  les  trajectoires  orthogonales  des  cônes  droits  passant 
l'ellipse  et  de  ceux  qui  passent  par  l'hyperbole,  eu  sorte  que 
lieux  systèmes  de  leurs  lignes  de  courbure  seront  circulaires. 
Le  tore  s'obtiendra  comme  cas  particulier  en  supposant  que  Tel- 
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lipse  se  réduise  h  un  cercle-,  l'hyperbole  focale  devient  alors  Taxe 
du  cercle. 

Nous  avons  supposé  les  courbes  A  el  B  distinctes.  Il  reste  à  voir 
si  les  sécantes  doublées  d'une  courbe  gauche  peuvent  couper  nor- 
malement une  même  surface.  Le  cône  qui  est  dirigé  par  la  courbe 
et  qui  a  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  devant 
être  de  révolution,  il  faut  que  cette  courbe  soit  une  cubique  gauche  ; 
mais,  en  outre,  Taxe  du  cône  doit  être  la  tangente  à  la  courbe  me- 
née par  le  sommet,  ce  qui  est  impossible,  puisque  cette  tangente  est 
évidemment  une  génératrice  du  cône. 

3.  En  général,  les  normales  d'une  surface  sont  les  tangentes 
doubles  de  la  surface  £  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
principales.  La  condition  pour  que  2)  ait  une  de  ses  nappes  ou 
toutes  les  deux  réduites  à  des  lignes  conduit  aux  surfaces  admettant 
un  ou  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

n  est  évident  que,  dans  le  cas  d'une  surface  dont  l'un  des  sys- 
tèmes  de  lignes  de  courbure  est  circulaire,  la  surface  S  se  réduit 
à  la  ligne  A  et  à  une  surface  £|  qui  est  l'enveloppe  des  cônes 
dont  la  surface  donnée  est  la  trajectoire  orthogonale. 

Réciproquement  si  l'on  cherche  une  surface  normale  aux  droites, 
qui  rencontrent  une  courbe  A  et  qui  touchent  une  surface  Si ,  cette 
surface  ne  pourra  couper  le  cône  circonscrit  à  S| ,  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  de  A,  que  suivant  une  ligne  située  sur  une 
sphère  dont  le  centre  est  au  sommet  du  cône,  car  la  ligne  d'inter- 
section est  évidemment  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  dont 
une  des  développées  se  réduit  à  un  point.  La  surface  sera  l'enve- 
loppe des  sphères. 

Enfin,  si  l'on  veut  que  la  surface  S  se  réduise  à  deux  lignes,  il 
faudra  que  la  surface  donnée  soit  de  deux  façons  différentes  l'enve- 
loppe d'une  sphère;  elle  sera  donc  une  cyclide  de  Dupin,  et  les 
deux  lignes  seront  deux  coniques  focales. 
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NEDMANN  (F.).  —  Beitrage  zur  Théorie  der  Kdgelfunctionbn.  Ersle  und 
zwaiie  Abtheilung.  ln-4*,  i56  p.  —  Leipzig,  1878. 

La  première  Partie  du  travail  de  M.  Neumann  concerne  la  re- 
présentation, au  moyeu  d'intégrales  définies  et  de  séries  infinies, 
des  fonctions  spliériques  de  première  espèce,  ordinaires  ou  déri- 
vées,  dé6nies  comme  intégrales  particulières  de  l'équation 

pour  y  égal  à  zéro  ou  diiTérent  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  la 
fonction  P«(^)  est  assujettie  à  avoir  pour  j:=r  i  la  valeur  finie  i 
et  à  être  infinie  pour  a:  =  00  ^  la  fonction  Qii{^)  est  assujettie  à 
être  nulle  pour  cette  dernière  valeur  et  infinie  pour  la  première  \ 
de  plus,  on  doit  avoir 

Dans  le  second  cas,  la  fonction  dérwée  de  seconde  espèce  (^nji^) 
est  assujettie  à  s'annuler  pour  j:  =  00  et  à  devenir  inGnie  pour 
X  =  ±  \\  en  outre,  le  facteur  laissé  arbitraire  par  ces  conditions 
est  déterminé  par  la  condition 

Les  fonctions  P„y  de  première  espèce  doivent  être  infinies  pour 
x  =  oo  et  se  divisent  en  deux  classes,  selon  que  j  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  n.  Pour  la  première  classe  (  y  5  ^))  on  a 

P-y{^)=('-^)'-^- 

La  seconde  classe  [j<^n)  se  divise  en  deux  sous-classes  :  les  fonc- 
tions Snf(x)  s'annulent  pour  x  =  —  i  et  deviennent  infinies  pour 
X  =  -f-  I  ^  l'inverse  a  lieu  pour  les  fonctions  T„y(a:)  ;  enfin  on  a 

Qv(*)=«^   '    ^    .T^(x). 

Buii.  des  Scieaett  mmUk  *8790  '7 


242  PREMIÈRE  PARTIE. 

La  série 

i 

substituée  dans  Téquation  (a),  permet  de  déterminer  deux  inté- 
grales particulières  Y|  et  Z|,  dont  la  seconde  est  conforme  à 
Q„,( x)  (n'en  diffère  que  par  un  facteur  constant).  Les  expressions 
ainsi  obtenues  peuvent  être  soumises  à  sept  transformations  résul- 
tant des  combinaisons  des  changements  de  j:  en  —  x,  de  j  en  —  y, 
de  n  en  — n — i,  qui  n'altèrent  pas  l'équation  (a).  Delàrésultent 
huit  intégrales  particulières,  conformes  en  partie  les  unes  aux 
autres.  De  cette  façon,  trois  intégrales  Z„  Zs,  Z^  se  déduisent  de 
Z|,   trois  autres   Y,,  Yj,  Y4  de  Yi;  les  quatre  intégrales  Z|,  Zj, 
Z3,  Z4  sont  conformes  à  Q„,(j:),et  M.  Neumann  détermine  les  fac- 
teurs numériques  par  lesquels  on  doit  les  multiplier  pour  les  rendre 
identiques  à  cette  fonction  :  de  là  résultent  quatre  séries  procédant 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x  —  i  ou  de  a:  -4-  i ,  qui 
peuvent  représenter  (^ni(x)t  qui  sont  convergentes  pour  jt'>  i, 
et  se  réduisent  à  des  expressions  finies  pour  jf  ^/i.  De  même,  pour 
i  5^/1,  les  quatre  intégrales  Yi,  Y,,  Yj,  Y4  peuvent  être  identifiées  à 
P„y(j:);  lorsque  l'on  a  j^n,  deux  de  ces  intégrales  sont  con- 
formes à  S„/(x),  les  deux  autres  à  T„j{x), 

Relativement  à  ces  deux  dernières  fonctions,  l'auteur  montre 
que  l'on  a 

M-)-(-0''.^.../(--*M«/'  ^^^ 


^r 


T„y(.r)  =  (-l)y-S.yi-x), 

Q„y(x)  =  -h  S.y(*)  -  (-lK-*S,y(-^) 

Outre  les  intégrales  définies  qui  entrent  dans  ces  formules,  étu- 
diées par  lui  sous  12  nom  d'intégrales  de  première  espèce,  M.  Neu- 
mann introduit  les  intégrales  de  seconde  espèce 
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qui,  poury  ]>>  n,  se  déduisent  des  premières,  à  un  facteur  constant 
près,  en  les  multipliant  par  {x* — i)',  et  au  moyen  desquelles 
on  peut  exprimer  S«/,  T„,-,  P^y.  Quant  à  Q,y,  on  a 

l 

<?•/=(-')■  (;_.n,_it..(/-^)(T^)  L    (--')'-"'-(^)"'- 

et  celle  formule,  établie  pour  j  >  /i,  subsiste  pour  les  valeurs 
I,  2,  3,. . .,  /i  de  y,  en  levant  convenablement  Tindétermination. 
La  fin  de  cette  première  Partie  se  rapporte  aux  développements 
des  diverses  fonctions  sphériques  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  j:  et  à  l'expression  de  ces  fonctions  au  moyen  des  deux 


séries  * 


1 .2 

(y  —  ^)  (y  —  «  H-  ^.  )  iJ-^^  -h  I  )  (y  -h  w  H-  3  ;   ^ 

1.2.3.4 

^  ^  (y— ^-+-00  +  ^+^)^ 

1.2.3 

^   (y~/i-f-i)(y-~/i-4-3](y-4-/y-f-?.)(y-h//-f-4)    ._^ 

I .2.3.4.5 

La  deuxième  Partie  s'ouvre  par  une  sorte  de  préface  où  sont  réu- 
nies les  diverses  relations,  à  forme  récurrente,  qui  lient  entre 
elles  les  fonctions  sphériques  k  indices  différents  et  leurs  premières 
dérivées,  ainsi  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  ces 
fonctions  pour  j*  =  o,  di  i,  oo  .  L'objet  principal  poursuivi  par 
l'auteur  est  le  développement  en  séries  de  fonctions  sphériques  du 
produit  de  deux  telles  fonctions,  développement  dont  l'intérêt 
n'échappera  pas  au  lecteur.  M.  Neumann  parvient  à  l'effectuer  en 
formant  l'équation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  à 
laquelle  satisfait  le  produit  de  deux  intégrales  particulières  quel- 
con(|ues  de  deux  équations  différentielles  telles  que 


dx 


d   V,  ,rfVl 


1? . 
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Lorsque  /)  =//,  cette  équation  ne  monte  qu'au  troisième  ordre  pi 
y  a  là  un  résultat  facile  à  généraliser  :  cette  équation  a  évidemment 
pour  intégrale  générale 

en  substituant  ensuite  une  série  de  la  forme 

A.P...-HA,P,,-4-A,P,^-4-... 

à  la  place  de  l'inconnue,  on  trouve  quatre  manières  de  satisfaire  à 
cette  équation,  qui  correspondent  aux  quatre  intégrales  particu- 
lières et  conduisent  ainsi  aux  développements  cherchés.  A  ces  dé- 
veloppements, qui  ne  concernent  que  les  produits  de  fonctions 
sphériques  ordinaires,  M.  Ncumann  a  joint  ceux  qui  concernent 
les  produits  où  entrent  des  fonctions  sphériques  dérivées  du  pre- 
mier ordre.  Tous  ces  résultats  sont  réunis  dans  huit  tableaux, 
dont  chacun  remplit  une  page. 

Enfin  il  en  est  fait  une  application  intéressante  aux  intégrales 
de  la  forme 


i: 


en   supposant   F(2)  =- Pp(2)P^(5),  ou  (i  —  z')P'^(z)P',,(r),  ou 
'P^[z)Pp( z)\  on  a,  par  exemple,  pourp><7. 


FLAMMARION  (C).  —  Catalogue  des  étoiles  doubles  et  multiples  en  mou- 
vement RELATIF  CERTAIN,  Comprenant  toutes  les  observations  faites  sur  chaque 
couple  depuis  la  découverte  et  les  résultats  conclus  de  Fétude  des  mouve- 
ments. —  I  vol.  in-8"  de  xiv  et  184  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  1878. 

Les  étoiles  doubles  font  aujourd'hui  l'objet  des  travaux  d'un 
grand  nombre  d'observateurs,  et  les  données  que~  nous  possédons 
sur  ces  systèmes  physiques  vont  rapidement  en  augmentant,  de 
telle  sorte  qu'il  sera  bientôt  possible  de  calculer  d'une  manière 
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suffisammeul  rigoureuse  les  orbites  du  plus  grand  iiouibre  d'entre 
elles.  Sans  doute,  bien  des  observations  sont  encore  nécessaires 
pour  cela,  et  ce  n'est  pas  trop  des  forces  d'une  réunion  d'astro- 
nomes pour  conduire  à  bonne  fin  des  reclicrcbes  aussi  laborieuses  ^ 
mais  c'est  précisément  parce  que  le  travail  à  accomplir  est  presque 
gigantesque,  qu'il  importe  qu'il  n'y  ait  pas  de  forces  perdues  et 
qu^il  est  indispensable  que  les  observateurs  choisissent,  parmi  les 
1 1  000  étoiles  multiples  aujourd'hui  signalées  comme  pouvant  être 
physiquement  associées,  celles  pour  lesquelles  les  données  sont 
encore  incertaines  ou  insuffisantes.  Un  catalogue  complet  des  étoiles 
doubles,  une  collection  de  leurs  observations,  souvent  disséminées 
dans  des  publications  difficiles  à  obtenir,  était  donc  indispensable. 

L'amiral  Smyth,  dans  son  Celestial  Cycle ^  a  bien  donné  autrefois 
une  collection  des  observations  faites  avant  lui  ;  mais  cctie  collec- 
tion est  actuellement  trop  incomplète  pour  pouvoir  être  de  quelque 
utilité  aux  astronomes.  Le  Catalogue  d'étoiles  doubles  de  J.  lierschel 
reuferme  la  position  de  10000  de  ces  astres,  mais  il  ne  fait  pas  con- 
naître leurs  positions  relatives;  d'un  autre  côté,  Thistoire  sy- 
noptique de  4000  de  ces  étoiles,  écrite  par  le  même  auteur,  est 
restée  jusqu'ici  manuscrite. 

Aucun  document  n'était  donc  préparé  pour  venir  en  aide  h 
l'astronome  désireux  de  savoir  sur  quelles  étoiles  multiples  de- 
vaient se  porter  les  observations.  (]ette  lacune  est  aujourd'hui 
heureusement  comblée  par  le  Volume  de  M.  Flammarion,  que  nous 
analysons  ici ,  et  tout  le  monde  lui  sera  reconnaissant  d'avoir 
donné  aux  astronomes  une  statistique  qui  a  exigé  un  laborieux 
travail  de  plusieurs  années,  une  persévérance  digne  des  plus  grands 
éloges. 

Les  groupes  stellaires  dans  lesquels  M.  Flammarion  a,  après 
une  discussion  graphique,  reconnu  un  mouvement  relatif  certain 
sont  au  nombre  de  819,  dont  ^Si  doubles,  ^3  triples,  12  qua- 
druples, Q  quintuples  et  i  sextuple;  c'est  donc  en  tout  174^  étoiles 
diversement  associées. 

Certains  de  ces  groupes  ont  été  très-fréquemment  observés; 
pour  d'autres,  il  y  a  pénurie  presque  complète  de  mesures.  C'est 
ainsi  que,  tandis  qu'on  connaît  près  de  200  observations  complètes 
de  y  de  la  Vierge,  3oo  de  ^  du  Cancer,  200  environ  de  Castor, 
M.  Flammarion  n'a,  pour  d'autres  étoiles,  trouvé  dans  les  Recueils 
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imprimés  que  quelques  mesures,  insuffisantes  par  leur  nombre  ou 
par  leur  précision,  pour  décider  de  la  réalité  des  mouvements  re- 
latifs. Une  partie  de  ces  lacunes  a  été  comblée  par  des  observa- 
tions faites  à  Paris  par  l'auteur  lui-même  et  surtout  par  d'obli- 
geantes communications  de  MAI.  Duner,  Engelmann,  Wilson  et 
Seabroke,  Gledkill,  Knot,  Doberck,  Barclay,  Dembowski,  Schia- 
parelli,  Bumbam,  Stone,Newcomb,  Hall,  Holden,  qui  ont  transmis 
à  M.  Flammarion  des  observations  encore  inédites. 

Pour  chaque  étoile,  M.  Flammarion  donne,  avec  le  nom  de  la 
constellation  à  laquelle  elle  appartient,  sa  lettre  ou  son  numéro 
dans  les  Catalogues  de  Flamstcedt  ou  de  Bode  ;  viennent  ensuite 
son  numéro  dans  les  Catalogues  d'étoiles  doubles  de  W.  Struve, 
d'O.  Struve  ou  d'Hersckel ,  puis  sa  position  pour  1880,  et  enfin  une 
courte  description  du  groupe. 

Pour  les  observations  mêmes,  la  date  est  donnée  en  centièmes 
d'année,  l'angle  de  position  en  dixièmes  de  degré  et  la  distance  eu 
centièmes  de  seconde.  Le  nom  des  observateurs  est  indiqué  par 
des  initiales,  dont  un  Tableau  spécial  donne  la  clef.  Toutes  les  ob- 
servations d'une  année  ont  été  réunies  en  une  moyenne  unique. 

Une  courte  Note  ajoutée  à  la  suite  des  observations  de  chaque 
étoile  fait  connaître,  avec  les  éléments  de  l'orbite  lorsqu'elle  a  été 
calculée,  la  grandeur  et  la  nature  du  mouvement  orbital  et  les  par- 
ticularités physiques  les  plus  importantes  du  système;  c'est  une 
histoire,  en  général  très-complète,  des  diverses  recherches  faites 
sur  l'astre  considéré. 

Réduit  à  celte  première  Partie,  purement  statistique,  le  Volume 
de  M.  Flammarion  rendrait  déjà  d'importants  services,  mais  il 
prend  un  intérêt  plus  grand  encore  par  les  réflexions  que  la  con- 
sidération de  l'ensemble  des  étoiles  multiples  a  inspirées  à  son 
auteur  et  par  la  classification  qu'il  a  cru  devoir  faire  de  ces 
astres. 

Dans  leurs  classifications  antérieures,  l'amiral  Sniyth,  lord 
Wrottesley,  le  P.  Secchi,  M.  Barclay,  etc.,  se  sont  accordés  à 
considérer  les  couples  en  mouvement  comme  physiques  et  les 
couples  demeurés  stationnaires  comme  simplement  optiques  ;  mais 
M.  Flammarion  fait  observer  qu'il  ne  suffit  pas  qu'une  étoile 
double  offre  un  mouvement  certain  pour  affirmer  qu'elle  est  or- 
bitale, et  qu'un  très-grand  nombre  de   ces  couples  prouvent  au 
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contraire,  par  la  nature  de  leur  mouvement,  qu'ils  ne  sont  dus 
qu'à  la  perspective. 

(c  Si,  dit  l'auteur,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  nous  pouvons 
affirmer  la  nature  orbitale  du  couple  et  même  calculer  les  éléments 
de  cette  orbite,  ou,  au  contraire,  affirmer  son  état  optique  et 
prouver  que  les  deux  composantes  ne  se  trouvent  actuellement 
réunies  sur  le  même  rayon  visuel  que  par  l'incertitude  des  mesures 
ou  le  hasard  des  perspectives  célestes,  cependant,  dans  un  grand 
nombre  de  cas  aussi,  l'exiguïté  du  mouvement  parcouru  laisse  le 
champ  libre  à  plusieurs  interprétations  :  il  n'est  pas  toujours  facile 
de  se  décider.  En  tenant  compte  de  la  distance  angulaire  des  com- 
posantes, de  leur  similitude  ou  de  leur  diilérence  d'éclat,  de  la 
sûreté  ou  de  la  difficulté  des  mesures,  de  la  grandeur  et  de  la  di- 
rection du  mouvement,  on  arrive  cependant  à  l'opinion  la  plus 
conforme  à  l'ensemble  de  l'examen  et  à  la  conclusion  la  plus  pro- 
bable. Mais  ce  serait  s'abuser  que  de  prétendre  apporter  une  rigueur 
mathématique  dans  les  conclusions  relatives  à  ces  cas  douteux.  La 
comparaison  des  résultats  généraux  m'a  toutefois  conduit  à  consi- 
dérer en  général  comme  orbitaires  les  couples  dont  la  distance  est 
j  seconde  ou  au-dessous  et  comme  optiques  ceux  dont  la  distance 
surpasse  aS  secondes.  Pour  les  autres  cas  douteux,  la  recherche  du 
mouvement  propre,  la  forme  du  mouvement  relatif,  la  diilérence  de 
grandeur  des  étoiles,  la  durée  de  la  période  d'observation,  sont 
entrées  en  ligne  de  compte  pour  la  conclusion  définitive.  » 

C'est  eu  suivant  ces  principes  que  M.  Flammarion  a  dressé  et 
publié,  dans  les  dernières  pages  de  son  Volume,  une  classification 
de  l'ensemble  des  étoiles  doubles  suivant  la  nature  et  la  rapidité  de 
leurs  mouvements  :  i^  systèmes  orbitaux  certains,  classés  suivant 
que,  depuis  leur  découverte,  le  compagnon  a  fait  autour  de  l'étoile 
centrale  une  révolution  entière,  les  trois  quarts,  la  moitié,  le 
quart,  etc.,  d'une  révolution;  2"  les  systèmes  orbitaux  probables, 
rangés  suivant  l'ordre  de  probabilité;  3°  les  systèmes  physiques 
dans  lesquels  le  mouvement  relatif  est  rectiligne  ;  4°  ^^^  systèmes 
ternaires  ;  5^  les  étoiles  triples  non  ternaires  ;  6^  les  systèmes  qua- 
ternaires; y^  les  étoiles  quadruples;  8*^  les  groupes  de  perspective; 
9®  les  groupes  indéterminés,  etc.,  etc. 

Il  y  a,  d'après  cette  classification,  558  systèmes  orbitaux  cer- 
tains ou  probables,  817  groupes  de  perspective,  17  systèmes  phy- 
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siques  dont  les  composantes  se  déplacent  en  ligne  droite,  23  sys- 
tèmes ternaires,  3a  triples  non  ternaires,  formés  d'un  système 
binaire  et  d'un  compagnon  optique. 

L'étoile  binaire  dont  la  période  est  la  plus  courte  est  d  du  Petit 
Cheval,  dont  le  mouvement  complet,  en  ligne  droite  sur  une  lon- 
gueur de  o",  4?  s'eirectue  en  sept  ou  en  quatorze  aunées.  Viennent 
ensuite  Z  3i3o  de  la  Lyre  ,  dont  la  période  est  de  seize  ans,  4^  de 
la  Chevelure,  dont  la  période  est  de  vingt-cinq  ans,  etc.,  etc. 

Tel  est«  en  quelques  lignes,  le  résumé  rapide  des  documents  ras- 
st?mblés  et  discutés  par  M.  Flammarion  dans  l'Ouvrage  que  nous 
avons  sous  les  yeux,  et  qui  prendra  certainement  place  dans  la 
bibliothèque  de  tous  les  observatoires  dont  les  astronomes  étudient 
les  étoiles  doubles.  G.  R. 


SEIIKKT  (J.-A.),  membre  de  Tlnstilut  et  du  Bureau  des  Longitudes.  —  Coubs 
dAlg^bhk  scpéRiEURK.  4*  éditioD.  'a  vol.  in-S*";  1877-79.  Paris,  Gauthier- 
Villa  rs. 

Il  suffira  évidemment  de  signaler  à  nos  lecteurs  cette  nouvelle 
tnlitiou  d'un  Ouvrage  dont  la  réputation  est  si  bien  établie.  L'au- 
teur a  tait  quelques  changements;  une  addition  assez  considé- 
riiblo  a  été  introduite  au  Tome  IL  Un  Chapitre  nouveau  est  consacré 
à  la  détei^miuation  des  fonctions  entières  irréductibles  suivant  un 
imnlulo  pi'emier  dans  le  cas  où  le  degré  est  une  puissance  du  mo- 
dule ^  p»  190-31 1^.  M.  Serret  considère  successivement  le  cas  où  le 
de^iv  e:^t  é^al  au  module  et  celui  où  le  degré  est  une  puissance  du 
uuh)uK\ 

iHi  doit  rtnuervier  M.  Serrei  devoir  bien  voulu  donner  tous  ses 
mÙu^"^  à  i^le  uouvtJle  èdilioii  et  d*avoîr  mis  de  nouveau  à  la  dis- 
^Hvcilitui  d^Nt  ^MiièUres  ua  Ouvrage  qui  leur  est  devenu  îndispen- 
vXs^KKn  h  \KhiI  IVditkai  fMnktrJeute  était  depuis  longtemps  épuisée. 

G.  D. 
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P.  PUISEUX.  —  Accélération  séculaire  du  uouveuent  de  la  Lunk. 

Résumé  des  trai^aux  antérieurs  sur  l'accélération  du  mouve- 
ment de  la  Lune.  —  Etat  de  la  question. 

L'accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune  a  été  signalée 
par  l'observation  longtemps  avant  qu'on  fut  en  mesure  d'en  assi- 
gner la  cause  par  la  théorie.  De  tous  les  phénomènes  astronomiques, 
les  éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  sont  ceux  qui  ont  le  plus  attiré  l'at- 
tention des  anciens.  Ptolémée  nous  a  fait  connaitre,  dans  V^lma- 
geste,  un  grand  nombre  d'éclipsés  de  Lune  observées  soit  par  les 
Babyloniens,  soit  par  Hipparque,  soit  par  lui-même.  Malheureu- 
sement les  nombres  qu'il  donne  sont  peu  précis,  et  il  y  a  lieu  de 
craindre  qu'ils  n'aient  subi  des  altérations.  Les  observations  arabes 
qui  nous  sont  parvenues  paraissent  mériter  plus  de  confiance. 
C'est  par  l'étude  des  éclipses  de  Soleil  observées  en  Asie  par  Alba- 
ténius,  à  la  fin  du  ix®  siècle  de  notre  ère,  que  Halley  a  pu  s'assurer, 
en  1695,  de  l'existence  d'une  équation  séculaire  dans  la  longitude 
de  la  Lune.  Il  ne  se  crut  pas  autorisé,  toutefois,  à  en  fixer  la  va- 
leur numérique.  Ce  progrès  fut  accompli  cinquante  ans  plus  tard 
par  Dunthorne  et  Mayer.  Aux  observations  déjà  considérées  par 
Halley  ils  joignirent  deux  éclipses  de  Soleil  observées  au  Caire  par 
Ibn  Junis  à  la  fin  du  x^  siècle,  ainsi  qu'un  grand  nombre  de  docu- 
ments plus  récents.  Dunthorne  fut  ainsi  conduit  à  attribuer  au 
moyen  mouvement  de  la  Lune  une  accélération  de  10"  par  siècle. 
Après  une  discussion  qui  parait  avoir  été  plus  complète,  Mayer 
adopta  le  chiffre  de  6",  7.  Dans  la  dernière  édition  de  ses  Tables  de 
la  Lune,  il  le  porta  à  9'^,  sans  que  l'on  sache  bien  les  raisons  qui 
ont  déterminé  ce  changement. 

Aucun  de  ces  chilfres,  toutefois,  ne  permettait  d'établir  un  ac- 
cord satisfaisant  entre  les  observations  et  les  Tables.  Frappé  de  ces 
divergences,  Lalande  proposa  de  ne  faire  entrer  dans  la  discussion 
qu'une  seule  des  éclipses  de  Ptolémée,  en  y  joignant  les  deux  ob- 
.servations  faites  par  Ibn  Junis,  les  seules  dont  l'heure  puisse  être 
regardée  comme  connue  avec  précision.  Il  obtint  de  la  sorte  une 
confirmation  du  résultat  de  Dunthorne.  Lagrange  fut  plus  réservé 
dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  en  1 774»  Après 
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avoir  clierché  vainement  à  rendre  compte  par  la  théorie  du  fait  de 
Taccélération  séculaire,  il  émit  des  doutes  sur  la  réalité  même  de 
cette  accélération.  Selon  lui,  les  observations  anciennes  sont  trop 
vagues  et  trop  discordantes  pour  justiiier  les  conclusions  de  ses  de- 
vanciers. 

La  question  historique ,  délaissée  pendant  plusieurs  années , 
entra  dans  une  phase  nouvelle  lorsque  Baily  eut  signalé  en  1811, 
dans  les  éclipses  totales,  un  nouveau  et  précieux  moyen  de  con- 
trôle pour  les  Tables  delà  Lune.  Cette  fois^  ce  n'est  plus  aux  astro- 
nomes, c'est  aux  historiens  de  l'antiquité  qu'il  faut  s'adresser.  Les 
éclipses  totales  étant  excessivement  rares  en  un  point  donné  de 
notre  globe,  il  suffit  d'une  indication  même  approchée  de  temps  et 
de  lieu  pour  identifier  l'éclipsé  chronologique  avec  une  de  celles 
qui  sont  indiquées  par  les  Tables  ;  à  une  condition  toutefois,  c'est 
qu'il  ne  subsiste  pas  une  trop  grande  incertitude  sur  la  valeur 
même  de  l'accélération  séculaire.  En  adoptant  pour  valeur  appro- 
chée 10'^  et  en  faisant  usage  des  Tables  de  Damoiseau,  M.  Airy  fut 
conduit  à  élever  cette  valeur  à  10'', 72.  Enfin,  dans  son  Mémoire 
de  1857,  l'illustre  Astronome  Royal  d'Angleterre,  se  servant  des 
Tables  construites  par  M.  Hansen,  a  trouvé  que  la  valeur  de Taccé- 
lération  séculaire  qui  rend  le  mieux  compte  des  éclipses  totales  de 
l'antiquité  est  de  12'', 989,  soit  à  peu  près  i3".  Aucune  des  déter- 
minations théoriques  elfectuées  jusqu'à  présent  n'atteint  un  chi£[re 
aussi  élevé. 

Les  géomètres,  cependant,  ne  s'étaient  point  laissé  décourager 
par  l'insuccès  de  Lagrangc.  Bossut  avait  déjà,  en  176a,  présenté 
une  explication  fondée  sur  l'hypothèse  d'un  milieu  très-raréfîé, 
mais  résistant,  dont  l'influence  serait  plus  sensible  sur  la  Lune  que 
sur  les  planètes.  Lagrange  avait  écarté  cette  explication  comme  dé- 
mentie par  le  ralentissement  de  Saturne.  Laplace  montra  qu'il  suf- 
firait de  supposer  que  la  transmission  de  la  force  attractive  de  la 
Terre  à  la  Lune  ne  fut  pas  instantanée  pour  introduire  une  équa- 
tion séculaire  dans  le  mouvement  de  notre  satellite.  Il  signala  éga- 
lement ce  fait  capital  qu'un  ralentissement  dans  la  rotation  de  la 
Terre  sur  elle-même,  fût-il  seulement  de  o%oi  depuis  le  temps 
d'Hipparque,  amènerait  dans  le  mouvement  de  la  Lune  une  accélé- 
ration apparente  supérieure  à  celle  que  semblaient  exiger  les  obser- 
vations. C'était  déplacer  la  question,  mais  non  la  résoudre,  car 
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aucune  cause  counue  ne  semblait  devoir  afiecter  riuvariabilité  du 
jour  sidéral.  Lagrange,  revenant  sur  la  question  en  1783,  dans  un 
travail  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'académie  de  Berlin,  montra 
que  les  variations  séculaires  de  Texcentricité,  de  Tinclinaison,  de 
la  longitude  du  nœud  ou  du  périhélie  d'une  planète  pouvaient 
produire  une  équation  séculaire  dans  le  mouvement  d'un  astre 
voisin,  au  moins  lorsqu'on  avait  égard  aux  secondes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons.  Faisant  l'application  de  sa  théorie 
aux  actions  réciproques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  n'obtint  que 
des  résultats  négligeables,  et,  par  une  conclusion  trop  hâtive,  il  ad- 
mit qu'il  en  serait  de  même  pour  toutes  les  autres  planètes  de  notre 
système.  C'est  ainsi  qu'il  se  laissa  enlever  par  Laplace  l'honneur 
d'une  découverte  contenue  implicitement  dans  ses  formules. 

C'est  en  travaillant  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  que  La- 
place fut  mis  sur  la  voie  de  l'explication  si  longtemps  cherchée.  U 
reconnut  qu'une  variation  séculaire  dans  l'excentricité  de  l'orbite 
de  cette  planète  produisait  une  accélération  dans  les  mouvements 
moyens  des  satellites.  Ce  résultat,  transporté  à  la  Lune,  lui  donna 
une  équation  séculaire  peu  diilérente  de  celle  qui  avait  été  déduite 
des  seides  observations.  Une  circonstance  analogue  se  présenta 
dans  les  mouvements  du  nœud  et  du  périgée  de  l'orbite  lunaire. 
Cette  importante  découverte  fut  communiquée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  le  19  novembre  1787  et  publiée  avec  détail 
l'année  suivante  dans  le  Volume  de  V Histoire  de  l'Académie 
pour  1786.  La  première  partie  du  calcul  développé  dans  les  pages 
suivantes  reproduit,  en  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel,  l'analyse  du 
grand  géomètre.  Laplace  s'en  était  tenu  à  la  première  puissance 
de  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  et  encore  n'avait-il  conservé 
que  la  partie  principale  du  résultat.  En  présence  de  l'accoixi  satis- 
faisant du  chifire  obtenu  avec  celui  que  Dunthorne  et  Lalande 
avaient  cru  pouvoir  déduire  des  observations,  Laplace  n'avait  pas 
jugé  nécessaire  d'examiner  s'il  ne  serait  pas  modifié  par  une  ap- 
proximation ultérieure. 

En  i8ao,  Plana  et  Damoiseau  reprirent  la  question.  Le  pre- 
mier, adoptant  la  forme  algébrique  pour  les  inégalités  lunaires, 
calcula  jusqu'aux  quantités  du  septième  ordre  la  série  qui  multiplie 
l'intégrale  yV^rf^  dans  le  coefficient  de  l'accélération  séculaire.  C'e^l 
sous  celte  forme,  comme  noiu  le  verrons  plus  loin,  que  se  présente 
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le  résultat,  e/  désignant  Texcentrici té  de  l'orbite  terrestre.  Il  trouva 
ainsi  io'',58  au  lieu  du  nombre  lo'',  18  que  donnait  le  terme  de 
La  place  pris  seul.  Par  une  voie  différente,  Damoiseau  obtint 
10",  72.  Enfin  M.  Hansen  a  porté  ce  coefficient  successivement 
à  1 1",  47  ^*t  à  1 2'',  1 8.  La  méthode  employée  par  lui  n'a  pas  été  pu- 
bliée in  extenso,  et  ce  résultat  emprunte  par  conséquent  toute  son 
autorité  à  Texactitudc  reconnue  des  Tables  de  la  Lune  publiées  par 
son  auteur.  U  est  bon  d'ajouter,  cependant,  que  l'accord  des  Tables 
de  M.  Hansen  avec  les  observations  modernes  ne  serait  pas  altéré 
par  une  modification  apportée  au  coefficient  de  l'accélération  sécu- 
laire. Ce  n'est  qu'à  une  époque  reculée  que  l'influence  de  cette  cor- 
rection se  ferait  sentir,  et  il  n'est  pas  encore  absolument  démontré, 
au  jugement  de  MM.  Airy  et  Delaunay,  que  les  observations  an- 
ciennes ne  puissent  être  représentées  par  les  Tables  actuelles,  avec 
une  valeur  diflérente  de  l'accélération. 

Toutes  ces  déterminations  s'accordaient  à  fournir  pour  le  coeffi- 
cient considéré  une  valeur  un  peu  supérieure  à  10'^,  lorsque 
M.  Adams,  dans  un  Mémoire  lu  à  la  Société  royale  de  Londres  le 
16  juin  i853,  vint  signaler  un  vice  de  méthode  dans  les  recherches 
de  Plana  et  Damoiseau.  Dans  les  équations  différentielles  qui 
définissent  le  mouvement  de  la  Lune,  ces  deux  savants  avaient 
traité  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  et  par  suite  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  comme  des  constantes,  pour  ne  leur  attri- 
buer le  caractère  de  variables  qu'après  l'intégration  faîte.  Ce  pro- 
cédé, légitime  quand  on  n'a  égard,  comme  l'avait  fait  Laplace,  qu'à 
la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  cesse  de  l'être 
quand  on  passe  aux  approximations  suivantes.  La  supposition  con- 
traire, la  seule  conforme  aux  faits,  introduit  dans  l'expression  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune  de  nouveaux  termes  proportion- 
nels au  carré  du  temps,  et  le  résultat  primitif  se  trouve  profondé- 
ment modifié.  Cette  conclusion  imprévue,  dont  nous  trouverons 
une  confirmation  nouvelle  dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  a  été 
parfaitement  mise  en  évidence  par  MM.  Adams  et  Delaunay.  Nous 
renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  inséré  par  M.  De- 
launay dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1864.  Ontrouvwa 
dans  ce  même  travail  une  confirmation  du  résultat  de  M.  Ai 
obtenue  par  la  méthode  dont  Delaunay  a  fait  la  base  d*l 
vol  le   théorie  de  la  Lune.    De  ces  recherches  et  des 
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complets  (lout  Delaunay  a  donné  le  résultat  dans  le  Tome  LXXII 
des  Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences,  il  ré- 
sulte que  le  coefficient  de  Taccélération  séculaire  doit  être  réduit 
à  6^',  i7().  C'est,  on  le  voit,  la  moitié  du  chiilre  de  M.  Ha nsen.  Il 
convient  d'ajouter  que  la  seule  cause  invoquée  dans  ces  travaux 
pour  rendre  compte  de  Taccélération  séculaire  a  été  la  variation  de 
l'excentricité  de  l'orbite  terrestre. 

Les  recherches  que  nous  venons  de  citer  ont  reçu  depuis  l'as- 
sentiment  d'un  grand  nombre   de  géomètres.  Plana,   à  la  suite 
d'une  longue  controverse,  a  été  amené  à  reconnaître  la  nécessité 
de  modifier  ses  calculs   dans  le    sens  indiqué  par   M.    A  dams. 
MM.  Lubbock  et  Cayley  ont  obtenu  séparément  une  conGrmatiou 
entière  de  la  théorie  nouvelle.   Le  Verrier,  cependant,   a  long- 
temps combattu  la  modification  proposée  comme  inconciliable  avec 
les    observations    anciennes.   Il    faut    répondre,   avec  Delaunay, 
que  cet  argument  ne  saurait  être  décisif  dans  une  question  d'ana- 
lyse, et  que,  si  la  divergence  annoncée  est  réelle,  la  cause  doit  en 
être  cherchée   dans   quelque  iniluence  physique  mal  étudiée.  Le; 
Verrier  alléguait  moins,  du  reste,  ses  propres  recherches  que  l'au- 
torité de  M.  Hansen,  qui  affirmait  avoir  obtenu  par  la  théorie  seule 
son  coefficient  de  lo/'.  A  dire  vrai,  l'eilét  produit  par  cette  décla- 
ration a  dû  être  un  peu  atténué  par  la  publication  d'une  Lettre  de 
M.  Hansen  à  M.  Warren  de  la  Rue,  président  de  la  Société  Astro- 
nomique de  Londres  (  '  ).  Dans  ce  document,  M.  Hansen,  tout  en 
maintenant  le  chiH'rc  proposé  par  lui  comme  le  plus  conforme  aux 
observations,  reconnaît  comme  exacte  l'analyse  de  M.   Adams  ; 
l'éminent  astronome  de  Gotha  attribue  la  divergence  à  ce  qu'il  au- 
rait, dans  ses  propres  calculs,  traité  comme  constante  une  certaine 
quantité  S,  dont  la  variation  est  liée  à  celle  du  moyen  mouvement 
de  la  Lune.  Kous  retombons,  on  le  voit,  dans  l'hypothèse  fautive 
de  M.  Plana.  En  vain  M.  Hansen  insiste  sur  la  concordance  remar- 
quable que  l'hypothèse  S  =  o  établirait  entre  le  calcul  et  l'obser- 
vation. Un  tel  accord  ne  saurait  racheter  une  lacune  dans  la  théorie. 
Pour  s'en  faire  une  arme  contre  le  résultat  de  M.  Adams,  si  bien 
confirmé  par  tous  les  procédés  de  l'analyse,  il  faudrait  avoir  établi 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'yicadémie  des  Sciences^  t.  LXII,  p.  70/1. 
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clairement  que  la  cause  dont  on  a  tenu  compte  est  la  seule  qui 
puisse  modifier  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Rien  n'est  moins  démontré,  et  M.  Hansen  lui-même  donne,  avec 
M.  Airy,  son  assentiment  aux  vues  de  Delaunay,  qui  a  cherché 
dans  une  nouvelle  cause  physique  agissant  sur  la  Lune  l'explica- 
tion du  désaccord.  Déjà  Laplacé  avait  signalé  l'influence  qu'aurait 
sur  le  mouvement  apparent  de  la  Lune  une  altération,  si  petite 
qu'elle  fût,  de  la  durée  du  jour  sidéral.  Dans  une  Communication 
faite  à  TAcadémie  des  Sciences  (  *  ),  Delaunay  a  montré,  avec  sa 
clarté  ordinaire,  que  le  retard  de  la  marée  sur  le  passage  de  la 
Lune  au  méridien  doit  produire  un  couple  résistant  qui  ralentit  la 
rotation  de  la  Terre  sur  elle-même,  accroît  dans  la  suite  des  siècles 
la  durée  du  jour  sidéral  et  entraîne  une  accélération  apparente 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  S'il  est  aisé  de  se  rendre 
compte  de  l'existence  d'une  pareille  cause,  il  Test  beaucoup  moins 
de  la  soumettre  au  calcul  et  de  se  faire  une  idée,  même  approchée, 
de  la  grandeur  de  ses  effets. 

Le  dernier  travail  important  qui  ait  été  publié,  à  notre  connais- 
sance, sur  ce  sujet,  a  paru  en  1873,  dans  le  Recueil  des  Mémoires 
présentés  à  l'académie  des  Sciences  (t.  XXI).  Dans  ce  Mémoire, 
mon  père  a  démontré,  en  poussant  l'approximation  plus  loin  que 
ne  l'avait  fait  Laplace,  que  la  variation  séculaire  de  l'inclinaison  de 
l'orbite  terrestre  est  sans  effet,  dans  les  limites  des  temps  histo- 
riques, sur  l'accélération  du  mouvement  de  la  Lune.  Par  là  même 
se  trouve  écartée  l'hypothèse  d'une  équation  séculaire  due  au  dé- 
placement progressif  du  nœud  de  l'orbite  terrestre.  On  voit  en  effet, 
à  l'inspection  de  la  fonction  perturbatrice  de  la  Lune,  que  l'hypo- 
thèse qui  consiste  à  regarder  comme  nulle  l'inclinaison  de  l'orbite 
terrestre,  supposition  permise  dans  la  recherche  de  l'équation  sé- 
culaire, fait  évanouir  à  la  fois  tous  les  termes  où  figure  la  longitude 
du  nœud.  Reste  le  déplacement  du  périhélie  de  l'orbite  terrestre, 
que  Lagrange  avait  signalé  comme  pouvant  produire  une  équation 
séculaire  de  la  Lune.  Mais  un  coup  d'œil  jeté  sur  la  fonction  pe^ 
lurbatrice  moutre  qu'il  n'en  est  rien.  La  longitude  du  périhéUe, 
qui  daus  nos  formules  sera  désignée  par  u^,  n'entre  en  effet  que 


(•)  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Scierie  es  ,t.  LXI,  p.  lOîS. 
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dans  les  termes  périodiques,  et,  si  Ton  suppose  nulle  Tinclinaison 
de  rorbîte  terrestre,  elle  se  trouvera  partout  associée  aux  longi- 
tudes moyennes  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  ont  une  variation 
bien  plus  rapide.  Le  seul  effet  du  déplacement  du  périhélie  sera 
donc  de  modifier  légèrement  les  périodes  des  inégalités  de  la  Lune; 
il  ne  peut  en  résulter  d'équation  séculaire  dans  la  longitude. 

Calcul  de  l'accélération  séculaire  du  nious^ement  de  la  Lune 

par  la  méthode  de  Poisson, 

Dans  la  première  approximation,  on  pourra  réduire  la  fonction 
perturbatrice  de  la  Lune,  telle  qu'elle  est  donnée  dans  l'Ouvrage 
de  Delaunay,  à  sa  partie  non  périodique.  Il  suffira  d'y  remplacer 
l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  par  son  expression  en  fonction 
du  temps,  qui  est,  d'après  Le  Verrier, 

e'=  3459",  28  —  0,08755  r  —  0^^,00000282^'. 

Enfin  l'on  intégrera  l'expression  qui  en  résulte  pour  la  dérivée  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune.  Le  calcul  ainsi  effectué  ne  diffère 
de  celui  de  Laplace  que  par  la  suppression  de  quelques  développe- 
ments étrangers  à  notre  objet. 

La  seconde  approximation  est  fondée  sur  la  méthode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires,  modifiée  conformément  aux  in- 
dications données  par  Poisson  dans  son  Mémoire  de  i833.  On 
s'assure  aisément  que  deux  arguments  différents  de  la  fonction 
perturbatrice  donneront  toujours,  quand  on  les  combinera  par  ad- 
dition ou  soustraction,  un  résultat  périodique.  Il  sera  donc  permis, 
dans  la  recherche  d'une  inégalité  séculaire,  de  limiter  successive- 
ment la  fonction  perturbatrice  à  chacun  de  ses  termes. 

On  peut  encore  abréger  le  calcul  en  profitant  d'une  remarque  faite 
par  Delaunay,  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1862.  Si  Ton  s'en  tient  aux  premières  puissances  de  l'eicccntri- 
cité  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire,  la  fonction  perturbatrice 
se  réduit  à  vingt  termes,  dont  neuf  contiennent  en  facteur  l'excen- 
tricité ^  les  autres  n'en  dépendent  pas.  Les  termes  appartenant  «1 
l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  catégories  peuvent  être  compris  dans 
une  même  forme  analytique  et  soumis  à  un  même  calcul.  Le  coef- 
ficient relatif  à  chaque  tefme  se  tire  ensuite  de  la  formule  générale 
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lAT  de  >î;uple5  «ubstitutîoiu  namérîqQes.  Le  calcul  ainsi  edoctué 
*i  occupe  qaaii  petit  nombre  de  pa^trs  rt  permet  de  retrouver, 
a  -■-  de  sevonde  près,  1-  résultat  de  M.  Adams.  Il  met  aussi  en 
:«^efT  l'însiz:5:since  de  la  première  approximation.  Il  existe  en 
«dîec  daa.^  la  !V>c<ti«>o  perturbatrice  un  terme  périodique  qui,  à 
loi  senl.  prodaîrift  dans  le  ni»>Ten  mouvement  de  la  Lune  une  plus 
.crii'ie  itrcelêrutioa  «pie  la  partie  non  périodique,  la  seule  consi- 
•i»*nfs.'  par  LapLice. 

>.ftnâ>  i*  rûr   fe  Ii  iecoode  approximation,  on  peut  obtenir  une 
nf«!i>it:a    pt-i:^  zrtibie  en  n'eTcîaant  plus  que  les  puissances  de 
1  'f^!:f?icr*»:îce  <t   ie  l  Im'lTwaruMi  égales  on  supérieures  à  la  qna> 
irrerne.  Lif   ienriDopemenC  de  La  £>DCtî«>D  perturbatrice  se  trouve 
liniïi.  pt?r5e   i  :r»w  ôf-cîiii^  terme*.  Comme  précédemment  «  on  fait  à 
•:ajir*ia  :e  r^-»  ^niBf^Lfixx  applÂcatioas  successives  de  la  méthode  de 
?*jfïK;«ja«   iif  Tuoiiere   i    tr»:irter  dans   la  dérivée  de  la  longitude 
jio-r-îine  Li  wr*ie  toi  •rjutûfat  en  £u:teiir  le  carré  de  rexccntricité 
le  .  ir-jÏD;  tksrrrstrr;.  Le*  Lennesqai  rentrent  dans  une  même  forme 
in^v^iim:  -Nesv^nc  ^fCrr^  ziniut^  ensemble,  mais  ici  rintroduction 
îe>  3tti2«aiiAr:f*  sournenres  >iie  e  et  de  s  amène  des  différences  dont 
i  fr^  iiidfru«ai£^àtt  ie  Xi^nlr  c«:3mp<e;  on  est  conduit  à  partager  les 
'r'^nip^-.ini  3îr3ie>  ie  !a  i>oecîoa  perturbatrice  en  dix  groupes,  dont 
•lUR-Tiii  nue  1  lôiet  L  m.  cai*:al  iéparé.  ^ 

?*iur    lûieiur  lar^ac  ie   mêoie  deciré  d  exactitude,  on  doit: 
*    «unuke^LT  Itf  larui!  3i.*a  perii^ii^oe  de  la  fonction  perturbatrice 
i^r      niX^ionL-^a   n»  dermes  du    second  et  du  quatrième  ordre 
*^ii>  e  ituitiimtna.*m:  i?  e  •;  i'  cbereber  la  partie  principale  de  la 
:^>i>&v*iie  ^nn^coucitia  bÎMKrvie  par  une  application  nouvelle  de  la 
iM;*;it*ue  le  ?oi£cua.  CfiSe  Ikk«^  des  termes  non  périodiques  peuvent 
.i-LV^-^ir^   MT  ^a  cvmi^àucsoa  de  trois  arguments.   Il  n*est  donc 
*iTt>  i^«*ftti>  le  :7s*iuicr«  c^yauœ  noos  Tavons  fait  jusqu'ici,  la  fonr- 
!\-a   *^*xurrî^ir-cïf  saceesjî^'ctBeat  à  chacun  de  ses  termes.  Ccpen- 
uiute     .'Vjceïsiàja  i|««  IVxi  leut  obtenir  ne  doit  renfermer 
.   Il  ^^   Il  t-^  juJs^aoBce*  cEe  <  supérieures  à  la  seconde,  on  peut, 
t    4%*?at.   .---iT'Jwr  le^  zerwfc»  de  la  fouction  piTlurbatrice  qui 
-  avîft^^rtivji   ':rs-  xnii^'^^o^  rti  tacteur.  A  la  fonction  gjnsi  réduite 
M    .  •i.'iru*»^'    r--»^  ■^'*=*'  ***  awlhode  d^approximation  de  Poisson, 
•  w  ^'ui^  •«  *^  ^  làckffx^  W  c.ettcîcnt  de  e'*  dans  la  dérivée  de  la 
«»%^*ocu«    m»*-«ta»:    î  a  «»le  ptécantitHi  à  prendre  dans  ce  calcul 


;ii-.»      •*' 


«\ 
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cousiste  à  supprimer,  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  les  termes  qui 
ne  doivent  pas  influer  sur  le  résultat  iiual  et  dont  l'introduction 
conduirait  à  une  analyse  prolixe. 

Les  données  qui  ont  servi  à  réduire  la  formule  en  nombres  ont 
été  empruntées  aux  Tables  de  M.  Hansen  pour  les  éléments  de  la 
Lune,  et  aux  Mémoires  publiés  par  M.  Le  Verrier  dans  les  annales 
de  l'Observatoire,  pour  ce  qui  se  rapporte  à  Torbite  terrestre.  Le 
coefficient  du  carré  du  temps  dans  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  se  trouve  ainsi  porté  à  6", 334-  Par  Teflet  d'une  telle  accélé- 
ration, la  longitude  de  la  Lune,  à  vingt-cinq  siècles  de  notre  époque, 
est  accrue  de  plus  de  i".  Il  en  résulterait  une  modification  pro- 
fonde dans  les  circonstances  d'une  éclipse.  Beaucoup  moindre  est 
l'influence  du  terme  en  t^,  qui  apparaît  également  dans  la  longitude 
moyenne  quand  on  remplace  e'  par  son  expression  en  fonction  du 
temps.  Après  vingt-cinq  siècles,  la  modification  due  à  ce  terme 
dans  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  serait  environ  de  2\  comme 
on  s'en  assure  par  un  calcul  facile.  Le  peu  de  précision  des  obser- 
vations anciennes  qui  nous  sont  parvenues  permet  de  regarder  un 
tel  déplacement  comme  sans  importance. 

Jusqu'ici  nous  avons  admis  que  la  partie  proportionnelle  au 
temps  dans  la  dérivée  de  la  longitude  moyenne  provenait  uni- 
quement du  facteur  e'^.  Il  existe  cependant  dans  l'expression  de 
cette  dérivée  des  termes  en  e'*  et  en  e'®  qui,  lorsqu'on  remplacera  e' 
par  sa  valeur  en  fonction  du  temps ^  ajouteront  au  coefficient  de 
l'accélération  séculaire  des  parties  du  même  ordre  que  celles  qui 
ont  été  considérées  en  dernier  lieu.  On  s'assure  facilement  que  les 
ternies  en  e'^  sont  négligeables;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  termes  en  e'*,  dont  plusieurs  dépassent  en  valeur  absolue 
jjj  de  seconde.  Il  est  vrai  que  la  somme  des  termes  négatifs  dif- 
fère peu  de  celle  des  termes  positifs,  circonstance  qui  se  présente 
assez  fréquemment  dans  les  recherches  astronomiques.  La  considé- 
ration de  ces  termes  a  pour  ellet  de  réduire  le  coefficient  de  l'accé- 
lération séculaire  à  6'', 328.  Selon  toute  apparence,  une  nouvelle 
application  de  la  méthode  de  Poisson,  eiFectuée  en  vue  d'obtenir 
une  précision  plus  grande,  ne  modifierait  que  le  chilïre  des  mil- 
lièmes de  seconde. 


* 

Bull,  des  Sciences  maehém.,  7*  Série,  t.  III.  (Juin  1879.)  lO 
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DfXT  f  U.)  —  Fo?n>AXETn  m  la  tiouca  dellb  fu^ziom  di  variabili  reau. 
—  Pise,  1878.  l»-8*,  407  pttg». 

Depuis  un  certain  nombre  d'années,  on  se  préoccupe  de  mettre 
de  la  rigueur  dans  l'établissement  des  principes  de  l'Analyse,  de 
donner  plus  de  précision  au!L  définitions  et  de  n'en  tirer  que  ce 
f|u'elles  crontiennent;  la  nécessité  de  cette  révision  s'imposa  a  partir 
du  moment  où,  dans  le  célèbre  Mémoire  de  Riemann  sur  les  séries 
trigonométriques,  la  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  discon- 
tinues fut  donnée  d'une  manière  précise,  définition  qui  entraînait 
comme  corollaire  l'existence  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de 
dérivée.  Depuis  lors,  les  travaux  de  Hankel,  de  ]\1M.  Weierstrass, 
Du  Tk»is-Reymond,  Darboux  ont  éclairci  les  points  les  plus  impor- 
tants. De  son  coté,  M.  Dini  prit  cette  matière  pour  le  sujet  d'mie 
partie  de  ses  Leçons  pendant  l'année  scolaire  187 1- 1872  et  y  revint 
à  plusieurs  reprises.  Diverses  causes  ont  retardé  jusqu'à  l'an- 
née 1878  la  publication  de  l'Ouvrage  d'ensemble  qu'il  préparait 
sur  les  diverses  questions  qui  se  rattachent  à  cet  ordre  d'idées; 
l'auteur  parait  craindre  que  son  livre  n'ait  ainsi  perdu  quelque 
|M*u  de  son  actualité;  quoi  qu'il  en  soit,  cet  Ouvrage  ne  perd  rien 
de  son  utilité,  maintenant  qu*il  importe  de  déterminer  la  mesure 
dans  laquelle  il  convient  de  faire  pénétrer  dans  l'enseignement  la 
substance  des  résultats  acquis  sur  ce  sujet  depuis  une  vingtaine 
d'années. 

M.  Dini  commence  par  préciser  les  notions  de  nombre  incom- 
mensurable et  de  limite.  Tout  nombre  pouvant  être  représenté  par 
un  point  sur  une  ligne  droite  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris 
sur  cette  droite  est  mesurée  par  ce  nombre  lui-même,  on  pourra 
parler  indiHéremment  d'un  nombre  ou  du  point  qui  le  représente. 

Ainsi  la  notion  d'un  groupe  de  nombres  compris  entre  deux 
nombres  donnes  pourra  être  remplacée  par  celle  du  groupe  de 
points  correspondants  :  s'il  y  a  un  nombre  infini  de  tels  points,  il 
existera,  entre  les  deux  points  extrêmes,  au  moins  un  point  |el) 
que  dans  son  domaine  [intorno)^  quelque  petit  qu'il  soit,  il  y  «il 
un  nombre  infini  de  points  du  groupe  considéré;  Tenseinlile  dt^iilî 
points,  que  nous  appellerons  avec  l'auteur  points  limites, 
premier  groupe  dérivé;  si  ce  groupe  dérivé  est  infini*  ^ 
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lieu  lui-iuèmc  h  un  second  groupe  dérivé,  etc.  Les  uièiues  considé- 
rations donnent  lieu  à  la  notion  de  limite  supérieure  et  inférieure 
d'un  groupe  de  nombres  ou  de  points.  La  fonction  d'une  variable 
dans  un  intervalle  étant  nettement  définie  par  ce  fait  que  sa  valeur 
est,  pour  toute  valeur  de  la  variable,  comprise  dans  l'intervalle 
considéré,  complètement  déterminée,  la  notion  du  maximum  et  du 
minimum,  de  l'oscillation  d'une  fonction  dans  un  intervalle  donné, 
la  preuve  de  l'existence  d'un  point  dans  le  domaine  duquel,  si 
petit  qu'il  soit,  la  fonction  prend  des  valeurs  aussi  voisines  qu'on 
le  veut  de  sa  valeur  maximum  se  déduisent  aisément  de  ce  qui  pré- 
cède, ainsi  que  les  conséquences  principales  de  la  continuité,  si 
Ton  suppose  que  la  fonction  considérée  est  continue  :  en  parti- 
culier, une  telle  fonction,  dont  les  valeurs  sont  données  pour  un 
groupe  de  points,  prend,  par  cela  même,  des  valeurs  données  aux 
points  limites  de  ce  groupe^  elle  atteint  les  valeurs  maxima  et 
minima  dans  tout  intervalle  et  passe  par  toutes  les  valeiu:*s  inter- 
médiaires. U  y  a  lieu  de  remarquer  qu'une  fonction  continue,  dans 
le  domaine  d'un  point,  si  petit  qu'il  soit,  peut  présenter  une  infinité 
de  maxima  et  de  minima;  en  sorte  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
fonctions  continues  en  deux  classes,  suivant  qu'elles  font  ou  non 
un  nombre  infini  d'oscillations  dans  un  intervalle  donné. 

Pour  ce  qui  est  de  la  discontinuité,  il  y  aura  lieu  de  distinguer 
d*abord  les  fonctions  qui,  dans  un  intervalle  déterminé,  ne  sont  dis- 
continues qu'en  un  nombre  limité  de  points  et,  parmi  ces  dernières, 
celles  qu'on  pourrait  rendre  continues  en  modifiant  les  valeurs 
qu'elles  prennent  aux  poiuts  de  discontinuité.  On  remarquera 
encore  qu'une  fonction  peut  être  discontinue  d'un  côté  d'un  point 
sans  l'être  de  l'autre  côté.  La  discontinuité,  à  droite  de  la  valeur  a, 
par  exemple,  sera  de  première  espèce  lorsque,  x  —  a  tendant 
▼ers  zéro  par  des  valeurs  positives,  la  fonction  tend  vers  une 
limite  déterminée;  dans  le  cas  contraire,  elle  sera  de  seconde 
espèce.  Une  fonction,  tout  en  étant  susceptible  d'une  définition 
analytique,  peut,  dans  un  intervalle  donné,  être  discontinue  un 
nombre  infini  de  fois;  elle  est  dite  ponctuellement  discontinue  si 
dans  toute  portion  de  cet  intervalle  elle  admet  des  points  de  conti- 
nuité, sinon  elle  est  totalement  discontinue. 

L'auteur  aborde  ensuite  la  notion  de  dérivée  et  établit  la  suite 
de  propositions  qui  résultent  de  la  seule  supposition  de  l'existence 

18. 
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(le  la  fonction  dérivée.  Il  fait  ensuite  une  digression  nécessaire  sur 
les  propositions  concernant  les  séries  uniformément  ou  non  con- 
vergentes, et  donne  les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  affir- 
mer que  la  série  formée  en  prenant  la  dérivée  des  termes  d'une 
série  donnée  représente  la  dérivée  de  la  fonction  égale  à  la  somme 
de  cette  dernière  série.  Il  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour 
exposer  le  principe  de  la  condensation  des  singularités,  principe  au 
moyen  duquel,  en  partant  d*une  fonction  qui  présente  en  un  point 
quelque  singularité  relative,  soit  à  la  continuité,  soit  à  la  dérivée 
ou  aux  maxima  et  aux  minima,  on  peut  construire  les  expressions 
analytiques  d'une  inGnité  de  fonctions  qui,  dans  un  intervalle 
donné,  présentent  la  même  singularité  en  un  nombre  infini  de 
points  d'une  portion  quelconque  de  cet  intervalle.  L'application  de 
ce  principe  fournit  de  nombreux  exemples  de  fonctions  continues 
n'admettant  pas  de  dérivées  déterminées  en  une  infinité  de  points 
aussi  voisins  qu'on  le  veut. 

Relativement  aux  fonctions  continues  et  indépendamment  de 
toute  hypothèse  sur  la  possibilité  de  les  représenter  analytique- 
meut,  M.  Dini  introduit  la  considération  suivante,  dont  il  tire 
grand  parti.  Soit  f{jc)  une  telle  fonction,  continue  dans  l'inter- 

vallea,  6(rt<]6),  le  rapport ' »  lorsqu  on  y  lait  va- 
rier h  de  zéro  h  b  —  x,  est,  en  excluant  la  limite  inférieure,  une 
fonction  continue  de  h  dans  cet  intervalle,  admettant  une  valeur 
maximum  et  une  valeur  minimum  qui,  d'ailleurs,  peuvent  être 
iniinles.  Ces  deux  quantités  L^^.  et  Ij^  sont  des  fonctions  définies  de 
x-^  en  outre,  il  est  clair  que,  si  l'on  fait  tendre  b  vers  x,  les  nombres 
Ljr  et  Ijc  qui  dépendent  de  b  tendront  vers  des  nombres  déter- 
minés Ajr,  i„  la  valeur  de  x  étant  supposée  elle-même  déterminée. 
Les  deux  fonctions  A^^,  Ij^  constituent  une  généralisation  de  la 
notion  de  dérivée  à  droite  du  point  :r;  elles  sont  égales  quand  cette 
dérivée  existe.  A  gauche  du  même  point,  on  obtiendra  de  même 
deux  fonctions  A',,  X'„  qui  joueront  un  rôle  analogue.  La  considé- 
ration de  ces  fonctions  permet  en  particulier  à  l'auteur  d'établir  un 
caractère  au  moyen  duquel  on  peut  affirmer,  pour  une  classe  impor- 
lanïe  de  fonctions  continues,  l'existence  d'une  dérivée  à  droite  et 
à  gauche. 

Passant  ensuite  aux  intégrales  définies,  M.  Dini  précise  nette- 
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ment  le  sens  de  ce  mot  et  donne  les  conditions  pour  qu'une  fonc- 
tion f{x)  soit  apte  à  Tintégration  entre  des  limites  données.  II 
établit  avec  rigueur  diverses  formules  permettant  d'obtenir  des 
valeurs  approchées  des  intégrales  définies -,  citons,  en  particulier, 
la  formule  de  M.  Weierstrass,  où  Ton  suppose  que  la  fonction  ^(x 
varie  dans  le  même  sens  quand  x  croit  de  a  à  |3, 

Cette  proposition  de  M.  Wcierstrass  est,  du  reste,  extrômement 
voisine  de  celle  donnée  par  M.  Bonnet  (p.  2/\g  du  Journal  deLiou- 
ville  et  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries,  p.  8.  Aca- 
démie de  Bruxelles,  Mémoires  couronnés). 

Enfin,  pour  traiter  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signe  y  devient 
infinie,  ainsi  que  le  cas  où  l'une  des  limites  de  l'intégrale  est  infinie, 
il  reprend  et  développe  la  notion  des  intégrales  définies  singulières 
de  Cauchy,  et  établit  un  critérium  qui  permet  de  reconnaître  si 
l'intégrale  a  une  valeur  finie  et  déterminée. 


MÉLANGES. 

A  QUELLE  ÉPOQUE  VIVAIT  DIOPHANTE  ? 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

Quiconque  étudie  l'histoire  des  Mathématiques  est  nécessaire- 
ment frappé  du  vide  absolu  que  semble  présenter  le  m®  siècle 
après  J.-C.  Tandis  qu'au  ii*  Ptolémée  marque  le  point  culminant 
de  cette  pseudo-renaissance  des  travaux  scientifiques  que  l'Empire 
romain  ne  put  faire  aboutir,  on  ne  retrouve  après  lui  qu'à  la  fin 
du  IV*  des  auteurs  ayant  quelque  valeur  :  Diophante,  Pappus, 
Théon  d'Alexandrie.  Les  écrits  des  philosophes  du  m*  siècle,  Ana- 
tolius,  Porphyre,  Jamblique,  qui  ont  spéculé  sur  les  nombres,  font 
pitié,  même  à  côté  de  ceux  d'un  Proclus  au  v®  siècle,  d'un  Euto- 


cius  au  vi". 


Une  telle  lacune  est  d'autant  plus  inexplicable,  que,  malgré  les 
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troubles  politiques  du  m*  siècle,  l'époque  était  réellement  plus 
favorable  pour  les  Sciences  que  celles  qui  suivirent.  La  littérature 
en  général  ne  subit  nullement  une  pareille  décadence;  tout  au 
contraire,  il  se  produit  alors  un  très-puissant  mouvement  philoso- 
phique, celui  de  l'éclectisme,  indice  de  l'activité  des  esprits,  et 
Ton  ne  rencontrerait  pas  dans  l'Histoire  un  autre  mouvement  sem- 
blable qui  ne  soit  contemporain  d'importants  travaux  mathéma- 
tiques. 

Il  est  donc  clair  qu'il  y  a  lieu  d'examiner  s'il  n'y  a  pas  là  quelque 
erreur  historique.  Usener  a  déjà  reporté,  sur  la  foi  d'un  scholiaste, 
Pappus  au  temps  de  Dioclétien  (284-3o5  après  J.-C).  Dans  son 
excellente  édition  de  ce  mathématicien  (Berlin,  1875-1 879  ^ 
vol.  m,  p.  7),  F.  Hultsch  a  apporté  de  très-sérieuses  raisons  à 
l'appui  de  cette  opinion,  et  il  a  promis  de  la  confirmer  mieux  en- 
core. Nous  nous  proposons  de  discuter  ici  la  question  très-contro- 
versée de  Tàge  où  vécut  Diophante  et  de  montrer  qu'il  convient 
également  de  le  reporter  au  moins  à  la  même  époque. 

Il  n'y  a,  à  notre  avis  du  moins,  aucun  indice  à  tirer  du  carac- 
tère spécial  de  l'œuvre  de  ce  prétendu  inventeur  de  l'Algèbre.  Mous 
ne  pouvons,  en  effet,  ni  admettre  qu'il  soit  apparu  à  la  fin  de  l'àgc 
scientifique  des  Hellènes  pour  ouvrir  une  nouvelle  carrière  et  y  mar- 
cher à  pas  de  géant,  ni,  comme  certains  ont  été  tentés  de  le  faire,  lui 
chercher  ailleurs  que  dans  le  monde  grec  d'imaginaires  précurseurs. 
Lorsque  Hankeldit  [Zur  Geschichte  der Mathematih;  Leipzig,  1 874% 
p.  157)  :  ((  Si  ses  écrits  n'étaient  pas  en  langue  grecque,  il  ne 
viendrait  à  la  pensée  de  personne  qu'ils  soient  un  produit  de  la 
civilisation  grecque  »,  c'est  une  étrange  hallucination^  la  forme 
caractéristique  de  la  rédaction  n'eût  certes  pas  permis  de  mécon- 
naître la  véritable  origine,  même  sous  le  déguisement  d'une  langue 
étrangère,  pourvu  que  la  traduction  eût  été  littérale. 

La  rareté  des  indices  de  travaux  analogues  à  ceux  de  Diophante 
et  remontant  au  premier  âge  de  l'Ecole  d'Alexandrie  est  d'ailleurs 
suffisamment  explicable  par  diverses  circonstances  sur  lesquelles  il 
serait  hors  de  propos  de  nous  étendre  ici  ^  mais,  si  rares  que  soient 
ces  indices,  ils  suffisent,  avec  Tétude  des  écrits  de  notre  auteur, 
pour  établir  que  c'est  un  esprit  dans  le  genre  de  celui  de  Papputi 
un  mathématicien  érudit plutôt  qu'un  génie  inventeur.  Les  arCifiôeâ 
de  SCS  solutions  ont  été,  comme  ensemble,  beaucoup  trop  T 
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leur  valeur  est  très-inégale,  et,  si  aux  uns  il  faut  bien  reconnaître 
la  griffe  d'un  lion  inconnu,  d*autrcs  problèmes,  à  côté,  sont,  eu 
comparaison,  traités  plus  ou  moins  maladroitement.  L'œuvre  ap- 
paraît donc  comme  un  recueil  emprunté  à  diverses  sources,  recueil 
où  Tauteur  a  pu  d'ailleurs  mettre  beaucoup  du  sien.  Mais,  si  dans 
ces  conditions  on  est  plutôt  conduit  à  placer  sous  TEmpire  romain 
l'époque  de  la  composition,  rien,  à  la  rigueur,  à  l'examiner  eu 
elle-même^  n'empêcherait  de  la  faire  remonter  plus  haut. 

La  limite  supérieure  est  au  reste  donnée  par  une  citation  d'Hyp- 
siclès,  dont  l'âge  se  trouve  déterminé  vers  l'an  200  avant  J.-C, 
entre  Apollonius,  dont  il  est  parlé  au  XIV*  Livre  des  Eléments, 
et  Hipparque,  aux  travaux  duquel  T'Ava^pôpixoç  (/>e  ascemionibus 
liber)  est  certainement  antérieur  (  *  ). 

Diophante  ne  fait  pas  d'autre  citation;  le  Dionysios  auquel  il 
dédie  ses  Arithmétiques  porte  un  nom  trop  commun  pour  qu'on 
puisse  faire  la  moindre  conjecture  à  son  égard  (^). 

Quant  à  une  limite  inférieure,  elle  a  été,  jusqu'à  présent,  rigou- 
reusement déterminée  par  une  citation  d'uti  passage  de  notre  auteur 
que  Ramus  avait  signalée  dans  Théon  d'Alexandrie  (  Commentaire 
sur  l'jilmageste,  édit.  de  Bàlc,  p.  4o)  et  que  Nesselmann  a  re- 
trouvée (Die  Algebra  der  Griechen,  p.  aSo).  La  citation  est  d'ail- 
leurs faite  comme  s'il  s'agissait  d'un  classique  et  non  d'un  auteur 
contemporain. 

Théon  d'Alexandrie  florissait  de  365  à  390  après  J.-C.  On  a  donc, 
pour  placer  Diophante,  un  intervalle  de  cinq  siècles  et  demi.  11 
serait  d'ailleurs  vicieux  d'arguer  de  l'absence  de  toute  citation 


(*)  f^oir  BRKT8CH!fEiDERf  Dt'e  Géométrie  und  die  Geometer  Dor  Euklidet ;  Leipzifj, 
1870,  p.  182.  Le  XV*  Livre  des  Éléments^  qui  a  également  été  attribué  à  Hypsiclés,  ne 
semble  pas  antérieur  au  vi*  siècle.  Vlsidoros  que  l'auteur  de  ce  Livre  donne  comme 
•on  maître  est  plutôt  celui  d'Eutocius  et  d'Anthémius,  le  prenvier  Isidore  de  Milet, 
qne,  comme  le  veut  Friedlein,  le  philosophe  Isidore  de  Gaza.  Ce  dernier  n'était 
Dollement  mathématicien,  comme  a  pu  le  faire  croire  un  passage  de  Suidas  ical  in- 
terprété. C'est,  du  reste,  une  des  singulières  erreurs  de  M.  Hœfer  {Histoire  des  Mathé- 
matiques^ p.  379)  que  de  confondre  ces  deux  personnages  contemporains,  l'ingénieur 
architecte  de  Sainte-Sophie,  qui  ne  philosopha  pas  plus  que  ses  disciples,  ni  son  ne- 
veu du  même  nom  que  lui,  avec  l'opiniâtre  et  nîystique  païen  dont  Damascius  a  écrit 
la  vie. 

(*)  Signalons  cependant  que  les  Definiiiones  du  pseudo-Héron  (éd.  Hultsch,  p.  7) 
sont  dédiées  à  un  personnage  du  même  nom. 
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antérieure  à  Tliéoii  pour  rapprocher  notre  auteur  de  la  limite  in- 
férieure, car  on  ne  pourrait  dire  à  bon  droit,  vu  la  nature  spéciale 
de  son  Ouvrage,  qui  aurait  dû  parler  de  lui. 

On  ne  peut,  au  reste,  avoir  en  vue  qu'une  détermination  très- 
approximative,  car,  si  l'on  en  croit  une  célèbre  épigramme  de 
*  TAnthologie  grecque,  Diophante  aurait  vécu  quatre-vingt-quatre 
ans,  et  Ton  ne  sait  guère  à  quel  moment  de  cette  longue  vie  placer 
la  composition  des  arithmétiques. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  connaissait  l'auteur  de  cette  épigramme, 
ce  serait  un  indice  précieux.  Malheureusement  les  attributions 
de  TÂntliologie  sont  assez  douteuses  en  général,  et,  d'autre  part, 
le  nom  de  Métrodore,  sous  lequel  on  la  trouve,  est  assez  fréquent. 
La  conjecture  de  Brunck,  qui  pense  à  Métrodore  de  Scepsis,  nous 
reporterait  immédiatement  après  Ujpsiclès;  mais  on  penche  plutôt 
aujourd'hui  pour  un  Métrodore  de  Byzance,  grammairien  et  arith- 
méticien, qui  vivait  sous  Constantin  le  Grand. 

Il  nous  reste  à  discuter  les  déterminations  qui  ont  été  faites  entre 
les  limites  que  nous  avons  fixées. 

Celle  qui  prévaut  d'ordinaire  est  relie  de  Montucla^  elle  s'appuie 
sur  un  passage  de  l'historien  arabe  Aboulfaradj  pour  faire  vivre 
Diophante  sous  Julien  T Apostat  (36f-363  après  J.-C).  A  cause  du 
trop  proche  voisinage  de  Théon  d'Alexandrie,  ce  ne  pourrait,  en 
tout  cas,  être  admis  que  pour  la  fin  de  la  vie  de  notre  auteur.  Mais 
Cossali  et  Colebrooke,  remarquant  que  son  nom  est  étrangement 
accolé  par  Aboulfaradj  à  celui  du  philosophe  Thémistius,  ont,  à 
bon  droit,  soupçonné  qu'il  y  avait  confusion  entre  le  mathématicien 
grec  et  un  sophiste  que  Suidas  donne  comme  maître  du  rhéteur 
Liban! us.  Cette  confusion  est  évidente. 

A  la  vérité,  enTabsence  de  preuves  contraires,  il  serait  loisible, 
comme  le  remarque  Nesselmann,  d'identifier  les  deux  personnages. 
Si  Hypatia,  qui  a  commenté  Diophante,  professait  la  Philosophie, 
Diophante  ne  pouvait-il  pas  enseigner  même  la  Rhétorique? Fermât 
était  bien  conseiller  au  parlement  de  Toulouse  ! 

Malheureusement  pour  cette  hypothèse,  l'autorité  de  Suidas  est 
facile  à  retrouver.  C'est  Eunape  dans  les  Fies  des  sophistes;  il 
nous  donne  ce  Diophante,  qu'il  a  connu  et  dont  il  ne  fait  d'ailleurs 
pas  grand  cas,  comme  né,  non  pas  à  Alexandrie,  ainsi  que  le  ma- 
thématicien, mais  en  Arabie  (Aiocpavtoç  ô 'Apdêioç),  et,  d'autre  pari. 


fessant  a  Athènes.  L'identification  n'est  donc  pas  pos- 
I  lors,  nous  considérerons  le  passage  d 'Aboul farad j 
laleur. 
I  i-ditlon  de  Diopliaute,  Baclict  de  Meziriac,  ayant  lu 
i  cju'Hjpatia  avait  commenté  le  Canon  astronomique 
nteur,  a  proposé  de  l'identifier  avec  un  astrologue  du 
.,  sur  lequel  un  conteinporaiu(?),  Lucillius,  a  com- 
s  épigrammes  de  l'Anthologie  grecque.  Cette  suppo- 
K  insoutenable  :  d'une  part,  le  ridicule  héros  de  plaisan- 
laïques,  faites  à  Rome,  tantôt  sur  la  maigreur,  tantôt  sur 
5  prédictions  astrologiques,  semble  n'être  qu'uu  person- 
OiDYi^ntion;  d'un  autre  côté,  le  texte  de  Suidas  est  corrompu, 
faut  le  rétablir  avec  Fabricius  (<),  en  entendant  que  c'est 
e  auteur  dus  jirithmétiifues  que  Diophante  a  été  commenté 
Br  llTpatia.  Il  ne  reste  donc  aucune  preuve  qu'il  se  soit  occupé 
PAïti-ononiie. 

'  Enfin  Bombelli,  le  premier  qui  ait  fait  connaitre  Diopliante 
^'iSyà),  l'a  placé,  sans  indiquer  aucune  preuve,  sous  le  règne 
'  (CAiitoiiin  le  Pieux,  c'est-à-dire  qu'il  en  fait  un  contemporain  de 
e  (il*  siècle  après  J.-C).  Ou  a  bientôt  fait  d'en  finir  avec 
>  opinion  en  la  traitant,  comme  fait  IVesselmann,  d'hypothèse 
,  Il  faudrait,  au  contraire,  dans  l'obscurité  où  l'on  se 
re,  rechercher  si  cette  affirmation  précise  ne  peut  pas  avoir 
efondemeut,  afin  d'être  en  mesure  de  la  discuter  si 


ie  crois  avoir  rencontré  l'origine  de  cette  détermination  en 
Citant  Due  autre  recherche.  Il  s'agissait  de  l'autorité  d'après  la- 
qaelle  Ramus  a  attribué  des  Harmoniques  h  Diophante,  assertion 
répétée  sans  contrôle  par  Gessner  et  Fabrîcius  (-). 

{*)  "ÏTP^+W  Oitipni[ia  dî  dioîBfviOT. . ..  t4v  àarpovO/iiMv  iivova,  [I;  TO  iOwixb  ■ARtî.Jiuïiffj 
laipHpi  Cm  m  tort  que  NrsielmanD,  qui  adopte  bu  rnle  le  mime  aeQB  que  Fi- 
MdM,  «ienale  reipretaion  tl;  Aiàfdvcov  (Sur  Diophante,  an  lieu  de  Sur  lei  Ariih- 
wMfaei  Je  Diophantt')  comme  n'éliDl  pu  grecque  ;  ou  en  trouve  BBiei  d'exemples 
Ans  les  inteure  byiantîn*. 

n  at  an  reate  doiileni  qu'Hypalia  ait  compote  un  Canon  aitroaomifiie,  comme  l'nd- 
■•t  Fabriciui;  RUMi  arons-nouB  indiqué  une  lacuDB  apK'i  Aiéfavrov.  On  peut  lup- 
|Mer  Ai  et  luppoier  qu'il  l'agit  d'un  commentaire  sur  let  Canoiii  de  PtoléniGe. 

(')  Ce  dernier  «appose  gratuitement  que  cet  OuvTSge  traJUit  d'Arithmcliquc,  non 
d«)lD>ique;  celte  hypothèse  uc  peut  se  dérendre. 
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La  source  de  Ramus  était,  à  n'en  pas  douter,  un  manuscrit  grec 
sur  la  Musique  *,  or,  dans  l'édition  des  jintiquœ  musicœ  auctores  de 
Meibomius,  on  lit,  pages  22-23  du  Traité  de  Bacchius  le  Vieux, 
cinq  défiuitions  du  rhythme  empruntées  à  Phèdre,  Aristoxène,  Ni- 
comaque,  AeosavToç,  Didymc.  Aeo^avroç  (*  )  n'est  pas  grec,  et  îl  n'est 
pas  douteux  qu'il  ne  faille  lire  Ato^avTo;,  ce  qu'ont  probablement 
fait  Ramus  et  d'autres  que  lui. 

L'identification  de  cet  auteur  avec  notre  mathématicien  est  cer- 
tainement assez  hypothétique  ;  mais  elle  est  tout  indiquée  quand 
on  voit  son  nom  à  côté  de  celui  de  Nicomaque.  On  sait,  au  reste, 
qu'Euclide  et  Ptolémée  figurent  aussi  parmi  les  auteurs  qui  ont 
traité  de  la  Musique,  et  que  la  technologie  de  cet  art  faisait,  dans 
l'antiquité,  partie  des  fjtaôi^aaTa. 

Or,  dans  les  énuuiéra lions  comme  celle  que  nous  avons  rap- 
portée, l'ordre  chronologique  est  généralement  suivi  et  l'époque  de 
divers  auteurs  n'a  pas  été  assignée  sur  des  arguments  plus  certains. 
Dans  le  cas  présent,  on  peut  d'ailleurs  vérifier  cet  ordre  pour  deux 
noms  :  Aristoxène,  disciple  d'Aristote,  et  Nicomaque,  postérieur  à 
Thrasylle,  qui  vivait  sous  Tibère. 

Nicomaque  est,  d'autre  part,  antérieur  à  son  commentateur 
Apulée  de  Madaure,  contemporain  de  Ptolémée,  et  ce  dernier 
[Harmoniques,  Livre  II)  parle  d'une  division  du  tétracliorde  due 
au  néo-pythagoricien  Didyrae.  Quant  à  Phèdre,  il  est  inconnu.  Si 
dans  ces  conditions  on  admet  que  l'ordre  chronologique  a  été  rigou- 
reusement suivi  et  si  l'on  tient  compte  de  la  longue  vie  de  Dio- 
phante,  on  peut  le  considérer  (ainsi  que  Didyme)  comme  contem- 
porain de  Ptolémée  et  placer  son  âge  mûr  ou  sa  vieillesse  sous 
Antonin  le  Pieux  (i38-i6i  après  J.-C),  conformément  à  l'asser- 
tion de  Bombclli. 

Cette  détermination  aurait  un  grand  poids  si  Bacchius  le  Vieux 
était  un  auteur  suffisamment  rapproché  de  ceux  qu'il  cite  pour 
connaître  exactement  leurs  âges  respectifs.  Malheureusement, 
l'époque  à  laquelle  il  vivait  lui-même  est  très-incertaine.  On  con- 
jecture d'ordinaire  le  règne  de  Constantin  le  Grand  ^  mais  cette 
opinion  me  parait  difficile  à  confirmer,  et  je  suis  beaucoup  plus 


(')  Léophantc  est  un  nom  grec  connu,  mais  s'écrit  Aeufàvro;;  la  confution  entra 
\itû  et  Aeô  est  beaucoup  moins  probable  que  celle  entre  Ato  et  Ac6. 
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incliné  n  considérer  l'épigramme  rapportée  par  Meibomius,  et  où 
Bacchius  le  Vieux  se  trouve  associé  à  un  certain  Dionysios,  comme 
parlant  de  Constantin  Porphyrogénète  (dix  siècles  après  J.-C.}. 

D'autre  part,  de  graves  doutes  peuvent  être  élevés  contre  la  dé- 
terminatîon  précédente.  Il  faut  remarquer  que  la  définition  du 
rhfthme  donnée  par  Diophante  se  rapproche  beaucoup  de  celle  du 
Nicomaque  et  semble  en  être  le  développement,  tandis  que  les 
trois  autres  sont  sensiblement  diOerentes,  soit  eutre  elles,  soit  par 
rapport  à  ces  deux-là  (  ' }. 

Si  l'on  peut  en  tous  cas  inférer  que  Diophante  est  postérieur  à 
^icomaque,  ce  que  nous  retiendrons,  il  est  très-possible  que  leuis 
deux  détinitions  aient  été  rapprocbées  l'une  de  l'autre  au  mépris 
«le  l'ordre  chronologique. 

D'autre  part,  l'époque  de  Dîdyme  doit  être  fixée  autrement  que 
nous  ne  l'avons  fait.  Il  s'agit  sans  doute  du  grammairien  et  musî-' 
cien,  fils  d'Héraclide  Pontique,  et  que  Suidas  fait  vivre  sous  Néron, 
assertion  vérifiée  d'ailleurs  (*).  Si  donc  on  voulait  maintenir  l'ordre 
chronologique,  il  faudrait  rejeter  Diophante  au  temps  de  Claude  et 
Kicomaque  au  temps  de  Caligula,  ce  qui,  au  i-este,  est  possible  à 
la  rigueur  en  ce  qui  concerne  ce  dernier  auteur  (  '  ). 

Dans  l'incertitude  où  l'on  se  trouve  en  fin  de  compte,  et  eu 
égard  à  la  fragilité  de  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire,  on 
doitaccueillir  sur  le  même  pied  que  les  autres  tout  nouvel  élément 
de  discussion,  si  mince  qu'il  puisse  paraitre.  IVous  laisserons  au 
lecteur  à  apprécier  la  valeur  de  celui  que  nous  allons  introduire. 

De  tous  les  problèmes  que  traite  Diophante,  il  n'en  est  qu'un 


(<)  Nou*  noui  eontedtcnini  de  rappurter  cellea  de  Nicomaque  et  de  Diophante  ; 
Kcnà  Si  Ntu^x"!  y.f^"''"  tûoicnf  o^Seoi;*  ma  H  Aiàfavcc»,  y.fxiviav  airtSMK  xori 
èialBTfBii  11  x»i  ou/i/MTpier»  :tp4(  iiuroùc  (Sui»«iit  Mcomaque,  iiuc  coropoiilion  re- 
(nliére  de>  temps;  anivanl  Diophonte,  une  composilion  dra  temps  par  proportion  cl 
eoBiDune  meavre  enlre  eui\ 

(■)  Il  De  favl  pai  confondre,  comme  l'a  fait  H.  Bœfer  {hùl.  dri  Math.,  p.  iSi). 
M  DEdjroe  >Tac  Didjme  ChalceDlems,  maître  du  grammairien  Héraclide  Pontique, 
•t  qnl  ne  parait  nullement  a'ilre  occupa  de  Huiiqne.  J'ignore,  an  reilr,  par  quelle 
■Btrs  mopriae  M.  Uafer  fait  rivre  au  n*  ou  m*  liicle  aprèi  ].-C.  ce  Chalcenlerua, 
4oBt  rt]pi  (an  eommeneeuent  da  rare  Glii4(i«nnej  eit  bien  connu. 

(■)  Lo  lendoncc  ordinuirp  à   le  placor  gilnt  Ws  ►ient  Je   ce  iinnn  l'a    loiictempi 
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seul  (V,  33)  dont  Ténoncë  renferme  des  nombres  concrets.  Cet 
énoncé  est  en  vers,  sous  la  forme  d'une  épîgrammc,  que  Bacliet 
soupçonne,  peut-être  à  bon  droit,  composée  par  notre  auteur  lui- 
même.  En  tout  cas,  il  j  est  parlé  d'un  maiti*e  de  maison  qui  mé- 
lange, pour  la  boisson  de  ses  serviteurs,  du  vin  à  5  drachmes  et  du 
vin  à  8  drachmes  le  congé. 

Si  Ton  admet  que  la  nécessité  de  la  forme  versifiée  n'a  pas  obligé 
h  poser  des  prix  tout  à  fait  arbitraires  (ce  qui  est  au  moins  aussi  im- 
probable pour  des  vers  grecs  que  ce  le  serait  pour  des  vers  français), 
il  est  d'ailleurs  facile  de  se  rendre  compte  que  ces  prix  n'ont  pas 
été  choisis  en  vue  de  la  solution;  on  doit  donc  supposer  qu'ils  sont 
réels.  Or  ce  sont  évidemment,  pour  des  vins  de  basse  qualité,  des 
prix  de  famine. 

Le  congé  valait  6  .vexfa/'iï/  la  drachme  égyptienne,  à  son  poids 
le  plus  bas,  était  le  sixième  du  denier  d'argent  romain;  or,  dans  le 
célèbre  édit  du  maximum  de  Dioclétien,  on  trouve  une  échelle  des 
prix  du  sextarius  en  deniers  de  bronze  (valant  le  centième  du 
denier  d'argent).  On  peut  transformer  comme  suit  cette  échelle  en 
congés  et  drachmes  : 

Prix  du  litre 
Prix  du  congé         en  monnaies  françaises 
en  drachmes.        (d'après  M.  \^''addington}. 
dr  fr 

Piquette 2 ,88  o  ,94 

Vin  de  garde    i  ^*  '*''^*'^ ^''^^  '  '^^ 

^*  (   I" qualité 7 1^0  2,34 

Vin  de  choix       ^'„1-f' «f  ^'J' 

f   I** qualité 10,80  3,5i 

On  voit  comment  les  prix  de  Diophantc,  5  et  8  drachmes  le 
congé,  se  rapportent  à  cette  échelle;  quant  à  la  quantité  d'eau  que 
son  maître  de  maison  devait  sans  doute  surajouter  plus  tard,  il  n'a 
pas  pensé  à  la  faire  connaître  à  la  postérité. 

Pour  se  rendre  compte  combien  ces  prix  étaient  exagérés,  par 
rapport  à  ceux  des  époques  antérieures,  il  suffit  de  savoir  qu'au 
temps  de-Néron,  par  exemple,  d'après  les  renseignements  fournis 
par  Columelle,  le  vin  de  plus  basse  qualité  ne  coûtait  que  o*''",47  le 
congé,  ce  qui,  même  en  comptant  la  drachme  au  poids  du  temps 
de  Tibère,  pour  le  quart  du  denier  d'argent  au  lieu  du  sixième, 
fait  huit  fois  moins. 
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Les  diverses  données  que  Ton  possède  pour  le  prix  de  cette 
denrée  sous  TErapire  romain  montrent  d'ailleurs  que  la  cherté  ne 
commença  à  s'accuser  qu'après  les  Antonins^  ce  n'est  guère  que 
vers  le  milieu  du  m*  siècle,  à  l'époque  dite  des  Trente  Tyrans,  que 
l'on  peut  supposer  que  les  cours  s'élevèrent  au  taux  indiqué. 
L'Egypte  ne  produisant  pas  de  vin,  la  gène  apportée  par  les  guerres 
civiles  aux  relations  commerciales  dut  d'ailleurs  s'y  faire  sentir 
immédiatement.  La  prolongation  de  ces  guerres,  la  misère  qui  en 
résulta  mirent  à  nu  les  vices  du  système  social  de  l'antiquité  ro- 
maine et  étendirent  à  tout  l'empire  la  crise  que  Diocléticn  essaya 
de  conjurer. 

Si  cette  conjecture  est  exacte  et  s'il  en  est  de  môme  de  la  déter- 
mination relative  au  Métrodore  auteur  de  Tépigramme  sur  Dio- 
phante,  ce  dernier  doit  être  placé  sans  conteste  vers  la  seconde 
moitié  du  m"  siècle  \  il  redevient  ainsi  contemporain  de  Pappus 
et  antérieur  d'un  siècle  environ  à  Théou  d'Alexandrie  et  à  Hy- 
patia. 

Le  m*  siècle  avait  au  reste  déjà  été  proposé  pour  Diopliante  -,  il 
est  admis,  par  exemple,  par  d'Alembert  dansVEncyclopédie; mais 
je  n'ai  pu  trouver  trace  d'arguments  historiques  déjà  développés  à 
Tappui  de  cette  assertion. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  M.  HEllMITE; 
Par  m.  g.  MITTAG-LEFFLER. 

Voici  les  théorèmes  que  j'ai  démontrés  dans  mon  premier  Mé- 
moire en  allemand,  jiritlinietische  Darstellung  eindeutiger  ana" 
Ijtischer  Functionen  einer  f^ erânder lichen ,  qui  est  maintenant 
dans  les  mains  de  M.  Weierstrass. 

Théobème  L  — Si  une  suite  infinie  de  quantités  données  if, 
^i>  J^a?  •  •  •  -)  •^^i     •  •  satisfait  à  la  condition 

lim  I  j:„  I  =1  00  , 


n=3o 


et  que  ni^^  //I2,  ms,  . .  . ,  Wv,  .  . .  soient  des  nombres  donnés  en- 
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tiers  et  positifs,  on  peut  alors,  dans  r expression 


*rr  • 


(A) 


2]  (.r  -  .r,)-'".  G„,_,  (X  -  X,  )  i±\  \.., 

V  =  1  ' 


déterminer,  de  plusieurs  manières,  les  nombres  entiers  non  /leg^a- 
ti/sfi^,  ii2^fi2'i  ... ,/:/»,-..  et  /e5  expressions  entières  et  rationnelles 
Gm,-i ,  Gm,_, ,  G,„,«, ,  . . . ,  G,„v-M  . . .  ^e5  rfeg^rej  respectifs m«  —  i , 
ma —  I ,  mj  —  1 ,  .  • . ,  ni^  —  i ,  . . . ,  de  telle  sorte  que  l'exprès^ 
sion  (  A  )  devienne  une  fonction  analytique  de  la  variable  x, 
jouissant  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  uniforme;  elle  n'aura  que  le  seul  point  sin- 
gulier essentiel  j:  =  ~»  et  que  les  points  singuliers  non  essentiels 

x« ,  X2,  X3,  . . . ,  X»,  . . . ,  et,  pour  des  valeurs  données  arbitraire- 
ment de 

^l.-//i,»    ^l.-(/w,— l)ï    ^!.-(mi-î)'     '  •  ">    ''t.— l* 
^3.-mi»   ^8,— (mi— 1)>   ^3.— (m«— î)»    •••*    ''a.-i» 

•  ••••)    ••••••••    •••••••*    ••••    .*•• 

et  des  valeurs  suffisamment  petites  de  \x — x^l,  elle  sera  déve- 
loppable  sous  la  forme 

-h  rv,-i  (.1:  —  .rv)-*  -I-  Ç  (a:  —  X,)      (  »  ) . 

*iiï  Von  ajoute  à  (A)  une  fonction  entière  (^)  quelconque  de  la 
variable  x,  on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  les  fonc- 
tions, qui  jouissent  des  propriétés  énoncées  ci-dessus. 

Théorème  U.  —  Si  une  suite  infinie  de  grandeurs  données  x<, 


(*)  Pour  la  signification  de  Ç(x  —  xj  voir  Weicrstrass,  Zur  Théorie  der  eindeu- 
tigen  analj-tischen  Punctionen  einer  Ferànderlichen,  p.  26,  la  note. 

(•)  Pour  la  signification  du  terme  fonction  entière,  voir  Weierstrass,  Zur  Théo- 
rie,  etc.,  p.  17. 
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^2^  -^Ji  •  •  •  1  -^^vî  •  •  •  ^  ^«^^  fe//e  yue  l'on  ail 

lim  I  jr„  I  =x  , 

et  çue  /Ttf,  /ii2)  /Tij,  •  •  •  ^  '^vi  •  •  •  f  'Zf?  ^^2)  '^3?  •  *  ■  ?  '^vi  •  •  '  soient 
des  nombres  entiers  non  négatifs  donnés,  alors,  dans  l'exprès^ 
sion 


(B) 


/w^-K»v-^UG 


nt'T^n't 


v  =  l 


(•^-^•)(j)'^' 


o/i  pourra  de  plusieurs  manières  déterminer  la  Jonction  entière 
n(x),  /e5  nombres  entiers  non  négatifs  [j-i^  P21  f^si  •  •  •  ?  /^,,«.  •  •  •  <?^ 
les  expressions  rationnelles  et  entières  G m^^-n^t  G^j+w,,  Gw  ^/,,, . . . , 
Gm^-wv^  •  •  •  des  degrés  respectifs  m,  4-  «i ,  /W2  4-  ^^21  '^3  4-  W3,  .  . . , 
m,4-/7^,  ...,  rfe  ^e//e  5or«e  ^iie  l'expression  (B)  devienne  une 
fonction  analytique  de  la  variable  x,  jouissant  des  propriétés 
générales  suii^antes  : 

La  fonction    sera   uniforme,    elle    aura   le   seul  point  sin- 
gulier essentiel  X  =  -»  et,  pour  les  seuls  points  donnés  x<,  Xj, 

Xj,  . . .,  x^,  . . .,  elle  aura  des  points  singuliers  non  essentiel ^ 
et  enfin,  pour  des  valeurs  choisies  arbitrairement  des  quantités 


^l.-m,»    ^1.— (mi-1)» 

^l.-(m,-l)»     •  •  •  î 

^1.— 1» 

^10» 

<^1M 

^l/I,» 

*'f.-/n,i    *'î,— fm,— l)j 

^J.-(wt-ï)i     •  •  •  » 

^J.~l» 

^ÎO» 

<^îl» 

*'î«j« 

''a.-m»»   ''3.—  m,-  1)» 

^3.-(m,-j)»     •  •  •  » 

^3.-1» 

^30» 

Czi. 

^3/1,» 

•     ••••^          ••••••••« 

1      •  •  •  » 

•  •  1 

•  •  * 

.  •  .  9 

^v,— /«v»     '*'».— (Wv- 1)* 

^v.— («iv— î)»      •  •  •  1 

^v,— 1» 

^vO> 

Tvl, 

^vnv» 

•   ••••«       ••.•.••! 

»      •  •  •  1 

1      •  •  •  » 

•  1  1 

•  •  y 

•  •  •  1 

«;£  /w>Mr  rfe^  valeurs  assez  petites  de  \  x  —  x^  j,  elle  sera  dév^elop- 
pable  sous  la  forme 

4-  r^  4- Tv,  (j  —  Xv)-+-  .  .  .  4-  rv„^(^  —  .rv)"v  4-  (j:  —  J^v)"^"^*  Ç  (-î^—  ^v). 

«Si  à  (B)  on  ajoute  encore 

n  (x)  G  (x) 

où  G  (  X  )  désigne  une  fonction  entière  quelconque  de  la  vatiùble  Jt, 


272  PREMIÈRE  PARTIE. 

on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  les  fonctions  qui  pos- 
sèdent les  propriétés  en  question. 


La  fonction  n(a:)  est  dëterminëe  par  Téquation  suivante  : 


(C), 


n(x)Jn[(.-jy-*^(^>--^^('^^']""' 


Par  Xf,  X2,  /j,  . . . ,  X«,  . . . ,  j'entends  ici  des  nombres  entiers 
non  négatifs,  soumis  à  la  seule  condition  que  la  série 


y  71, -4-  I  /.r  y^ 

v=  1 


représente  une  suite  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

La  formule  (A)  contient  aussi  le  cas  où  une  des  quantités  X|, 
Xa,  J^a,  . . .,  x^,  . . .,  par  exemple  X|,  est  nulle,  pourvu  que  Ton 

remplace  ~  par  i .  La  formule  (B)  contient  aussi  ce  cas  où  Ton  pose 

X  égal  à 


et  où  l'on  remplace,  de  plus,  (  —  j     par  l'unité. 

Théorème  III.  —  Si  une  suite  infinie  des  quantités  données x^^ 
x^t  J^3i  •  •  •  î  JJ'v,  • . .  est  telle  que 

lira  |x„  1=00, 


n=« 


et  si  Pi ,  />2î  /^3î  •  •  •  1  P^^  •  •  •  9  ^M  ^2^  ^i^  •  •  •  1  '^^^  •  •  •  sont  des  nomr 
bres  donnés  entiers  et  non  négatifs,  on  peut  de  div^erses  manières 
représenter  arithméliquenient  une  fonction  de  la  i.)ariable  x, 
jouissant  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  une  fonction  uniforme  et  entière,  pour  la- 
quelle les  valeurs  x<,  X2,  X3,  . . .,  Xv,  . . .  comprennent  tous  les 
zéros  de  la  fonction,  et  pour  laquelle  étant  données  arbitrairement 


les  quantités 
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^î/>li     ^î/>j-»-lï     ^1/>|+Îi      •••1    ^ipt+Ht* 


parmi  lesquelles  aucune  des  suivantes  c^p^^  c-ip^-i  ^3/>,i  •  •  •  •>  ^v/>o  •  •  •  i 
/le  rfoû  avoir  pour  valeur  zéro,  le  développement  a  lieu,  dans  le 
voisinage  de  toute  valeur  donnée  x»,  sous  la  forme 

O/i  /;eiif  aii55i  former  une  série,  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x  et  constamment  convergente,  qui 
comprend  toutes  les  fonctions  jouissant  des  propriétés  ci-dessus 
énoncées. 

Ce  qu'il  y  a  de  nouveau  dans  le  problème  contenu  dans  ce  théo- 
rème est  ainsi  de  former  une  fonction  qui  n'ait  pas  d'autres  zéros 
que  les  zéros  donnés  ci-dessus.  Sans  cette  condition ,  le  pro- 
blème serait  déjà  résolu  par  mon  théorème  II. 

Théorème  IV.  —  Etant  donnée  une  suite  injinie  de  quantités 
X| ,  JTo,  X3,  .  .  . ,  Xv,  . .  . ,  telles  que  Von  ait 

lim  I  .r^,  I  =  X  , 


/!  =  « 


et  pi^  p2'i  Pi^  ...,/;>,  .  .  .,  ^1,  q^f  <y3.  ...  <yv,  •  . .  étant  des 
nombres  donnés  entiers  et  non  négatifs  satisfaisant  à  la  condi- 
tion que,  pour  chaque  i^aleur  du  nombre  entier  et  positif  v^  l'un 
au  moins  des  nombres  /?v,  q^  soit  toujours  égal  à  zéro,  et  enfin 
/!,,  /I2,  /I3,  . . .,  /iv)  .  • .  étant  des  nombres  entiers  et  non  négatifs 
donnés  iU'bitrairement,  on  peut  de  diverses  manières  déterminer 
deux  fonctions  entières,  de  manière  que  ces  deux  jonctions  ne 
deviennent  jamais  nulles  à  la  fois,  et  que  leur  quotient  soit  une 
fonction  de  la  variable  x,  jouissant  des  propriétés  générales 
suivantes  : 

Huit,  des  Sciences  math,^  a*  Série,  t.  III.  (Juin  1879.)  '9 


-.     v      ■  •' imitant  que 
.y     i .  .-'.!  \  de  plits^  i 

'".  "  -'Liront    tous    l 

*    •"■   •-     -M  'encore  toi 

-rrrir     -mr^  :  ut*  tous  U 

:..-;;:-■    : . t  /z èes  arbi 


■'■*fi  .■■''■' 


•Ci'c"";;'^':--^     "     "• 


•    K 
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Je  travaille  en  ce  moment  à  un  nouveau  Mémoire  en  langue 
allemande,  qui  va  contenir  d'autres  théorèmes  dans  le  même 
genre  que  mes  quatre  théorèmes  précédents,  et  où  je  veux 
donner  une  représentation  arithmétique  générale  de  fonctions 
uniformes,  qui  aient  une  infinité  multiple  de  points  singuliers 
essentiels. 

Dans  ces  derniers  temps,  en  m'appuyant  sur  votre  travail  :  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  que  vous  avez  eu 
la  bonté  de  mVnvoyer,  je  me  suis  occupé  d'une  autre  application 
des  remarquables  théorèmes  que  M.  Weierstrass  a  fait  connaître 
dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
uniformes. 

Je  cherche  la  condition  à  laquelle  doivent  être  assujetties  les 
fonctions  f  (x),  /i (j^)?  f^{^)t  •  '  ")  Jn {x:)^  •  •  - ,  pour  que  chaque 
intégrale  de  l'équation  différentielle 

fin  y  d'^—^Y  d^'~^Y 

soit  une  fonction  uniforme  de  la  variable  x  qui  n'ait  pas  d'autre 
point  singulier  essentiel  que  x=  -• 

Depuis  que  j'ai  obtenu  cette  condition,  je  puis,  toutes  les  fois 
•  qu'elle  est  remplie,  former,  pour  l'équation  dllFérentielle  (D),  un 
système  fondamental  d'intc^rales  particulières,  chaque  intégrale 
étant  le  quotient  de  deux  séries  de  puissances  entières  et  positives 
de  la  variable  x,  et  qui  convergent  pour  une  valeur  quelconque 
de  cette  variable. 

Je  prends  la  liberté  de  vous  envoyer  un  opuscule  en  langue  sué- 
'  doise  (•)  qui  contient  une  généralisation  de  la  formule  d'interpo- 
lation que  vous  avez  communiquée  à  M.  Borchardt  dans  une  Lettre 
du  5  juillet  1877. 

J'admets  que,  dans  le  théorème  I,  les  points  singuliers  non  es- 
sentiels X|,  X2,  X3,  . . .,  Xv,  ...  (parmi  lesquels  le  point  j:  =  o,  s'il 
est  une  singularité  non  essentielle,  ne  doit  cependant  èlre compté). 


(•)  En   nj    serierttveckling  fiir  funktiouer  af   ralionel    karahter  {^Acta  Societatis 
Seiemiiontm  Fennicte,  t.  XI}. 

'9- 
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les  nombres  entiers  m^,  /n2,  ms,  . . . ,  mv,  ...  et  les  constantes 

^ï,--mj»    ^ï.— (ms— l)ï    ^i,-(m,— f)»     •••»    ^2,-1 

^3. -mi»    ^»,-(m -I)»    ^3.~(m,— !)♦    •••»    ^3,— 1» 
••• » 


» 


appartiennent  à  une  fonction  uniforme  connue  F  (a:),  qui  n'a  au- 
cun point  singulier  essentiel  autre  que  x  =  -  • 


o 
J'obtiens  alors 


V=/I 


F(^)  =  G(x)+y  (x-x.)-"'.G„._,(jr-x,)(-\ 
(E)  '  ^  ^'-^ 


v:=  I 


J       z  —  x  \z  J 


Par  |i,  je  désigne  un  nombre  entier  positif.  On  suppose  l'intégra- 
tion effectuée  le  long  d'une  ligne  fermée  S,  formant  la  limite  d'une 
aire  simplement  connexe,  à  l'intérieur  de  laquelle  sont  situés  Xi, 
0*2,  X3,...,  Xfi^  et  extérieurement  à  laquelle  sont   situés  X/i^i, 

^n^2  5  • •  •  • 

Le  point  x  est  supposé  ne  coïncider  avec   aucun  des  points  X|, 

•X- 2 ,   *^3  9    '  '  *  Y   «^v,    •  •  •  • 

En  outre,  on  a 

G(x)  =Co,-;„,.t^'".-*-Co._(,„.-i)^('".-»)h-.  .  .4-Co,_,j:-» 
"4"  Cqq -\-  CqiX  -+-  Cf^^x  — H  •  •  •  ~H  t'*Qjn_j  x*^     y 

OÙ  les  coefficients 

sont  définis  par  l'égalité 

F(.r)  =  Co.^^.x-"'c4-Co.-(,„._,)ar('«.-»)  -I-. .  .-f-Co,_,ar-« 
-f-  <^oo  H-  ^01  -^  -f-  <^of -^^  -!-...-+-  f oi*- 1  •''*"* -f-  .... 

J'i  magine  maintenant  que  les  dimensions  de  la  ligne  S  croissenl 
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luivaut  une  loi  telle  que  chaque  S  embrasse  le  S  précédent 
ît  que,  de  plus  pour  chaque  point  singulier  de  F(j:),  situé  à 
listance  finie,  il  se  trouve  toujours  une  ligne  S  correspondante, 
jui  entoure  ce  point.  Si  alors  la  fonction  F(a:)  est  de  telle  nature 
ju'à  cette  fonction  correspondent  un  nombre  entier  fx  et  une 
ligne  S  telle  que  l'on  ait 


•  =«J       z  —  xXzJ 


3n  conclura  alors  de  (E) 


v=r  « 


[F)  F(x)=Gfx)+^(x-x,)-""G,„_.(x-^,)(j)''' 


v  =  I 


Je  suppose  maintenant,  de  plus,  que,  dans  Je  théorème  II,  les 
points  singuliers  non  essentiels  x, ,  j^a^  -3^3^  •  •  •  ^  «^v,  . .  . ,  les  nombres 
mtiers  mi,  /712,  //^s,  . .  . ,  ///>,  . . . ,  /^i,  n^-i  '23,  . . . ,  z/^,  . . . ,  et  les 
constantes 

^1,— mi»    ^\,-{m^—\)^    ^\»—{mi—t)y     •••>   ^l,-li    ^tO>    ^ll>    ^H>     •••»    ^1»,» 

^t,— »i|f    ^f,— (mt— I)»    ^2,— {/Ws— ï)i     •••>    ^J,-ti    ^20»    ^Jl>    '^ÎJ»     •••t    ^tn,» 

^»,— Wll'     ^3,— (/n«— IJî    ^3.-(/M,— î)»     •••»    ^3,-1»    ^30»    ^31i     ^32»     •••»    ^3ni» 
•••••t     *     • »      •••>    ••••>      «-f     .•>     ••>     •••>    •••» 

^1— m»t    ^».— (m^— l)»    ^v,— C'ny-s)»     •*•>   ^v,— i»    ^vO»    ^vi>    ^vs»     •••>    ^*/»v» 

ippartiennent  à  la  fonction  connue  F(j^).  Je  trouve  alors 

('f=n 
FH  =  n(x)G(.r)  +  n(x)y{x-.r,)-f'''.-«'^')G„.^„.(.r-x.)(f)'' 
[G)<  ^-  ^"^ 


v  =  I 


J       3  — .rll(3)\2; 

La  fonction  n(j:)  est  définie  par  la  formule  (C).  Par  G(x)  je 
lësignc  la  fonction 

"+"   ^00  "^  "01  '^^  ~^"  ^02  *    ~J~  •  •  •  ~J~  ^'Ojfc— l*^         » 
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où  les  coefficients 

^*0,— me»    ^*0,-(/fio— I)»     •••!    ^0,-1»    ^001    ^'oi>    ^'Oî»     •••!    "Ov^—Ï 

sont  définis  par  l'équation 

Ffr] 

Si  maintenant  la  fonction  F  (a:)  est  de  telle  nature  qu'à  cette 
fonction  correspondent  un  nombre  entier  fx,  une  fonction  H  (x)  et 
une  ligne  S«  de  sorte  qu'on  ait 


S 
lira     / 

on  conclut  alors  de  (G) 


lin,  riiiiîii^(fyrf,=.o 

;=«  J       z  —  X  n(s)  \zl 


v^  ao 


(H)    F(x)  =  n(x)G(x)-f-n(x)^(x-x.)-<"'v+''v-Hi)G„.^„,(x-x,)r^y 


V=I 


FONDEMENTS  D'UNE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE  CARTÉSIENNE  (1872) 
ET  ÉLÉMENTS  D'UNE  THÉORIE  DES  FAISGEAUIi^  (1878)  (*); 

Par  m.  F.  FOLIE. 
Analyse  faite  par  l'auteur. 

Dans  ces  deux  Ouvrages,  nous  sommes  parvenu  à  étendre  aux 
courbes  planes  et  aux  surfaces  supérieures  la  plupart  des  théorèmes 
fondamentaux,  qui  n'étaient  connus  jusqu'alors  que  pour  les  co- 
niques. 

§  I.  —  Des  courbes  planes. 

Dans  les  courbes  planes,  ces  théorèmes  sont  généralement  appli- 
cables jusqu'au  cinquième  degré;  dans  les  surfaces,  jusqu'au  troi- 
sième seulement.  Us  n'existent,  au  delà  de  ces  degrés,  que  pour 
des  courbes  et  des  surfaces  particulières. 

(')  Liège,  A,  Decq,  libraire.  Paris,  Gauthier-Villars. 
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En  outre^  dans  la  théorie  même  des  coniques,  nous  avons  dé- 
couvert une  couple  de  propriétés  nouvelles ,  de  même  que  dans 
celle  des  polygones  conjugués  entre  eux. 

Nous  nous  bornerons,  dans  les  lignes  qui  suivent,  à  donner  les 
énoncés  de  ces  théorèmes  fondamentaux,  en  renvoyant,  pour  les 
définitions  comme  pour  les  démonstrations,  aux  deux  Ouvrages 
mentionnés  ci-dessus. 

Eln  ce  qui  concerne  les  courbes  planes,  nous  prendrons  pour 
exemple  le  troisième  degré,  en  faisant  remarquer  que  nos  théo- 
rèmes généraux  s'étendent  jusqu'au  cinquième. 


Courbes  du  troisième  ordre. 

Si  deux  trilatères  /z,  h^  c  et  a', 
2^,  d' sont  conjugués  à  une  courbe 
du  troisième  ordre  : 

1®,  1,  Le  rapport  anharmo- 
nique  du  faisceau  que  Ton  ob- 
lienty  enjoignant  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  aux  som- 
mets a^,  ic',  ca\  afb^  b'c^  d  a 
de  ces  trilatères,  est  constant, 
^el  que  soit  ce  point  j  c'est-à-dire 
^e,  si  l'on  désigne  par  i,  2,  3, 
4»  5,  6  les  six  rayons  de  ce  fais- 
ceau, par  (1,2),  ...  le  sinus  de 

Jl*angle  compris  entre  les  rayons 

Sr  d  2,  • . . ,  on  aura 


(i,2,3,4i5,6) 

_ri,2).(3,4).(5.6) 
-(6,i).(2,3).(4,5) 


:=  const. 


a%  II.  Les  produits  des  dis- 

IBces  d'un    point    quelconque 

Ja  courbe  aux  deux  ternes  de 

a,  i,  c  et   a',  b\  c'  sont 

î  eux  dans  un  rapport  con- 

l. 


Courbes  de  la  troisième  classe. 

Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
courbe  de  la  troisième  classe: 

1°,  I.  Le  rapport  anharmo- 
nique  de  la  chaine  que  l'on  ob- 
tient, en  coupant,  par  une  tan- 
gente quelconque  à  la  courbe, 
les  côtés  AB',  BC,  CA',  A'B,  B'C, 
C'A  de  ces  trigones,  est  constant, 
quelle  que  soit  cette  tangente-, 
c'est-à-dire  que,  si  l'on  désigne 
par  I,  2,  3,  4)  ^1  ^  les  six  points 
de  cette  chaîne^  par  |i,  2|,  ... 
la  distance  entre  les  points  i  et 
2,  . . . ,  on  aura 

|i,2,3,4,5,6| 

__|i,2M3,4M5,6|_ 
|6,,|.|2,3|.|4,5|-''""''- 


2**,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'une  tangente  quel- 
conque à  la  courbe,  aux  deux 
ternes  de  sommets  A,  B,  C  et  A', 
B',  C,  sont  entre  eux  dans  un 
rapport  constant. 
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3^,  III.  Une  transversale  ren- 
contre ces  deux  ternes  de  côtés 
et  la  courbe  en  trois  ternes  de 
points  en  involutîon. 


IV.    Expressions    analytiques 

de  cette  involution  : 

t 

2  >,  (^  —  x\  )  (.r  -^  x^  )  (.r  —  .r^')  ^  o, 
I 

I,l',9.,l").(l,2',2,S>/'] 

«^  \,  •  1  «^  »  -^^  »  '-*  /  —  '  «  •  •  •  > 

V  .  Si  deux  quadrilatères  «,  i, 
t*,  d  et  a',  //,  c\  (V  sont  conju- 
gués à  une  courbe  du  troisième 
ordre,  leurs  côtés  opposés  a  et  «', 
b  et  i',  c  et  c',  c/  et  c/'  se  coupent 
en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite. 

M.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

a.b.c.d —  k a' .  b' ,  cW ^C^.  1, 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  côtés  opposés  de 
deux  quadrilatères  conjugués  à 
une  courbe  du  troisième  ordre, 
on  obtient  un  hexagone  inscrit  à 
une  conique. 

D*oii  Ton  conclut  que,  de  Tiden- 
tité  qui  précède,  on  peut  Réduire 


3^,.  III.  Les  trois  tangentes 
menées  d'un  point  quelconque 
du  plan  à  la  courbe,  et  les  deux 
ternes  de  droites  menées  de  ce 
point  aux  sommets  Â,  B,  C  et  A', 
B',  C  forment  un  faisceau  en  in- 
volution. 

IV.  Comme  ci-contre. 


V.  Si  deux  tétragones  A,  B, 
C,  D  et  A',  B',  C,  U  sont  con- 
jugués à  une  courbe  de  la  troi- 
sième classe,  les  droites  qui  unis- 
sent leurs  sommets  opposés  A  et 
A',  B  et  B',  C  et  C,  D  et  D' con- 
courent en  un  même  point. 

VI.  Comme  ci-contre. 


VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés 
de  deux  tétragones  conjugués  à 
une  courbe  de  la  troisième  classe, 
on  obtient  un  hexagone  circon- 
scrit «î  une  conique. 
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a.b.c—  i'  n'.i'.c'=C',  .4 
a.r.d  —  i" a  .c' .tT ^Cl  .i 

it.e.d~k"b'y.a^o:.ik. 


JVous  pourrions  énoncer  «Dcorc  d'auircs  tliéorèmcs  nouveaux, 
relatifs  aux  polygones  conjugués  entre  eux;  mais,  comme  ils  sont 
moins  géuéraux,  par  le  fait  même  qu'il  n'y  est  plus  question  de 
courbes,  nous  nous  bornerons,  pour  ceux-ci,  à  renvoyer  le  lecteur 
à  nos  Eléments  d'une  théorie  des  faisceaux. 

Il  en  est  deux  autres  sur  lesquels  nous  appellerons  encore  son 
attention,  parce  qu'ils  sont  neufs,  même  dans  cette  tliéorie,  tant 
cultivée,  des  coniques. 

Le  premier  de  ceux-ci  olfrc  de  l'analogie,  en  coordonnées  ponc- 
tuelles, avec  le  corrélatif  de  celui  de  Carnol,  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  avec  le  théorème  même  de  ce  géomètre,  ce  qui  permet 
de  combiner  nos  théorèmes  avec  ces  derniers. 

Lesecond  introduit  une  notion  toute  nouvelle,  que,  à  cause  de  son 
expression  analytique,  fort  semblable  à  celle  de  l'involution,  nous 
avons  appelée  évolution,  et  dont  voici  la  définition  : 

Trois  couples  de  points  en  ligne  droite,  i  et  i',  a  et  i\  3  et  3', 
sont  en  évolution,  lorsqu'il  existe  entre  leurs  distances  mutuelles 
la  relation 


i.3'.3,i 


',2.2',3.3',l 


|.-.'.^.3'|=-1.' 


'.3|. 


Nous  énoncerons  ces  deux  théorèmes,  en  coordonnées  ponctuelles 
seulement,  pour  le  second  et  le  troisième  ordre.  Le  premier  est 
immédiatement  générali sable,  et  leurs  corrélatifs  (en  coordonnées 
(angentielles)  sont  très-aisés  à  exprimer. 


Viil.  Si  une  conique  est  con- 
juguée à  deux  bilatèrcs  a,  b  et 


Si    une   courbe   du    troisième 

aidre  esl  conjuguée  à  deux  lii- 

A',  elqu'onjoiguolessommets      latères  n,  Ô,  c  et  o',  A',  ti\   et 


ïlqu 

de  ceux-ci  à  un  point  quelconque 
tle  la  courbe,  le  rapport  du  pro- 
duit i\cs  sinus  des  angles,  comp- 


quo 


joigne  les  sommets  de  ceux- 
m  point  quelconque  de  la 
le   rapport    du  produit 
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tés,  dans  le  premier  bilatèrc, de- 
puis les  côtés  de  celui-ci  jusqu'aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, à  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

IX.  Si,  par  trois  points  pris 
sur  une  conique,  on  lui  inscrit 
et  circonscrit  un  triangle,  une 
transversale  quelconque  coupe 
les  côtés  opposés  de  ces  deux 
triangles  eu  trois  couples  de 
points  en  év^oliUion. 


PARTIE. 

des  sinus  des  angles,  comptés, 
dans  le  premier  trilatèrc,  depuis 
les  côtés  de  celui-ci  jusqu^aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, à  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

Si  un  quadrilatère  est  com- 
plètement inscrit  à  une  courbe 
du  troisième  ordre,  et  qu'on  mène 
en  trois  de  ses  sommets,  des  tan- 
gentes à  la  courbe,  les  côtés  des 
deux  triangles,  déterminés  par 
ces  sommets  et  par  ces  tangentes, 
sont  coupés  par  une  transver- 
sale en  trois  couples  de  points 
en  évolution. 


Outre  ces  théorèmes,  j'énonce  également  un  principe  qui  me 
semble  tout  à  fait  capital.  La  découverte  de  ce  principe  est  une 
conséquence  de  celle  du  rapport  anliarmonique  du  n""**  ordre.  Je 
l'ai  nommé  principe  de  la  théorie  des  faisceaux  (  *  ).  Le  voici,  borné 
également  au  cas  du  troisième  ordre  seulement  : 

Principe.  —  Si  Von  a  trois  courbes  variables  en  vertu  des  pa- 
ramètres OL^  ^^y^ 

et  qu'il  existe  entre  ces  paramètres  une  relation /[a ^^^y)  =o 
[ou  bien  si  l'on  a  trois  courbes  variables  en  vertu  des  paramètres 
ae^|3:ç(x,j,a,(3)  =  o,  ;^  =  o,  ïJ;  =  o],  l' équation  Y {x^j)  =  o, 


(')  Je  crois  neuf  ce  principe,  auquel  mon  collèjjue  M.  Le  Pai(;e  a  collaboré  arec 
moi.  M.  Em.  Weyr,  à  Vienne,  m'a  déclaré  ne  pas  le  connaître.  M.  Klein,  à  Munich,  m'a 
dit  qu'il  n'en  connaissait  qu'un  cas  particulier,  celui  de  la  recherche  du  jacobien; 
enfin,  je  ne  l'ai  vu  énoncé  dans  aucun  des  Traités  les  plus  modernes. 

Si  un  géomètre  croyait  avoir  des  droits  à  la  priorité  de  cette  découverte,  je  serais 
heureux  qu'il  voulût  bien  me  les  signaler. 
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résultant  de  l* élimination  des  paramètres  variables,  représente 
une  courbe  passant  par  les  points  triples  d'intersection  des 
courbes  9,  x^  ^' 

Ce  principe  est  évidemment  susceptible  de  la  plus  complète  gé- 
néralisation dans  le  plan  et  dans  Tespace. 

Application.  —  Chercher  le  lieu  des  points  triples  des  rayons 
homologues  de  trois  faisceaux  homo  graphiques. 

Prenons  les  centres  de  ces  trois  faisceaux  pour  sommets  d'un 
triangle  a.|3.y  =  o.  Les  équations  des  rayons  de  chacun  de  ces 
faisceaux  seront 

(i)  a-f->j3z=io, 

(2)  |34-u7  =  o, 

(3)  y  4- va  =  G. 

et  la  condition  d'homographie  s'écrira 

(4)  «,,*Af*-f- ârjjp -h  ûjjv^ -f- «|>  H- «ju -f- «jv-f- I  =  o. 

Eliminant  i,  fx,  v  entre  les  équations  (i),  (2),  (3)  et  (4)9  on  a  celle 
du  lieu  cherché  : 

Ce  lieu  est  une  courbe  générale  du  troisième  ordre  passant  par  les 
centres  des  trois  faisceaux. 

5  II.  —  Des  surfaces. 

Si  nous  ne  sommes  pas  arrivé  à  étendre  tous  les  théorèmes  qui 
précèdent  aux  surfaces  du  second  et  du  troisième  degré  (les  seules 
auxquelles  quelques-uns  d'entre  eux  soient  généralement  appli- 
cables), nous  avons  du  moins,  ici  encore,  tracé  la  voie,  et  démontré 
que  le  fameux  théorème  de  Pascal  avait  été  trouvé,  dès  1826,  de 
même  que  celui  de  Brianchon,  pour  les  surfaces  du  second  degré, 
par  notre  compatriote  Dandelin ,  quoiqu'il  eût  lui-même  mis  la 
question  au  concours  à  l'Académie  de  Bruxelles.  On  le  verra  par 
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Taiialogue  que  nous  donnerons  de  chacun  de  ces  ihéorèmes  pour 
le  troisième  degré. 

!Mous  nous  bornerons,  dans  le  second  degré,  à  l'énoncé  de  nos 
théorèmes^  nous  entrerons  dans  un  peu  plus  de  détails  relative- 
ment aux  surfaces  de  la  troisième  classe,  dont  nous  avons  le  pre- 
mier fait  connaître  les  vingt-sept  droites  et  les  propriétés  capitales, 
que  nous  énoncerons  en  regard  de  celles  des  surfaces  du  troisième 
ordre. 

Comme  beaucoup  de  ces  dernières  ont  été  découvertes  par 
Salmon,  Cayley,  Stciner,  Cremona,  Sturm,  etc.,  nous  ferons  re- 
marquer au  lecteur  que  nous  avons  guillemeté  celles  que  nous  leur 
empruntons,  et  numéroté  celles  qui  nous  sont  dues,  en  conservant 
les  numéros  mêmes  des  énoncés  précédents  auxquelles  elles  cor- 
respondent^ dans  la  troisième  classe,  au  contraire,  tout  peut-être 
nous  appartient  (*). 

Surfaces  du  second  degré. 


Si  deux  dièdres  a,  b  et  a',  b' 
sont  conjugués  à  une  surface  du 
second  degré  : 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  couples 
de  faces  a,  b  et  a',  i'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  ce  point. 

3°,  III.  Une  transversale  quel- 
conque rencontre  ces  deux  cou- 
ples de  faces,  et  la  surface,  en 
trois  couples  de  points  en  invo- 
lution. 


Si  deux  digones  A,  B  et  A', 
B'  sont  conjugués  à  une  surface 
du  second  degré  : 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  couples  de 
sommets  A,  B  et  A',  B'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  ce  plan. 

3",  III.  Le  couple  de  plans, 
menés  par  une  droite  tangen- 
tiellement  à  la  surface,  et  les  deux 
couples  de  plans,  menés  par  cette 
droite  et  par  les  deux  couples  de 


(*)  Mes  théorèmes  sur  ces  surfaces  ont  été  présentés  à  TAcadémio  de  Belgique  le 
3  décembre  1870. 

(*)  Voir,  au  sujet  de  ces  énoncés,  une  Note  que  j'ai  publiée,  en  collaboration  arec 
M.  Le  Paigc,  dans  le  t.  XLVIII  des  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  P»  1'  c'  '"'*• 
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V.  Si  deux  trièdres  a,  i,  c  et 
a\  h\  c'  sont  conjugués  à  une 
surface  du  second  degré,  leurs 
faces  opposées  a  et  a'^  b  et  Vy  c 
et  c'  se  coupent  suivant  trois 
droites  situées  dans  un  même 
plan ,  ce  qui  s'exprime  analyti- 
quement  par 

VI.   a.^.c— /a'.6'.c'=Sj.P. 

Surfaces  du  troisième  ordre. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  faisceaux  de  plans  a=.  aa^ 
b  =  ^b'^  c  =,yc\  il  existe  la  re- 
lation a(iy  =  Ar,  Téquation 

s^  ^  abc  —  ha'b'c  =:  o 

du  lieu  des  points  d'intersection 
des  faces  homologues  de  ces  trois 
faisceaux  représente  une  sur- 
face générale  du  troisième  ordre 
passant  par  les  axes  de  ces  fais- 
ceaux. 

Les  deux  trièdres  a,  b,  c\  a\ 
Vy  c'  sont  dits  conjugués  à  53. 

Chaque  face  de  Tim  passe  par 
trois  génératrices  appartenant 
respectivement  aux  trois  faces 
de  l'autre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
tives, formant  six  systèmes  de 
trois  génératrices  non  situées 
deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

<c  Un  hyperboloïde  qui  a  trois 
génératrices  d'un  même  mode 
communes  avec  S3  en  a  trois  de 


sommets  A,  B  et  A',  B'  forment 
un  faisceau  en  involution. 

V.  Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  du  second  degré ,  les 
droites  qui  unissent  les  sommets 
opposés  A  et  A^,  B  et  B',  C  et  C 
concourent  en  un  même  point. 

VI.  Comme  ci-contre. 

Sur/aces  de  la  troisième  classe. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  chaînes  de  points  A  =  a  A', 
B=PB',  C  =  7C',  il  existe  la 
relation  a[3y  =  Ar,  l'équation 

S8=A.B.C  — /A\B'.C'=:o 

de  l'enveloppe  des  plans,  déter- 
minés par  les  points  homologues 
de  ces  trois  chaînes,  représente 
une  surface  générale  de  la  troi- 
sième classe  passant  parles  axes 
de  ces  chaînes. 

Les  deux  trigones  A,  B,  C, 
A^,  B',  C  sont  dits  conjugués  à  S3 . 

Chaque  sommet  de  l'un  est  le 
point  de  concours  de  trois  géné- 
ratrices passant  respectivement 
par  les  trois  sommets  de  l'autre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
tives, formant  six  systèmes  de 
trois  génératrices  non  concou- 
rantes deux  à  deux. 

Comme  cî-contrc. 
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Tautre  mode  également  com- 
munes. » 

On  en  conclut  que  chacun  des 
six  hyperboloïdes ,  déterminés 
par  Tun  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  coupe  >s 
suivant  trois  génératrices  dis- 
tinctes des  neuf  primitives  et 
distinctes  entre  elles,  et,  par 
suite,  qu'il  existe  vingt-sept  gé- 
nératrices sur  ^3 . 

(c  Chacune  d'elles  est  dans  un 
même  plan  avec  cinq  couples  des 
autres,  et  forme,  avec  ces  couples, 
cinq  triangles  tri  tangents ,  ce  qui 
détermine  quarante-cinq  de  ces 
triangles. 

»  Si  deux  triangles  tri  tangents 
n'ont  aucun  côté  commun,  leurs 
côtés  se  coupent  deux  à  deux.  » 
(Steiner,  Cremona,  Sturm,  etc.) 

Deux  triangles  tri  tangents  suf- 
fisent donc  pour  déterminer  un 
système  de  trièdres  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trièdres  con- 
jugués  ayant  deux  faces  com- 
munes, tels  que  abe  et  dd'f^ 
cdfei  ciV e^  forment,  par  la  sup- 
pression de  ces  faces,  un  système 
de  lélracdrcs  conjugués  a,  i,  c,  d 
etrt',  A',  c',  d*. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
face  de  l'un  passe  par  trois  gé- 
nératrices appartenant  respec- 
tivement à  trois  des  faces  de 
Tautre. 

Les  faces  de  chaque  tétraèdn*. 
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On  en  conclut  que  chacun  dos 
six  hyperboloïdes ,  déterminés 
par  l'un  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  se  rac- 
corde avec  Ss  suivant  trois  géné- 
ratrices distinctes  des  neuf  primi- 
tives et  distinctes  entre  elles ,  et, 
par  suite,  qu'il  existe  vingt-sept 
génératrices  sur  S3. 

Chacune  d'elles  concourt  avec 
cinq  couples  des  autres,  et  forme, 
en  ces  concours,  cinq  sommets 
tritangents  (c'est-à-dire de  triple 
contact),  ce  qui  détermine  qua- 
rante-cinq de  ces  sommets. 

Si  deux  sommets  tritangents 
ne  sont  pas  situés  sur  une  même 
génératrice,  les  génératrices  qui 
concourent  en  ces  sommets  se 
coupent  deux  à  deux. 

Deux  sommets  tritangents  suf- 
fisent donc  pour  déterminer  un 
système  de  trigones  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trigones  con- 
jugués ayant  deux  sommets  com- 
muns, tels  que  ABE  et  C'CF, 
CDF  et  A'B'E,  forment,  par  la 
suppression  de  ces  sommets,  un 
système  de  tétragones  conjugués 
A,  B,  C,  D  et  A',  B^  C,  D^. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
soinmet  de  l'un  est  le  point  de 
concours  de  trois  génératrices 
passant  respectivement  par  trois 
des  sommets  de  l'autre. 

Les  sommets  de  chaque  tétra- 
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iSy 


qui  n  ont  pas  une  génératrice 
commune,  sont  opposées. 

Si  deux  trièdres  a^  b^  c  et  a\ 
b\  c'  sont  conjugués  à  une  sur- 
face du  troisième  ordre  : 

i»,  !.?(') 

a®,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  ternes  de 
faces  a,  i,  c  et  a\  h\  c*  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3®,  in.  Une  transversale  quel- 
conque rencontre  ces  deux  ternes 
de  faces,  et  la  surface,  en  trois 
ternes  de  points  en  involution. 


IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétraèdres  a^b^c^d 
et  a\  b\  c\  d'  sont  conjugués  à 
une  surface  du  troisième  ordre, 
leurs  faces  opposées  a  et  a\  b  et 
V^  c  et  c',  d  et  d'  se  coupent  sui- 
vant quatre  droites  situées  dans 
un  même  plan. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

a,b,c,d —  k'a  ,V ,c  ,d!^s^,V, 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  faces  opposées  de 
deux  tétraèdres  conjugués  à  une 


gone,  qui  ne  sont  pas  sur  une 
même  génératrice,  sont  opposés. 
Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  de  la  troisième  classe  : 

i",i.  ?(') 

2°,  U.  Les  produits  des  dis- 
tances d*un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  ternes  de  som- 
mets A,  B,  C  et  A',  B',  C  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3*^,  III.  Les  deux  ternes  de 
plans,  menés  par  une  droite  et 
par  les  sommets  de  ces  trigones, 
et  le  terne  de  plans,  menés  par 
cette  droite  tangenticUement  à 
la  surface,  forment  un  faisceau 
en  involution. 

IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétragones  A,  B,  C, 
D  et  A',  B',  C,  ly  sont  conjugués 
à  une  surface  de  la  troisième 
classe,  les  droites  qui  unissent 
leurs  sommets  opposés  A  et  A',  B 
et  B',  C  et  C^,  D  et  ly  concou- 
rent en  un  même  point. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

A.B.C.D  — ^A'.B'.C'.D'  =  S3.n. 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés* 
de  deux  tétragones  conjugués  à 


^  •  )  Voir  la  note  précédente. 
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surface  du  troisième  ordre,  on 
obtient  un  système  de  trièdres 
conjugués  à  un  hjrperboloïde, 
c'est-à-dire  que,  de  Tidentité  cî- 
dessus,  on  peut  déduire  les  sui- 
vantes : 

a  b ,c  —  k'a  ,b\c' ^s\,V^  .... 


une  surface  delà  troisième  classe, 
on  obtient  un  système  de  deux 
trigones  conjugués  à  un  hyper- 
boloïde,  c'est-à-dire  que,  de  Ti- 
dentité  ci-dessus,  on  peut  dé- 
duire les  suivantes  : 


Nous  ferons  remarquer  enfin  que  ces  tbéorèmes,  et  particuliè- 
rement les  théorèmes  III  et  V,  s'étendent  aisément  aux  courbes 
gauches,  et  ce  dernier  même  à  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
quelconque.  Il  nous  parait  superflu  de  donner  ici  les  énoncés  de 
ces  propriétés,  ainsi  que  de  plusieurs  autres  propriétés  générales 
des  courbes  et  des  surfaces  consignées  ailleurs.  Le  lecteur  pourra 
consulter,  à  ce  sujet,  outre  les  Ouvrages  cités,  les  Bulletins  de 
l* jicadémie  de  Belgique,  à  partir  du  tome  XXXVI. 
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FLOQUET  (G.).  —  Sur  la  théorie  des   équations  différentielles   li- 
néaires. —  In-4*'  de  iSa  pages.  Paris,  1879. 

La  première  Thèse  dé  M.  Floquet  contient,  sous  une  forme 
simple  et  claire,  le  résumé  des  importants  travaux  de  M.  Thoméet  de 
M.  Frobenius  sur  la  théorie  des  équations  diilérenti elles  linéaires; 
elle  rendra  le  plus  grand  service  aux  mathématiciens  français  qui 
voudront  se  rendre  compte  des  progrès  accomplis  depuis  quelques 
années  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Fuchs.  En  outre,  les  recherches 
personnelles  de  M.  Floquet  sur  la  décomposition  du  premier 
membre  d'une  équation  diilërentielle  linéaire  en  facteurs  premiers 
symboliques  jettent  beaucoup  de  jour  sur  plusieurs  points  de  la 
théorie  de  ces  équations. 

L'auteur  a  divisé  son  travail  en  sept  Parties. 

La  première  est  consacrée  a  rappeler  la  définition  précise  des 
fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  dilTérentielle  linéaire  à  coef- 
ficients holomorphes  dans  une  portion  du  plan,  et  leur  forme  ana- 
lytique dans  le  domaine  d*un  point  singulier.  Ces  intégrales,  en 
supposant  le  point  singulier  à  l'origine,  sont  des  agrégats  d'expres- 
sions de  la  forme 

OÙ  les  <p  sont  des  fonctions  uniformes  de  x;  lorsque  ces  fonctions 
sont,  pour  a:  =  o,  infinies  d'un  ordre  fini,  l'intégrale  est  dite  régu- 
lière; on  peut  d'ailleurs  supposer  alors,  en  modifiant  a,  qu'elles 
restent  finies  pour  x  =  o  et  qu'elles  ne  sont  pas  toutes  nulles  :  s'il 
en  est  ainsi,  on  dit  que  la  fonction  F  appartient  à  l'eicposant  a. 

La  deuxième  Partie  concerne  l'étude  de  ces  intégrales  régulières 
et  la  détermination,  par  la  méthode  de  M.  Thomé,  d'une  limite 
supérieure  de  leur  nombre  pour  une  équation  diiTérentielle  linéaire 
donnée.  La  même  question  se  trouve  résolue  dans  la  Partie  sui- 
vante au  moyen  de  la  fonction  déterminante. 

L'équation  difTérentielle  étant  mise  sous  la  forme  normale 

A(r)  =  if.«'"^-4-tfiJp^  .-*-««r  =  o, 

BmIL  des  Sciences  mmthém  ao 
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où  Ton  suppose  que  les  a  sont  des  fonctions  holomorpbes  de  x  dans 
le  voisinage  du  point  o  et  qui  ne  s'annulent  pas  toutes  simultané- 
ment en  ce  point,  la  fonction  de  x  et  de  p,  A  (x^),  obtenue  en  sub- 
stituant x^h  y  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  est  dite  la 
fonction  caractéristique  àe  ce  premier  membre,  et  le  terme  constant 
indépendant  de  x  dans  l'expression  x^^k[x^)  est  \^  fonction  dé- 
terminante. Son  degré  est  égal  ou  supérieur  au  nombre  des  intégrales 
régulières,  qui  appartiennent  toutes  à  des  exposants  pris  parmi  les 
racines  de  l'équation  en  p  obtenue  en  l'égalant  à  zéro.  M.  Fucbs  a 
fait  une  étude  particulière  du  cas  où  ce  degré  est  égal  à  m  :  toutes 
les  intégrales  sont  alors  régulières. 

Si,  en  général,  A(7'),  B(j^)  sont  des  fonctions  linéaires  dej^et 
de  ses  dérivées,   on  entend  par  AB  l'expression  de  même  forme 

obtenue  en  substituant,  dans  A  (j),  B,  — »  -— ,  •  •  •  à  la  place  de  j', 

— j  -—^1  •  •  •  •  Il  est  clair  que,  si  j^  est  une  intégrale  d      *^quation 

B  =  o,  la  même  fonction  annulera  l'expression  composée  AB.  On 
peut,  au  moyen  de  celte  notation  symbolique,  effectuer  sur  les 
deux  premiers  membres  de  deux  équations  dillérentielles  linéaires 
une  suite  d'opérations  analogues  à  celles  du  plus  grand  commun 
diviseur  et  déterminer,  s'il  y  a  lieu,  leurs  intégrales  communes.  Il 
est  aisé  de  voir  que,  si  les  expressions  A,  B  ont  été  mises  sous  la 
forme  normale,  l'expression  AB  sera  aussi  sous  cette  forme,  et  que 
la  fonction  déterminante  de  cette  dernière  expression  sera  le  produit 
des  fonctions  déterminantes  des  deux  premières.  Si  l'expres- 
sion A  [y)  à  coefficients  liolomorphes  est  susceptible  d'être  décom- 
posée en  facteurs  symboliques  «t  coefficients  aussi  holomorpbes,  elle 
est  réductible;  daius  le  cas  contraire,  elle  est  irréductible.  Une 
équation  qui  admet  des  intégrales  régulières  est  évidemment  réduc- 
tible. L'équation  composée  AB  =  o  admet  au  plus  autant  d'inté- 
grales régulières  que  les  deux  équations  A=  o,B  =  o  en  admettent 
ensemble;  si  A  =  o  est  irréductible,  les  seules  intégrales  régulières 
de  AB  =  o  seront  celles  de  B  =  o;  enfin  la  condition  pour  que 
Téqualion  P:^  o,  d'ordre  m  et  dont  la  fonction  déterminante  est  de 
degré  y,  admette  y  intégrales  régulières  indépendantes  consiste  en 
ce  que  P  puisse  se  mettre  sous  la  forme  AB,  où  A  est  d'ordre  m — y 
et  a  pour  fonction  déterminante  une  constante. 
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La  cinquième  Partie  se  rapporte  à  réquation  adjointe  d'une 
équation  diûërentielle  linéaire  A  [y)  =0.  L'auteur  commence  par 
montrer  comment  à  un  système  fondamental  j''] ,  y^^, . .  ^ym  d'inté- 
grales mis  sous  la  forme 

correspond  une  décomposition  de  A(j^)  en  facteurs  premiers  sym- 
boliques A,-,  de  la  forme 


ou 


L'équation 


^m^tn-l"  •  AjAi  =0 


admet  en  efTet  le  même  système  fondamental  d'intégrales  que 
l'équation  A  =  o;  on  en  conclut  aisément  que  l'expression 
(i'i  i'2  •  ••  ^m)^*  est  un  facteur  intégrant  de  cette  équation^  l'équa- 
tion diiférentielle  adjointe  h  laquelle  satisfait  ce  facteur  étant 
ainsi  introduite,  cette  proposition  si  élégante,  savoir,  que  l'ad- 
jointe de  l'expression  composée  AB  est  %M>^  où  »l>  et  ifl  sont  respec- 
tivement les  adjointes  de  A  et  B,  trouve  naturellement  sa  place, 
ainsi  que  les  relations  entre  les  intégrales  de  deux  équations  diilé- 
rentielles  linéaires  adjointes  et  les  relations  entre  les  racines  de 
leurs  fonctions  déterminantes. 

Dans  la  Partie  suivante,  l'auteur  fait  la  théorie  complète  de  ces 
facteurs  premiers  symboliques  qu'il  a  déjà  introduits  et  de  la 
décomposition  corrélative  à  tout  système  fondamental  d'intégrales^ 
il  donne  les  relations  entre  les  coefficients  de  l'équation  diilërentiellc 
et  les  coefficients  de  ses  facteurs  premiers  \  il  est  ainsi  conduit  à  un 
grand  nombre  d'analogies  entre  les  équations  dillërentielles  li- 
néaires et  les  équations  entières^  il  examine  le  cas  des  facteurs  sym- 
boliques égaux  qui  correspondent  à  des  intégrales  en  progression 
géométrique  de  raison  x  ;  il  montre  comment,  pour  que  dans  une 
expression  différentielle  composée  de  facteurs  premiers  symbo- 
liques ces  facteurs  soient  commutatifs,  il  faut  et  il  suffit  que  les  diffé- 
rences de  leurs  coefficients  or  ^^  à  deux  soimt  des  constantes, 
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et  enfin  il  donne  diverses  applications  de  ces  résultats  généraux. 
Dans  la  septième  et  dernière  Partie,  M.  Floquet  montre  quel 
parti  on  peut  tirer  de  la  même  décomposition  pour  établir  la 
théorie  des  intégrales  régulières.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette 
décomposition  peut  s'effectuer  suivant  des  facteurs  à  coefficients 
uniformes  ;  les  facteurs  de  forme 

dy       a 

où  a  est  une  fonction  holomorplie  différente  de  zéro  pour  a:  =  o, 
sont  dits  réguliers.  Le  degré  de  la  fonction  déterminante  est  égal 
au  nombre  des  facteurs  réguliers  qui  entrent  dans  une  même 
décomposition  en  facteurs  premiers  symboliques  à  coefficient  uni- 
forme, et  le  nombre  des  intégrales  régulières  linéairement  indépen- 
dantes est  égal  au  plus  grand  nombre  de  facteurs  réguliers  consé- 
cutifs susceptibles  de  terminer  une  même  décomposition  de  la  même 
nature. 


GÙNTHER  (S.).  —  Studien  zur  Geschighte  dbr  mathematischen  und  phy- 
SIKALISCHEN  GEOGRAPHIE.  IV.  Hcft.  —  Analyse  tie  Codex  cosmographiques  de 
la  Bibliotlièque  Grand-Ducale  de  Munich  (p.  217-275,  4  Bg.)» 

Au  nombre  des  précieux  Manuscrits  latins  que  renferme  la  riche 
bibliothèque  de  Munich,  il  s*cn  trouve  deux,  en  particulier,  qui 
.se  rapportent  au  sujet  de  la  présente  étude. 

Le  premier  fait  partie  d'une  Encyclopédie  historique,  médicale 
et  théologique;  il  est  dédié  à  l'empereur  Louis  de  Bavière  et  parait 
devoir  remonter  au  xiv®  ou  au  xv*  siècle. 

Le  second  Manuscrit  latin  date  de  i44^  ^^  i4^o.  L'auteur,  Diet- 
rich  Ruffi,  moine  de  l'ordre  des  Frères  mineurs,  y  a  discuté  trente- 
deux  questions  d'Astrologie,  de  Météorologie,  de  Géographie,  diî 
Géodésie,  etc. 

II  est  terminé  par  une  sorte  de  supplément  qui  était  primitive- 
ment destiné  à  un  autre  Ouvrage,  et  qui  a  pour  titre  :  Cette  figure 
démontre  la  création  de  toutes  choses,  supérieures  ou  injé rieur  es, 
et  la  situation  de  chacune  d'elles  en  raison  de  son  mérite  ou  de 
son  démérite. 

Un  rapide  aperçu  des  subdivisions  de  l'Ouvrage  fait  reconnaître 
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qu'il  ne  faut  pas  exagérer  Timportance  ou  la  nouveauté  des  résul- 
tats qu'il  renferme.  Canlor  et  Mâdler  ont  constaté  que,  parmi  les 
trente-deux  Chapitres,  plusieurs  ont  été  discutés  et  traités  par 
Petrus  de  Dacie,  Wendelin,  Campanus,  Maxime  Planude,  Fibo- 
nacci,  Robert  dcLincoln. 

M.  Gûnther  n'a  eu  recours  aux  citations  textuelles  que  lorsque 
l'intérêt  de  la  vérité  l'a  exigé.  En  général,  il  a  cherché  à  rendre 
Gdèlement  la  pensée  de  l'auteur. 

Le  quatrième  fascicule  de  cette  Histoire  de  la  Géographie  a  pour 
objet  plus  spécial  l'analyse  de  trois  Manuscrits  cosmographiques 
dont  voici  les  titres  : 

1**  De  quatuor  ventis  cardinalibus,  etc. 
a®  De  distantis  civilatuni,  etc. 

3**  Un  Chapitre  intercalé  dans  ce  même  écrit,  mais  dans  un  but 
essentiellement  différent  :  Ista  figura  demonstraty  etc.  [voir  ci- 
dessus  la  traduction  du  titre). 

Ces  divers  Ouvrages  renferment  de  précieuses  indications  pour 
l'histoire  des  notions  géographiques.  Nous  allons  indiquer  rapide- 
ment les  plus  intéressantes. 

Le  premier  Manuscrit  traite  a  des  quatre  vents  cardinaux,  des 
planètes,  de  la  Terre,  des  signes  célestes,  des  zones  et  de  la  figure 
du  monde,  etc.  ». 

L'auteur  inconnu  explique  les  vents  par  des  génies  qui  président 
à  chacun  d'eux.  11  divise  les  vents  en  deux  catégories,  les  quati*e 
vents  cardinaux  et  les  huit  vents  collatéraux,  qui  sont  associés  deux 
à  deux  aux  premiers. 

Chacun  de  ces  vents  a  la  propriété  de  modifier  l'état  du  temps 
d'une  manière  déterminée,  qui  permet  de  formuler  de  véritables 
prévisions  météorologiques.  Détail  curieux,  l'arc -en-ciel  y  est  qua- 
lifié de  quadricolor^  comme  au  temps  d'Âristote,  qui  admettait 
trois  couleurs  principales,  avec  une  quatrième  teinte  entre  le  rouge 
et  le  vert. 

L^auteur  admet  la  théorie  des  quatre  éléments  et  leur  perpétuel 
échange  les  uns  avec  les  autres. 

Un  paragraphe  de  l'analyse  de  M.  Giinther  est  consacré  à  un 
examen  comparatif  de  la  nomenclature  des  vents,  d'après  la  mono- 
graphie d'Âvézac.  Il  rappelle  à  ce  propos  les  progrès  et  variations 
de  cette  nomenclature  dans  Aristote,  Pline,  l'Arabe  El  Kazouini, 
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Houorlus  d'Autuii,  Isidore  de  Stiville,  Guillaume  de  Tripoli  el 
Albert  le  Grand.  On  trouverait  aussi  dans  Kepler  une  étude  très- 
détaillée  de  la  même  question  [Epitomcs  Astronomiœ  lib.  II). 

La  partie  astronomique  commence  par  un  tableau  des  distances 
des  diverses  planètes  entre  elles.  Malheureusement,  il  est  impos- 
sible de  saisir  le  sens  des  abréviations  et  des  chiffres  romains  don- 
nés par  Tauteur.  Il  est  mieux  inspiré  dans  la  comparaison  qu'il 
imagine  pour  le  double  mouvement  des  planètes  et  pour  expliquer 
les  variations  qu'éprouve  ce  mouvement.  On  reconnaît  les  idées 
exposées  déjà  par  Pline  l'Ancien,  et  que,  deux  siècles  plus  tard, 
Tycho  Brahc  résumait  en  ces  termes  dans  une  Lettre  à  Pratensis  : 
«  Nous  ne  pouvons  supposer  que  les  rayons  du  Soleil  soient  réunis 
comme  par  une  chaîne  ou  par  tout  autre  lien  avec  les  planètes  pour 
les  mouvoir  çà  et  là,  les  pousser  ou  les  retirer,  et  il  nous  faut  ima- 
giner une  certaine  force  magnétique  qui  réside  en  elles... ,  comme 
Pline  en  a  déjà  exposé  la  théorie.  )> 

L'auteur  du  manuscrit  passe  ensuite  à  la  description  des  diverses 
planètes.  Il  compare  la  Lune  à  un  miroir  qui  réflécliit  les  rayons 
solaires.  Son  nom  Luna  doit  être  rapproché  de  Lucinia,  qui  veut 
dire  a  Luce  nata.  Sa  nature  participe  par  moitié  à  celle  du  feu  et 
à  celle  de  Teau,  sans  doute  à  cause  de  son  éclat  et  du  reflet  qu'elle 
donne  à  la  lumière  du  Soleil. 

Mercure,  ou  Stilbon,  vient  ensuite.  Il  est  sphérique,  plus  gros 
que  la  Lune.  La  planète  Vénus  est  animée  d'un  mouvement  ana- 
logue à  celui  de  Mercure  et  devient  alternativement  l'étoile  du 
matin  et  du  soir.  On  la  voit  même  briller  en  plein  jour,  seul  témoi- 
gnage, sans  doute,  à  Tappui  d'une  tradition  suivant  laquelle  Enée 
aurait  vu  la  planète  dans  ces  conditions. 

L'auteur  termine  par  la  description  de  Mars,  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  Il  passe  ensuite  à  la  division  du  Zodiaque,  et  traite  aussi 
de  l'harmonie  musicale  des  mouvements  des  sphères  et  de  l'origine 
mythologique  des  douze  signes. 

L'Astromythologie  de  l'Ouvrage  lui  est  entièrement  spéciale.  Elle 
renferme  les  fables  classiques  d'Aratus,  d'Ovide,  de  Manilius,  que 
Lalande  a  si  bien  détaillées  dans  son  astronomie. 

L'auteur  expose  des  idées  nouvelles  quant  à  l'origine  de  cer- 
taines constellations.  Il  définit  l'horizon  comme  séparation  des 
deux  hémisphères  célestes,  l'un  visible,  l'autre  invisible.  L'ho- 
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rizon  embrasse  une  circonférence  entière,  dont  l'œil  ne  peut  voir 
qu'une  seule  moitié. 

n  est  question  aussi  des  deux  genres  d'éclipsés  qui  se  produisent 
suivant  que  la  Lune  est  en  conjonction  ou  en  opposition  sur  la 
ligne  des  centres  de  la  Teri*e  et  du  Soleil. 

Les  développements  astronomiques  se  rapportent  à  Tétude  d*en- 
semble  de  l'univers  en  général.  Le  monde  a  une  forme  sphéroïdale, 
et  les  quatre  éléments  y  sont  distribués  dans  Tordre  de  leurs  poids. 
Cette  comparaison  était  familière  aux  cosmograplies  arabes^  on 
l'observe,  de  même,  chez  Ornons  et  Ilonorius  d'Autun. 

Une  figure  toute  géométrique  résume  très-exactement  les  idées 
de  l'auteur.  Au  centre  commun  d'une  série  de  cercles  se  trouve 
l'homme,  dont  l'existence  se  déroule  dans  le  temps  (année)  et 
l'espace  (monde).  Cette  unité  trilogique  ressent  l'influence  de 
quatre  prédispositions  physiologiques,  des  quatre  saisons  de  l'an- 
née, des  quatre  éléments,  doués  chacun  de  deux  propriétés  caracté- 
ristiques, nourrissant  chacun  un  animal  particulier. 

L'auteur  admet,  dans  la  création  universelle,  cinq  grandes 
phases  principales  qui  se  résument  ainsi  qu^il  suit  :  l'esprit  de 
Dieu,  le  chaos,  les  six  jours,  la  dérivation  des  êtres  et  l'harmonie 
des  quatre  éléments.  11  attribue  à  la  Terre  une  forme  sphérique,  de 
380000  stades  ou  12000  milles  de  tour.  Mais  ces  nombres  sont 
inexacts  pour  un  tiers  au  moins,  car  la  valeur  d'un  degré  du  méri- 
dien oscille  entre  5o  et  60  milles. 

L'auteur  adopte  la  division  de  la  Terre  en  cinq  zones,  délimitées 
par  les  tropiques  et  les  cercles  polaires.  Il  divise  l'hémisphère  bo- 
réal en  trois  parties,  l'Europe,  l'Asie  et  l'Afrique.  «  L'Asie  »,  dit- 
il,  «  s'étend  du  nord,  par  l'orient,  jusqu'au  milieu  de  l'orient; 
'  l'Europe,  de  l'occident  jusqu'au  nord;  l'Afrique,  du  nord  jusqu'à 
l'occident  ».  Les  divisions  doivent  provenir  de  la  représentation  des 
Cartes  arabes,  sur  lesquelles  l'axe  du  continent  asiatique,  allant  de 
Péiuse  à  la  Bactriane,  avait  une  direction  nord-est,  et  celui  du 
continent  africain,  allant  de  l'Ethiopie  aux  portes  d'Hercule,  avait 
une  direction  nord-ouest. 

Au  témoignage  de  Peschel,  on  assura  de  bonne  heure  une  place 
au  Paradis  terrestre  aux  dernières  limites  de  l'Asie  orientale. 
L'extravagant  Cosmas,  surnommé  le  Voyageur  aux  ludes  (Indico- 
pleustes),  le  plaçait  dans  une  région  située  plus  loin  que  la  Chine, 
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et  qu'il  regardait  comme  inaccessible  aux  autres  mortels.  Le  Ma- 
nuscrit dont  nous  parlons  ici  nous  fera  connaître  quelle  était  cette 
région.  «  Ce  Paradis,  ou  séjour  des  bienheureux,  est  inaccessible 
aux  hommes,  parce  qu'une  ceinture  de  feu  s'élevant  jusqu'au  ciel 
l'entoure  complètement.  Là  se  trouve  Tarbre  de  vie,  dont  les  fruits 
assurent  l'immortalité;  au  centre  du  Paradis  on  rencontre  une 
source,  qui  bientôt  se  répand  suivant  quatre  directions  pour  former 
quatre  fleuves  qui  se  dirigent  vers  les  continents  les  plus  éloignés.  » 
Cette  doctrine  de  quatre  grands  fleuves  prenant  leur  source  dans 
le  Paradis  terrestre  se  trouve  reproduite  par  plusieurs  théologiens 
et  même  par  des  naturalistes.  D'après  Santarem,  ce  sont  les  quatre 
fleuves  qu'Andréas  Bianco  fait  descendre  de  la  haute  montagne 
d'Edcn  et  qu'il  dirige  vers  les  quatre  points  cardinaux.  Ces  quatre 
fleuves  sont  le  Physon  ou  le  Gange,  le  Geon  ou  le  Nil,  le  Tigre 
et  l'Euphrate.  Le  premier  coule  vers  l'est  et  se  jette  dans  l'Océan; 
le  second  apparaît  dans  le  voisinage  des  montagnes  de  l'Atlas,  dis- 
paraît bientôt  sous  la  terre,  pour  se  montrer  de  nouveau  près  des 
côtes  de  la  mer  Rouge,  où  il  féconde  l'Ethiopie  et  l'Egypte,  et  se 
jette  dans  la  Méditerranée  par  sept  embouchures.  Quant  au  Tigre 
et  à  l'Euphrate,  ils  traversent  les  montagnes  de  l'Arménie,  puis 
coulent  parallèlement  pour  se  jeter  aussi  dans  la  Méditerranée.  Ils 
ne  traversent  que  des  pays  incultes  et  peuplés  de  bêtes  féroces. 

Les  théories  hydrographiques  dont  il  s'agit  ofircnt  encore  un 
autre  intérêt  lorsqu'on  cherche  à  les  figurer  sur  une  Carte. 

Le  cours  du  Gange  est  assez  exactement  dirigé  vers  l'est  de  l'Asie  ; 
mais  il  est  incompréhensible  que  le  golfe  Persique,  où  se  jettent 
le  Tigre  et  l'Euphrate,  ait  été  confondu  avec  la  Méditerranée. 
L'auteur  inconnu  a  aussi  attribué  au  fleuve  du  Nil  un  cours  extrê- 
mement original,  qui  parait  devoir  s'expliquer  ainsi  :  le  Nil  se  di- 
rige de  l'est  vers  l'ouest  en  Europe,  traverse  le  détroit  de  Gibral- 
tar, et  ce  n'est  qu'après  lui  avoir  fait  parcourir  la  Mauritanie  et  le 
Sahara  que  l'auteur  le  signale  enfin  dans  les  contrées  où  l'on  a 
reconnu  son  existence  dès  les  temps  les  plus  reculés.  On  pourrait 
remarquer,  dans  cette  hypothèse  fantastique  du  cours  du  Nil,  le 
souvenir  de  légendes  arabes.  Voici,  en  eflet,  comment  l'explique 
Peschel  :  «  Les  Arabes  ont  été  particulièrement  ingénieux  dans 
l'explication  qu'ils  ont  donnée  de  la  bifurcation  surnaturelle  des 
fleuves.  Pour  les  fleuves  d'Afrique,  ils  imaginèrent  la  supposition 
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fausse  que  tous  devaient  recevoir  le  nom  de  Nil.  Une  conséquence 
presque  inévitable  de  cette  dénomination  irréfléchie,  c'est  qu'elle 
a  donné  lieu  à  l'erreur  que  tous  les  fleuves  de  l'Afrique  devaient 
être  les  rayonnements  d'un  même  système  hydrographique.  »  La 
même  source  envoyait  un  bras  vers  l'est  dans  l'océan  Indien,  comme 
le  dit  aussi  Masudi,  et  vers  l'ouest  un  autre  fleuve  dans  lequel  on 
peut  voir  l'hypothèse  du  Niger,  dont  le  cosmographe  allemand 
parait  avoir  eu  aussi  connaissance^  mais,  comme  il  ne  pouvait  ex- 
pliquer pourquoi  un  tel  fleuve  provenait  de  l'Asie  orientale,  il  ne 
lui  resta  plus  que  de  changer  le  sens  de  son  cours.  Il  est  fort  pro- 
bable aussi  que  la  substance  de  ce  Chapitre  a  été  puisée  dans  des 
textes  arabes  ou  dans  des  cartes  arabes,  par  exemple  dans  les  cartes 
du  géographe  E^risi.  Les  cartes  géographiques  du  Vénitien  Ma- 
rino  Sanuto,  bien  supérieures  â  celles-ci,  ont  pu  emprunter  leurs 
données  inexactes  à  notre  Manuscrit,  parce  que  les  cartes  arabes 
ne  fournissaient  encore  que  des  renseignements  très-imparfaits  au 
sujet  de  l'intérieur  de  l'Afrique. 

L'auteur  a  supposé  que  la  Terre  est  située  au  milieu  de  l'atmo- 
sphère et  qu'elle  contient,  à  son  tour,  l'Enfer,  dans  lequel  on  ne 
trouve  que  du  soufre  et  du  feu,  où  doivent  s'arrêter  les  âmes  des 
trépassés.  Dante  Alighieri  a  largement  étendu  cette  doctrine,  qui 
appartient  spécialement  au  moyen  âge. 

Les  règles  suivies  pour  la  mesure  et  la  subdivison  du  temps  nous 
oflrent  le  sujet  de  quelques  remarques.  L'année,  dit  l'auteur  du 
Manuscrit,  se  compose  sensiblement  de  douze  mois,  le  mois  de 
quatre  semaines,  et  la  semaine  comprend  exactement  sept  jours. 
Le  jour  lui-même  est  subdivisé  en  quatre  parties,  nommées  qua- 
drans,  qui  renferment  six  heures.  «  Les  Juifs  et  les  Romains  »,  dit 
littrow,  «  divisaient  le  jour  naturel  en  quatre  durées  égales,  qu'ils 
appelaient  primas,  tertiœ,  sextœ  et  nonce.  Le  Bréviaire  de  l'Eglise 
romaine  a  conservé  jusqu'à  nos  jours  ces  dénominations.  »  Il  n'est 
donc  pas  étonnant  que  le  moine  écrivain  ait  adopté  les  mêmes  prin- 
cipes pour  la  subdivision  de  l'heure.  Il  la  compose  en  effet  de 
quatre  points  ^  le  point  lui-même  vaut  dix  moments,  le  moment 
douze  onces,  l'once  sept  atomes.  L'atome  de  temps,  qu'il  considère 
enfin  comme  indivisible,  est  cependant  supérieur,  comme  on  peut 
s'en  assurer,  à  la  seconde  sexagésimale  adoptée  dans  le  système 
usuel  de  division  du  temps. 
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Il  fait  correspondre  les  douze  mois  aux  douze  signes  du  Zodiaque, 
et  à  chaque  mois  trente  jours,  avec  trente  terties  homs  et  trente 
hisse  momenta.  Le  mot  bisse,  employé  par  le  cosmographe,  désigne 
ici  Tétymologie  ou  plutôt  Tabréviation  de  bissextus,  adoptée  déjà 
par  les  Romains  dans  leur  calendrier. 

Le  Traité  se  termine  par  un  aperçu  cosmographique  et  par  un 
résumé  anthropologique  et  ethnologique. 

Nous  avons  dit  que  TOuvrage  débutait  par  la  description  d'un 
instrument  particulier  pour  la  détermination  des  distances  des 
villes  et  des  royaumes.  Si  l'on  en  juge  par  la  description  assez  peu 
compréhensible  que  renferme  le  Manuscrit,  Tinstrument  dont  il 
s'agit  doit  se  composer  d'un  cercle  divisé  en  180  degrés,  qui  repré- 
sente Téquateur,  et  d'un  quart  de  cercle  concentrique  et  normal  au 
premier,  et  divisé  en  90  degrés,  qui  représente  le  méridien.  Ainsi 
la  position  de  chaque  point  du  globe  se  trouvera  définie  sur  la  Carte 
par  ses  coordonnées  géographiques,  longitude  et  latitude.  Quant  à 
la  réduction  des  distances,  elle  est  basée  sur  16  milles  au  degré 
du  méridien.  L'unité  de  mesures  ne  parait  pas  avoir  été  nettement 
fixée  ;  l'auteur  la  rapporte  à  la  fois  aux  Allemands,  aux  Italiens  et 
aux  Français.  Une  certaine  confusion  semble  régner  à  ce  sujet 
dans  son  esprit  ^  mais  il  est  intéressant  et  curieux  de  signaler  chez 
lui  un  essai  d'adoption  de  la  division  centésimale  du  grade  et  de  la 
minute.  R.  Wolf  en  a  attribué  l'idée  première  à  Henry  Gellî- 
brand  (*),  tandis  que  nous  donnons  la  preuve  de  son  invention 
deux  siècles  plus  tôt. 

Nous  arrivons  actuellement  à  parler  d'une  carte  plane,  spécimen 
dont  le  moyen  âge  ne  fournit  pas  d'exemples  nombreux.  Depuis 
longtemps  Ptolémée  en  avait  indiqué  la  méthode  et  le  principe  de 
construction^  il  dit,  en  effet,  que  l'on  ne  commettra  pas  grande 


(*)  Une  des  erreurs  bibliographiques  les  plus  surprenantes  est  celle  qui  attribue 
à  Gellibrand  l'œuvre  colossale  de  Briggs,  les  Tables  de  la  Trigonometria  Britannica, 
dont  Gellibrand  n'a  fait  autre  chose  que  surveiller  l'impression  et  compléter  la  Pré- 
face par  un  assez  médiocre  Traité  de  Trigonométrie.  Cette  erreur,  que  nous  avons 
déjà  plusieurs  fois  signalée,  a  évidemment  sa  source  dans  une  mauvaise  disposition 
typographique  du  titre,  où  le  nom  de  l'auteur  est  moins  en  vue  que  celui  de  l'éditeur. 
Telle  est,  du  reste,  l'opinion  actuelle  de  M.  Wo\t  (Gesch,  d.  jéstr,,  p.  352)  :  «  ...  wo 
Briggs  in  Ausfûhrung  einer  Idée  von  Vieta  das  Intcrval  o^oi  wahlte,  ..,,  Gellibrand 
dagegen  nur  Untergeordnctes  Ici&tete  ».  J.  H. 
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erreur  si  Ton  adopte  des  lignes  droites  pour  les  cercles  parallèles 
aussi  bien  que  pour  les  cercles  méridiens.  Seulement  cette  pré- 
caution n'a  pas  été  généralement  observée.  «  Des  copistes  outre- 
cuidants »j  nous  dit  d'Avézac,  «  avaient  dès  le  xiv*  siècle,  à. ce 
qu*il  semble,  substitué  de  leur  chef,  au  parallélisme  des  méridiens 
adopté  par  Tauteur  grec,  la  convergence  sollicitée  par  l'inégalité 
de  valeur  des  degrés  de  longitude  sur  les  deux  parallèles  extrêmes, 
tout  en  maintenant  d'ailleurs  en  lignes  droites  et  les  méridiens  et 
les  parallèles.  Et  c'est  exclusivement  en  cette  forme  altérée  (desti- 
née à  devenir  bientôt  la  plus  usuelle  de  toutes)  que  parurent,  dans 
les  éditions  imprimées,  les  cartes  de  détail  du  géographe  alexan- 
drin. »  Dans  le  cas  actuel,  la  projection  adoptée  se  rapproche  beau- 
coup de  celle  de  Mercator  *,  mais  elle  ne  s'étend  pas  h  l'univers  entier, 
et,  au  lieu  de  modifier  les  degrés  de  latitude,  l'auteur  les  a  laissés 
de  même  intervalle^  ce  qui  n'entraîne  pas  à  des  erreurs  bien  graves. 
L'Ouvragfe  contient  un  Tableau  de  positions  géographiques  éva- 
luées en  degrés  et  minutes  de  longitude  et  de  latitude.  Le  zéro 
adopté  comme  point  de  départ  est  le  Paradis  terrestre  ou  Éden. 
Deux  colonnes  renferment,  en  outre,  l'indication  de  la  durée  du 
plus  long  jour  dans  chaque  localité,  en  heures  et  minutes.  11  est  à 
observer  que  l'auteur  suppose  le  jour  constamment  de  douze  heures 
dans  l'Ëden,  ce  qui  n'est  guère  compatible  avec  la  situation  géo- 
graphique de  ce  lieu,  par  rapport  à  l'Europe  par  exemple.  L'Eden 
(ou  Arin)  est  figuré  sur  la  carte  en  un  point  qui  correspondrait, 
sur  nos  cartes  modernes,  à  la  Tartarie  ou  au  Thibet.  Le  Gange  y 
prend  sa  source,  et  l'auteur  en  fait  descendre,  à  tort,  les  deux 
fleuves  du  Tigre  et  de  l'Euphrate.  Sans  accorder  à  ces  erreurs  plus 
d'attention  qu'elles  n'en  méritent,  il  sera  curieux  de  rapporter 
l'appréciation  de  Ristoro  :  «  Ils  sont  comme  ceux  qui  auraient  deux 
fois  l'année  l'été  et  deux  fois  le  printemps,  et  récoltent  deux  fois 
l'année  le  blé  et  les  fruits,  et  ceux-ci  habitent  sur  le  cercle  de 
l'équateur-,  et  dans  ce  lieu  ils  ont  fondé  une  cité,  qu'ils  ont  appelée 
Arin;  et  ce  lieu  est  tempéré,  parce  que  le  Soleil  passe  toujours 
autant  sous  la  Terre  que  sur  la  Terre,  de  sorte  que  les  jours  y  sont 


constamment  égaux  aux  nuits.  » 


Ceci  expliquerait,  au  moins,  pourquoi  la  latitude  a  été  supposée 
nulle. 

Le  méridien  de  Jérusalem  est  juste  à  90  degrés  de  celui  du  Pa- 
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radis.  Enfin  le  Tableau  renferme  en  tout  quatre-vingt-six  position» 
géographiques.  Le  report  de  ces  nombres  sur  une  carte  usuelle  con» 
duirait  à  un  assemblage  incohérent  de  résultats  exacts  et  de  résul- 
tats inadmissibles.  Wolf  attribue  les  erreurs  de  ce  genre  qui  se 
rencontrent  dans  d'autres  recueils  géographiques  à  ce  que  la  dé- 
termination de  la  hauteur  du  pôle  se  faisait  au  gnomon,  dans  le 
cours  du  XVI*  siècle  et  même  du  xvii®,  ce  qui  explique  pourquoi 
la  plupart  des  latitudes  étaient  trop  faibles,  comme  on  peut  le  re- 
connaître dans  Apian. 

M.  Giinther  a  construit,  d'après  la  Table,  le  planisphère  de 
l'Europe  et  de  la  Méditerranée,  et  vérifié  les  erreurs  qui  ailectent 
en  particulier  le  contour  de  la  Péninsule  Ibérique.  La  côte  de 
Portugal  y  dessine  le  côté  nord.  Cependant  la  forme  générale  est 
quadrangulaire,  au  lieu  d'être  triangulaire  comme  on  Tobservait 
dans  les  cartes  d'Edrisi.  Mais  l'analogie  devient  plus  manifeste  dans 
le  dessin  des  contrées  orientales,  ce  qui  donnerait  lieu  de  supposer 
que  notre  cartographe  a  éprouvé  l'infiuence  arabe. 

Le  Tableau  des  positions  géographiques  renferme  également 
l'indication  de  la  longueur  des  jours,  donnée  en  heures  et  minutes. 
11  oiTre,  au  point  de  vue  mathématique,  une  particularité  digne  de 
remarque.  Partout,  dans  ce  Tableau,  les  nombres  sont  disposés  avec 
méthode,  les  unités  de  même  ordre  les  unes  sous  les  autres.  Cepen- 
dant, lorsque  le  nombre  des  minutes  est  compris  entre  o  et  lo,  il 
est  quelquefois  écrit  correctement,  mais  souvent  encore  précédé 
d'un  zéro  qui  supplée  ainsi  aux  dizaines. 

Le  Tableau  est  suivi,  dans  le  Traité  de  Cosmographie,  d'un  docu- 
ment dont  il  y  a  lieu  de  signaler  le  but.  L'ensemble  dont  il  s'agit 
contient  les  règles  à  suivre  pour  déterminer  les  centres  du  Soleil 
et  de  la  Lune.  Les  éphémérides  des  mouvements  se  rapportent, 
dans  les  Tables  Alphonsines,  au  méridien  de  Tolède;  pour  les 
appliquer  à  d'autres  localités,  il  faut  tenir  compte  de  la  difiérence 
de  longitude  avec  celle  de  Tolède.  Dans  l'exemple  choisi  pour 
l'explication  de  la  règle,  il  est  question  de  la  ville  de  Cologne 
(Koln),  et  l'on  trouve  une  différence  de  longitude  de  i6**3o',  que 
l'on  évalue  eu  temps,  en  faisant  correspondre  i  degré  à  4  minutes, 
une  minute  d'arc  à  4  secondes,  etc.  Même  problème  et  même  ma- 
nière d'opérer  pour  les  éphémérides  des  planètes. 

Le  passage  du  système  décimal  au  système  duodécimal  est  très- 
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Isircment  cl  très-exactement  indiqué  dans  le  cours  de  ce  Traité. 
Il  est  iniéressantde  noter,  pour  l'histnîrc  de  la  Science,  qu'une 
mvcrsîon  du  procède  décrit  nous  donne  une  idée  de  la  métliode 
inplujée  en  ce  temps-là  pour  la  détermination  des  longitudes, 
es  œuvres  classiques  des  anciens  oin-cnt  un  poinl  commun  pour 
ettc  importante  opération,  que  Ptolémée  et  Hipparque  avaient 
iresquc  esclusivemeut  fondée  sur  les  éclipses  de  Lune,  malheu- 
eUsement  trop  rares;  il  ne  restait  plus  qu'A  faire  une  évaluation 
lireete  de  l'iieure.  Ce  procédé  primitif  exigeait  essentiellement  la 
irvsence  d'un  même  observateur  aux  deux  points,  de  grands  dé- 
jaeemenls,  des  horloges  bien  réglées,  et,  mieux  encore  que  l'ob- 
irvation  d'écIipses  de  Soleil  et  de  Lune,  la  fondation  des  théories 
S  Tables  astronomiques  exactes.  On  songea  d'abord  à  déterminer 
'avauee  rinsiaril  de  ces  pliénomènes  pour  un  lieu  donné  :  un 
ou|>  d'œil  sur  l'Âlmanach  évitait  la  peine  du  voyage  de  l'observa- 
Bur,  Tel  fut  le  sens  des  propositions  d'Oronce  Finéc  et  des  mesures 
il]iu:mais  ces  procédés  se  ressentaient  encore  de  l'iniluence 
une,  tout  cil  tenant  compte  des  améliorations  réalisées  dans 
tbodc  des  clironomctres  portatifs  de  (iemma  et  des  distances 
lunaires  de  ^Ve^^e^. 

Pour  compléter  le  plan  du  ce  Mémoire,  il  y  aurait  encore  à  par— 
1er  d'un  document  écrit  en  allemand,  le  seul  de  celle  langue  qui 
partie  de  celte  volumineuse  compilation.   Il  seiiUile  avoir  été 
it  par  une  auln-.  main  que  celle  du  moine  Dieirîcti  RuDi.  Il  doit 


un  cahier  de  notes  et  de 

1  autre  moine  pour  sup- 

des   trois  quarts  de  ce 

1  du  séjour  des  bienheureux. 

l'anleur  pour'représenter  le 


monter  au  kv"  siècle,  et  parait  avoir 

Kl)  se  igné  me  uls  reeiielllis  par  les  soins 

pJécr  â  un  certain  nombre  de  livres. 

scril  renferment  la  descriplioi 

!  point  de  vue  auquel  s'est  placé 

rslvine  de  l'univers  est  encore  si  primitif,  ou  pour  tnïcux  dire  si 

wif,  que,  si  nous  n'avions  allaîre  à  un  obscur  compilateur,  cloitré 

■idans  un   couvent    quelconque   de   l'AUcmagne,    nous    n'oserions 

Ktnêmc  en  parler.  Il  n'en  sera  point  question  davantage;  par  contre, 

1  faudra  signaler  un  écrivain  qui  attire  l'attenlion  par  la  simplicité 

i  la  naivelé  de  son  Ouvrage  sur  les  trente-quatre  subdivisions  du 

Kstémc  de  l'univers  :  nous  voulons  parler  du  savant  magister  alle- 

lund  Johann  de  Gmunden  (  1 38o- 1 44^  )  ■ 

Lv  Traité  débute  par  le  titre  que  voici,  écrit  eu  lettres  rouges  : 


•' 
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chose  ce  qui  lui  semblait  être  la  partie  la  plus  importante  de  sa 
science.  Et,  en  clFet,  le  point  capital  auquel  on  reconnaît  la  doc- 
trine péripatéticienne,  depuis  Aristote  jusqu'à  Copernic,  peut  se 
résumer  dans  les  propositions  suivantes  :  la  sphéricité  du  monde  et 
de  la  Terre,  Thypothèse  d'une  zone  terrestre  inhabitable,  de  la 
répartition  des  terres  et  des  eaux,  d'une  situation  déterminée  des 
quatre  éléments,  la  disposition  du  ciel  étoile  comme  cause  pre- 
mière du  mouvement.  11  était  donc  intéressant  de  pouvoir  appré- 
cier, sous  un  nouveau  côté,  un  mathématicien  ayant  plus  de  mé- 
rite que  de  notoriété.  H.  B. 


»»< 


6UNTUER  (S.).  —  Studibn  zur  Geschichtb  der  mathematischen  und  pht- 
siKALiscflEN  Geographie.^V  Heft.  —Jean  fVerner  de  Nuremberg,  et  ses  con- 
tributions à  la  Géographie  mathématique  et  physique,  (  p.  277-382  ;  7  fig.  ) 

Jean  Werner  était  né  le  i4  février  i468,  à  Nuremberg.  Il 
étudia  la  Théologie  dans  les  universités  allemandes,  puis  les  sciences 
dans  leur  mère  patrie,  l'Italie.  Il  revint  à  Nuremberg,  où  il  passa 
les  trente  dernières  années  de  sa  vie  (i 498-1 5 28). 

Dès  son  jeune  àgc,  il  avait  cultivé  les  Mathématiques  et  l'Astro- 
ftomie.  11  lit  des  observations  astronomiques  durant  son  séjour  à 
Borne  ^  mais  nous  ne  pouvons  juger  que  très-imparfaitement  l'es- 
prit dans  lequel  il  les  a  dirigées. 

On  connaît  de  Werner  deux  compilations,  dont  l'une  est  spé- 
cialement mathématique  et  astronomique,  tandis  que  l'autre,  dont 
nous  aurons  à  parler  plus  en  détail,  traite  de  questions  géogra- 
phiques. D'autres  Ouvrages,  parmi  lesquels  un  Recueil  arithmé- 
tique, n'ont  pu  être  édités  et  semblent  avoir  été  perdus  au  temps 
de  Doppelniayer.  Enûu  quelques  écrits  de  Werner  ont  eu  la  bonne 
loKane  d'être  tirés  de  l'oubli  par  des  bibliophiles  distingués, 
jL.  Alantsee,  Bousquet,  Teubner. 

Les  écrits  de  Werner  sur  les  sections  coniques  et  sur  le  cône 
renferment,  suivant  une  judicieuse  remarque  de  M.  Chasles,  la 
pnranière  notion  des  recherches  synthétiques  suivies  par  Desargues, 
Pascal  et  La  Hire.  Son  travail  sur  la  duplication  du  cube  (pro- 
blème déliaque  )  contient  des  idées  nouvelles  sur  l'Optique  et  la 
Géométrie.  On  a  aussi  de  lui  un  Mémoire  curieux  pour  l'histoire 
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de  la  résolution  graphique  des  équations  algébriques,  à  propos 
du  célèbre  problème  d'Archimède  :  Div^iser  une  sphère  par  un  plan 
dans  un  rapport  donné.  11  le  ramène  à  Tîntersection  d'une  ellipse 
avec  une  hyperbole.  Enfin,  au  témoignage  de  Heilbronner,  cité  par 
M.  Chasles,  Werner  aurait  même  essayé  une  restitution  des  cé- 
lèbres porismes  d'Euclide. 

Nous  arrivons  maintenant  à  un  examen  plus  suivi  des  écrits  de 
Werner,  dont  la  collection  forme  une  compilation  assez  volumi- 
neuse dans  la  bibliothèque  de  Nuremberg.  On  y  trouve,  au  début, 
une  introduction  géographique  de  Pierre  Apian  aux  savantes  an- 
notations de  Werner,  explication  et  appréciation  de  toutes  les 
opérations  que  Ton  peut  cfTectuer  en  Géographie  par  sinus  et 
cordes,  eny  joignant  le  rayon  astronomique  et  un  quadran  nouveau, 
bien  plus  utile  que  le  météoroscope  qu'il  remplace.  Puis  viennent, 
pour  mémoire,  d'autres  écrits  ou  commentaires  de  Bessarion,  de 
Seb.  Munster  et  d'Ulmer. 

Le  premier  travail  de  Werner  est  une  étude  analytique  du  com- 
mencement de  la  Géographie  de  Ptolémée. 

Le  Chapitre  suivant  renferme  l'étude  de  la  méthode  de  mesure 
du  degré  du  méridien,  due  à  E^àtosthène,  bien  qu'il  ne  spé- 
cifie point  cette  désignation.  On  y  trouve,  dans  une  série  de 
notes,  l'énoncé  et  la  démonstration  de  propositions  assez  impor- 
tantes. 

La  sixième  note  se  rapporte  à  la  détermination  de  la  déclinaison 
du  Soleil.  Les  Tables  de  Georges  Peurbach  et  de  Domenico  Maria 
de  Bologne  assignaient  à  l'obliquité  de  l'écliptique  une  valeur 
de  23^28'  à  23^29'.  Jacoli  a  fait  ressortir  le  mérite  des  recherches 
de  ce  dernier  astronome.  Il  a  montré  aussi  quelle  notion  Werner  a 
pu  avoir  des  nombres  donnés  par  Domenico  Maria. 

La  septième  remarque  renferme  la  détermination  de  la  hauteur 
du  pôle,  le  jour,  au  moyen  de  la  culmination  méridienne  du  Soleil; 
la  nuit,  au  moyen  de  la  déclinaison  d'une  étoile,  déterminée  d'a- 
vance. Werner  indique  aussi  une  méthode  fondée  sur  l'observation 
de  Tétoile  polaire,  et  l'emploi  des  Tables  de  Regiomontanus,  qui 
donnent  les  corrections  à  faire  à  la  longitude  et  à  la  latitude,  in- 
diquées pour  l'an  i5oo  dans  les  Tables  alphonsines.  Werner  déduit 
la  hauteur  du  pôle  de  la  moyenne  arithmétique  des  culminalioiti 
méridiennes  d'une  étoile  de  perpétuelle  apparition.  Sa  métli0(A#;; 
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uferme  le  principe  de  colle  qui  a  servi  plus  tard  à  la  rôsoluliou 
Bassîc]ue  du  problème  de  Douwcs. 

I  La    neuvième;   remarque   définît,    «l'une    manière   géométrique 
z  compliquée,  l'angle  >le  position  du  deux  lieux,  comme  angle 

ttpris  entre  le  méridien  de  l'un  avec  l'arc  de  grand  cercle  qui 
e  pninl  â  l'autre.  Wcrner  indiqut-  l'emploi  du  gnomon  pour 

II  détermination  de  la  hauteur  du  Soleil. 

[  Vf,  corameulaire  du  quatrième  Cliapitre  s'étend  sur  les  mélliodes 
B  ûxatiou  des  positions  géographiques  en  usage  chez,  les  anciens. 
h>*auteur  en  critique  le  peu  d'exactitude  et  en  examine  surtout 
fabsencc  de  moyens  de  mesure  des  longitudes.  8c  fondant  sur 
l'observation  d'une  éclipse  de  Lune  datée  du  i8  janvier  i497i 
Wcruer  cssave  de  eompartT  les  situations  de  Home  et  de  Mu- 
labi-rg;  mais  les  résultats   ainsi  obtenus  rcufermcnt  quelques 


iNous  trouvons,  daus  la  troisième  note,  la  descrîpLion  d'un  instru- 

nt  destiné  â  la  détermination  de  la  distance  angulaire  de  deux 

nts  de  la  sphère.   Ce  n'est,   en  ré.ilité,  qu'un  bnton  astrono- 

Vfjue,  portant  une  graduation.  La  disposition  était  la  même  que 

;elui  qui  avait  servi  â  l'observation  de  la  comète  de  147^ 

r  J.  Millier.  Werner  donne  une  description  détaillée  de  cet  în- 

trument,  qui  consiste  en  une  règle  le  long  de  laquelle  se  déplace  un 

r  rectangulaire  plan.  On  vise  du  l'extrémité  de  la  règle,  et 

1  amène  le  curseur  dans  une  situation  telle,  que  les  rayous 

I visuels  passant  par  ses  angles  aboutissent  aux  deux  points  de  la 
iphère  céleste.  La  graduation  de  la  règle  indique  immédiatemeut 
l*augle  sous-tendu,  qui  peut  varier  de  10  à  60  degrés.  Ces  gradua- 
^ous  dépendent  de  la  variation  des  cotangenics 


l'o 


prn- 


fermeiit  l'e) 

tliode  dc-s  distances 
suivre,  et  conclut  en  faisant 


^ 


Les  sixième  cl  septième  remarques  rei 
Ique  de   ces  mesures  et  îles  bases  An 
lunaires.  Werner  indique  la  marel 
appel  à  l'autorité  de  l'Âlmageste. 

Il  est  iatéres.saul  de  noter  les  principales  applications  qui  en  ont 

faîtes  par  Laeaille,  en  i^iîo,  a  son  voyage  au  Cap;  Maskelyne, 

1761,  â  son  voyage  â  Sain  te- Hélène;  ^iebuhr,  à  son  voyage  en 

,rabie.  Bouj^uer  a  eu  l'idée  de  substituer  aux  distances  de  la  Lune 

lus  hantcurs  de  cet  astre,  mais  cette  méthode  olfrc  moins  de  pté- 

Hsion.  Celle  que  Werner  a  adoptée  a  fait  l'objet  d'un  examen  ap- 


I       t 
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I  au-dessus  de  leurs  positions  sur  la  carte  le  sombre  des 
1  demi-cLTcle ,  puis  le  nombre  de  degrés  entre  la  règle  et 
lien  du  lieu  donné  ;  mesurons  la  ligne  qui  les  comprend  : 
nera  l'angle  île  position  chercbé. 

nièrc  Partie  de  notre  Traité  est  consacrée  à  une  représen- 
1  de  la  Terre  sur  un  plan,  en  suivant  les  instructions  précé- 

De  l'étude  attentive  des  œuvres  de  J.  Wcrncr  on  peut  dégager 
lusions  importantes  pour  l'Iiisloirc  des  Matbéma- 
^oes.  Los  priiieipaux  résultats  obtenus  par  3.  Werner  dans  le 
imaïnc  de  ces  sciences,  envisagées  sous  leur  aspect  le  plus  g^- 
iral,  peuvent  être  résumés  ainsi  qu'il  suit   : 

I.  Weruer  est  le  premier  astronome  qui  ait  attiré  l'attention 
B-la  méthode,  si  tardivement  appréciée,  de  détermination  de  la 
uteur  du  pùle  au  moyeu  des  culminations  inférieure  et  supé- 
tnre  d'une  étoile  eircuinpolairc,  et  qui  ait  alTrancbi  ta  détcrmi- 
itJon  des  latitudes  géographiques  des  nombreuses  causes  d'erreur 
roTCnant  des  observations  de  la  hauteur  du  Soleil. 

II.  On  lui  doit  ]<•  [>robléme  des  longitudes  en  mer.  II  en  ramena 
premier  la  sulutlun  à  de  nouvelles  théories,  basées  sur  les  dis- 

inces  de  la  Lune  au£  étoiles  fondamentales. 

ni.  La  modîficalion  qu'il    apporta   à  l'antique  rayon  astrono- 
Ih'i/ue,  ainsi  que  lis  nouvelles  Tables  corrigées  pour  la  division 
He  cet  instrument,  doivent  faire  époque  dans  l'iiîstoire  des  Instni- 
iKuts  d'observation. 
► 

I  IV.  L'esprit  de  combinaison  de  Werner  a  contribué  à  éclaircir  la 

llurrc  et  confuse  méthode  à  l'aide  de  laquelle  les  anciens  géogra- 

jbes  s'efforçaient  de  corriger  les  erreurs  qui  affectaient  les  descrip- 

IDOS  topographiques  laissées  par  les  explorateurs  et  les  navigateurs. 

V.  En  matière  de  dessin  cartographique,  Werner  n'a  pas  précî- 

Bt  inventé  les  projections  en  forme  de  coeur,  mais  il  leur  a 

i  nue  base  scientifique  et  leur  a  fait  accomplir  un  progrès 

né.  Au  nombre  des  principes  nouveaux  les  plus  importants, 

ent  mentionner  au  moins  le  principe  de  la  représentation 

•lente. 
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\l.  De  même,  pour  la  projection  stéréographiquC)  inventée  par 
les  anciens,  Werner  n'a  fait  que  la  réinventer,  mais  il  a  introduit 
un  nouveau  point  de  vue  dans  le  procédé,  car  il  a  enseigné  à  re- 
présenter la  sphère  en  prenant  pour  centre  de  projection  un  point 
quelconque,  autre  que  le  pôle  ou  un  point  de  Téquateur,  exclusi- 
vement employés  jusqu'alors. 

\TI.  L'étude  que  Werner  a  faite  des  écrits  d'Amirucius  a  con- 
tribué à  améliorer  dans  son  principe  même  la  solution  du  pro- 
blème fondamental  de  la  Géographie  mathématique  :  Ev^aluer  la 
longueur  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  réunit  deux  *points  dont 
on  connatt  les  coordonnées  sphériques. 

Vin.  La  manière  dont  il  a  traité  le  problème  inverse  n'est  pas 
moins  originale  au  point  de  vue  mathématique.  Etant  données  les 
latitudes  et  la  distance,  en  conclure  la  diilérence  de  longitudes  ;  et 
grâce  à  une  méthode  indirecte,  mais  claire  et  applicable  à  un  point 
qui  ne  soit  pas  trop  éloigné,  il  a  abordé,  par  un  côté  entièrement 
nouveau,  le  difficile  problème  de  la  détermination  des  longitudes 
géodésiques. 

La  Météorologie  descriptive  tient  une  assez  grande  place  dans 
l'Ouvrage  de  Werner,  mais  elle  se  ressent  de  l'influence  astrolo- 
gique du  moyen  âge  :  ce  n'est,  en  réalité,  que  de  l'Astroméléo- 
rologie. 

L'hypothèse  d'une  influence  des  phénomènes  célestes  sur  notre 
atmosphère  parait  avoir  pris  naissance  chez  les  Grecs.  On  en  trouve 
le  premier  indice  â  l'époque  de  la  guerre  du  Péloponèse.  L'occu- 
pation des  astronomes  grecs,  d'après  Ideler,  était  d'observer  les 
phénomènes  et  de  tenir  des  Tables,  où  devaient  aussi  figurer  les 
principaux  changements  de  temps.  Elles  s'appelaient  Parapegmes 
(fzafamyiuL'zai)^  parce  qu'elles  étaient  portées  par  voie  d'affiches  â 
1^  connaissance  du  public.  Méton  perfectionna  l'emploi  de  ces 
Tables;  il  y  ajouta  Tindication  des  solstices,  des  levers  et  couchers 
des  étoiles  tixes  et  du  temps  observé  dans  le  cours  de  sa  période  de 
dix-neuf  ans.  C'était  un  premier  pas  vers  la  prédiction  du  temps. 
Cet  art  prit  un  nouvel  essor  avec  Plolémée.  Le  célèbre  astronome 
d'Alexandrie  imagina  de  noter  les  aspects  des  planètes  et  leur  in- 
fluence sur  l'atmosphère,  ce  qui  contient  le  germe  des  doctrines  de 
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FAstrologîe  naturelle.  Le  moyen  âge  les  accepta  et  les  suivit  sans 
réserve;  les  Arabes  les  accueillirent  pareillement,  ^ous  les  retrou- 
vons, soos  une  forme  curieuse,  dans  les  éciîts  d'un  Anglais,  John 
Elschvid,  auteur  d'un  Livre  publié  vers  i347  ^^  appelé  ordinai- 
rement Somme  anglicane,  mais  plus  exactement  Encyclopédie 
judiciaire  des  accidents  du  monde.  Il  j  est  question  des  influences 
du  chaud,  du  froid,  de  la  sérénité  du  ciel,  de  la  pluie,  de  la  neige, 
de  la  grêle,  du  vent,  du  tonnerre,  des  tremblements  de  terre,  de  la 
peste,  de  la  disette  et  de  la  guerre.  On  peut  donc  prévoir,  d'après 
cela,  que  W'emer  devait  suivre  une  voie  devenue  classique  depuis 
long;temps. 

L*eQsemble  de  ses  observations  météorolc^ques  lui  suggéra 
biemôi  le  projet  de  les  résumer  dans  une  monographie  spéciale, 
deslinoe  à  être  publiée  après  sa  mort.  Jean  Schocmer,  alors  pro- 
fesseur de  Mathématiques  à  ?kuremberg.  se  chai^ea  des  frais  de 
l'édition  et  dédia  TOuvragc  au  médecin  Otto  Flosser.  La  jeunesse 
studieuse  avait  besoin,  d'après  lui.  plutôt  d'crxemples  pratiques 
que  de  Livres  théoriques.  Le  Journal  d'observations  de  \V'emer 
5emblait  devoir  remplir  exactement  cette  condition,  et  Téditeur  ne 
crojait  poovmr  mieux  faire  que  de  le  dédier  à  un  médecin ,  at- 
tendu qu'il  regardait  la  Météorologie,  cette  branche  de  la  Plivsi«|ue. 
comme  un  aunliaire  précieux  pour  la  Médecine.  L'autorité  de 
Galien  et  d'Hippocrate  avait  consacré  depuis  lon^temp^  l'idée  que 
chaque  tempérament,  par  exemple,  était  soumis  a  l'influence  spé- 
ciale du  cours  des  planètes. 

Le  Journal  de  Wcmer  renferme  Tindication  de  quelques  règles 
fondamentales.  Wemer  regarde  le  Soleil  comme  le  promoteur  de 
tons  les  phénomènes  météorologiques,  sans  oublier  pour  cela  l'in- 
fluence «les  planètes,  qui,  par  leur  nature  chaude  ou  froide,  ou  bien 
encore  par  leurs  conjcrndîons  et  oppositions,  modifient  la  t^rmpéra- 
tnre  d*nne  saison  de  l'année.  Sons  ce  rapport.  Kepler  a  étéenc^^ 
pins  précis  que  Weraer.  Mais  vAr*:  météor^jio^vU;  ne  limite 
pas  Tinflncnre  des  fiuÈèUt»  anx  ci!>abîaaiM>as  de  leurs  situations, 
11  attriboe  aussi  des  ckangeuMnts  de  tempr^  4  la  #xiOK/n#.tion  dev 
planètes  avec  des  étoiles  fixe^  d>!r  la  r^^jn  6^  J  érii^iquoir. 

Le  relevé  de  la  sitaïtion  fj-sriLkllpiT*:  -iyi  t^rospi  ^j^zt  1  anué^  iS  f  3 
est  tenn  avec  nn  *ra£»i  s^ito.  (iaq^*:  pftnPnvrjB^^T*^  fk^f't^cr^i:  e*l  at- 
tribué à  Taspect  a«<roJo>rk{W:  «^  ^4a*V:^.  f  Jt#>fM  nn  pM«a;;^  an 
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hasard  :  n  Du  7  au  i5  mars,  la  constante  sérénité  de  l'atmosphère 
doit  être  expliquée  par  Tentrée  de  Vénus  dans  le  Taureau.  Aussitôt 
que  cette  planète  se  trouva  en  opposition  avec  Saturne,  il  se  pro- 
duisit un  changement  de  temps,  etc.,  etc.  »  Tout  cet  Âlmanack 
parait  inspiré  des  principes  de  T Astrologie  judiciaire;  c'est  une 
collection  d'horoscopes  entremêlés  de  théories  astronomiques  et 
météorologiques,  dont  Kepler  a  réuni,  sous  le  titre  de  Margi- 
nalia  ex  E phenieridibus ,  une  collection  semblable,  embrassant 
une  durée  totale  de  vingt  ans  (16 17-1 636)  (voir  Bulletin,  t.  XI, 
p.  71;  1876).  Des  documents  de  celte  nature  peuvent  avoir  une 
très-grande  utilité  pour  l'histoire  de  la  Météorologie;  il  y  a 
intérêt  à  connaître  au  moins  les  Ouvrages  qui  les  renferment. 

Le  Recueil  se  termine  par  une  diatribe  dirigée  contre  les  astro- 
logues, qui  établissent,  pour  un  lieu  déterminé,  des  prédictions 
qu'ils  croient  applicables  à  tout  l'univers,  sans  se  préoccuper  des 
influences  dimatologiques  :  «  Ce  qui  s'observe  à  Nuremberg  ne 
saurait  avoir  lieu  à  Rome,  où  la  chaleur  du  Soleil  est  plus  grande 
et  le  climat  beaucoup  plus  doux.  »  Des  observations  météorolo- 
giques pareilles  à  celles  de  Werner  se  trouvent  dans  les  écrits  de 
David  Fabricius,  astronome  bien  connu  par  la  correspondance 
active  qu'il  entretint  avec  Kepler.  Ces  observations  commencent 
en  1 590  et  embrassent  une  partie  de  la  période  étudiée  par  Tyclio 
Brahe. 

M.  La  Cour  a  publié  récemment,  pour  la  première  fois,  un  Jounial 
d'observations  météorologiques  recueillies  par  Tycho  Brahe,  \^ 
rénovateur  des  méthodes  d'observation  (voir  Bulletin,  t.  XII, 
I2,  U*  Partie,  p.  196).  Tycho  a  noté  l'état  du  temps  et  b 
circonstances  atmosphériques  pour  chaque  jour,  durant  une  pé- 
riode de  quinze  ans,  de  i582  à  1597,  q^'i^  passa  à  Uranibourg. 
L'extrait  suivant  permettra  de  juger  la  précision  d'observations 
faites  sans  le  secours  d'instruments. 

23  av^ril  iSgo.  —  Vent  de  nord  avant  midi;  calme;  vent  d'ouest 
après  midi  ;  temps  calme  et  passablement  clair. 

24.  —  Assez  pur  avant  midi;  éclat  du  Soleil;  temps  cal uie, 
chaud,  mais  avec  courants  frais  de  veut  de  sud  par  intervalles. 
A  l'est  et  à  l'ouest,  près  de  l'horizon,  une  nuance  grise,  plus  mar- 
quée à  l'est  qu'à  l'ouest.  Même  temps  après  midi,  sauf  qu'il  n'exis- 
tait plus  de  brumes  autour  de  l'horizon. 


I 
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s5.  —  Soleil  radieux^  assez  chaud;  avec  rafales  de  vent  frais 
de  sud  par  intermittences. 

a6.  —  Soleil  radieux  5  vent  de  nord-est,  froid  et  assez  fort,  par 
moments,  pour  pousser  les  navires  à  pleines  voiles.  Le  ciel  est  par- 
semé çà  et  là  de  quelques  nuages  blancs  et  noirs. 

M.  La  Cour  a  eu  l'idée  de  figurer  par  des  courbes  ces  données 
météorologiques,  d'après  les  règles  actuellement  suivies.  11  a  ainsi 
acquis  la  preuve  «  que  Tétat  général  de  l'atmosphère,  rapporté  au 
même  calendrier,  était  le  même,  il  y  a  près  de  trois  cents  ans,  que 
de  nos  jours  ». 

Nous  avons  épuisé  tout  ce  que  les  écrits  de  Werner  pouvaient 
donner  d'utile  à  la  Science  moderne.  Au  point  de  vue  de  la  Géo- 
graphie mathématique,  Werner  a  laissé  des  travaux  importants. 
Ses  contributions  à  l'histoire  de  la  Météorologie  oilrent  aussi  un 
grand  intérêt,  mais  elles  semblent  moins  en  rapport  avec  l'objet 
des  Mémoires  analysés  jusqu'à  présent. 

Si  donc  M.  Gûnther  a  cru  devoir  leur  consacrer  aussi  une  large 
place,  c'est  parce  que  les  écrits  de  Werner  lui  ont  otfert  l'attrait 
particulier  que  trouve  toujours  un  ami  de  la  Science  aux  oeuvres 
d'un  géomètre  qui  a  illustré  sa  ville  natale.  H.  13. 


',\  ^' 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRES  ; 
Par  m.  CH.  HERMITE  ('). 

C'est  à  Euler  qu'est  due  la  première  méthode  d'intégration  de  ces 
équations  dans  le  cas  où,  les  coefficients  étant  supposés  constants, 
l'équation  a  la  forme 


(*)  M.  Hermite  a  bien  touIu  nous  autorisera  faire  connaitre  à  nos  lecteurs  cotte 
belle  Leçon,  qui  fait  partie  de  son  Cours  d' Analjrse  de  l' École  Polytechnique,  i*  année; 
noas  publions  la  rédaction  faite  par  les  élèves  dans  Tannée  \^')\^\%']^. 
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Cauchy  a  ensuite  donné  une  seconde  mélhode,  qui  est  celle  que 
nous  allons  exposer. 

A  cette  équation  différentielle,  Cauchy  a  rattaché  Téquation  algé- 
brique suivante, 

«  -h  (3«  -h  7«*  -h  .  .  .  -h  «**  =:  O, 

obtenue  en  remplaçant  les  dérivées  successives  de  la  fonction  y  par 
les  puissances  de  TiDConnue  z,  dont  les  exposants  sont  respective- 
ment égaux  aux  ordres  de  dérivation.  Soit  F  (z)  le  premier  membre 
de  cette  équation,  que  Cauchy  a  appelée  \ équation  camctéristique 
deTéquation  dillérentielle  proposée.  Si  nous  envisageons  l'intégrale 
suivante, 


où  n(z)  est  un  polynôme  entier  en  ^  à  coeflScients  arbitraires,  et  si 
nous  supposons  cette  intégrale  effectuée  en  faisant  décrire  à  la  va- 
riable z  un  contour  fermé  tout  à  fait  quelconque,  nous  allons 
montrer  que  cette  intégrale  est  une  solution  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  contour  ne  renferme  aucun  pôle  de 

la  fonction        ,   .    »  c'est-à-dire  aucun  point  qui  ait  pour  afiixe  une 

racine  de  l'équation  caractéristique,  Tîntégrale  est  nulle,  etj)=o 
est  bien  une  solution  de  l'équation  différentielle  proposée;  mais 
c'est  dans  le  cas  où  le  contour  renferme  des  pôles  que  nous  obtenons- 
effectivement  des  solutions. 

Pour  démontrer  ou  plutôt  pour  vérifier  ce  théorème,  formons 
les  dérivées  successives  de  l'intégrale  par  rapport  à  x\  nous  au- 
rons 


di       J  ~F{*) 
lh^~J        F(*)    ' 


dz^ 


•    •    •    •    •    t    •    • 


ÛÈ---J        F(=)      ''=' 


i 
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chacune  de  ces  intégrales    élant  toujours    supposée  eflecluée  le 
long  du  contour  fermé. 

Substituons  dans  Téquation  proposée  ^  le  premier  membre  de- 
vient 

Vn(2) 


/■ 


On  voit  que  F(z)  dispai^ait  comme  facteur  commun  et  que  Tin- 
tégrale  est  celle  de  e'-^n(z),  qui,  elFecluée  le  long  du  contour 
fermé,  est  nulle,  puisque  H  (2)  est  un  polynôme  entier.  L'équation 
est  donc  vérifiée,  ce  qui  démontre  que.  quel  que  soit  le  contour 
fermé  d'intégration,  l'intégrale 


/ 


est  une  solution  de  l'équation  proposée. 

Remarque.  —  ^(s)  élant  un  polynôme  de  degré  quelconque,  il 
semble  qu'il  entre  dans  la  solution  un  nombre  quelconque  de  con- 
stantes arbitraires-,  mais  il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est  au 
plus  égal  à  71.  En  effet,  on  peut  toujours,  si  ^{z)  est  de  degré 
supérieur  à  celui  deF(:?),  écrire  identiquement 

y  (z)  étant  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  inférieur  à  /i,  d'où 
Ton  tire 

mais,  en  intégrant  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  on  voit 
que  la  première  intégrale  s'évanouit,  puisque  4>(z)  est  un  polynôme 
entier,  et  il  ne  reste  que  la  seconde  où  ^ [z)  renferme  au  plus 
n  constantes  arbitraires,  puisque  son  degré  est  au  plus  égal  a 
//  —  I. 

Mous  allons  maintenant  passer  de  l'expression  de  la  solution  sous 
forme  d'intégrale  à  une  expression  sous  forme  explicite. 

Soit  S  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  — vr.Ap  qui  corrcs- 
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pondent  aux  racines  du  dénominateui*  affixes  de  points  intérieurs 
au  contour  d'intégration. 

L'intéf|;rale  aura  pour  valeur  2i7rS. 

Calculons  ces  résidus. 

Supposons  d'abord  que  Téquation  caractéristique  n'ait  pas  de 

11(3) 
racine  multiple,   et   décomposons  la  fonction  -y^  en  éléments 

simples.  On  peut  toujours  supposer  que  le  degré  TI[z)  est  in- 
férieur à  celui  de  F (^)  5  par  suite,  le  résultat  de  la  décomposition 
sera 

n(z]  A  B  L 

li '  z=z H -4-  ...  H • 

¥[z)       z  —  a       z  —  ù       '  '  '       z  —  / 

Faisons  r  =  /7  -f-  /t  dans  la  fonction  -  „,    .    :  elle  devient 

t(z) 


— -i ^^=e«'     r  4-  — H- h...  ) 

•(aH-«  \  1  1.2  / 


X  (  -p  -+-  /^  -h  7//  H-  r/«*  4-  .  .  .  j 


puisque  le  terme donne  seul  un  terme  en  -  •  Le  résidu  sera 

donc  égal  à  Ae^^'^  on  a  donc  pour  première  solution,  en  intégrant 
le  long  d'un  contour  qui  ne  contient  que  la  racine  a,  aiirA^* 
En  général,  le  contour  pouvant  contenir  un  nombre  quelconque 

de  pôles  de  la  fonction        .  y  '  '^  solution  générale  sera  de  la 

i'orme 

a,  &,  . . . ,  /étant  les  racines  de  l'équation  caractéristique,  et  A, 
B,  • . . ,  L,  71  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  nulles  et  qui 
renferment  le  facteur  niit. 

Supposons  maintenant  que  l'équation   caractéristique  ait  des 
racines  multiples,  et  soit 

¥{z)  =:{Z  —  ii]''''^  {z  —  Ùy-^K.  .  [z  -    /j'^-^'. 
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La  formule  de  décomposition  est  alors 

n(z]  __     A  B 

t»         —  ~t"  ■  T";"  "T"  .  •  • 

[Zj       z  —  u       [z  —  0] 

A,  B, 

-I — -     H ^-7-^-••. 


A.  B 


JNous  aurons,  en  faisant  z  =  a-^h^ 

nfrt-h//)       A      A,  A, 

les  termes  suivants  ne  contenant  pas  de  puissances  négatives  de  //  'j 
d'ailleurs, 

\  I  I  *  I  .  2*  / 

Pour  avoir  le  résidu  correspondant  à  z  =  a^  c'est-à-dîre  le  coeffi- 
cient du  terme  en  -  dans  le  développement  de  --ri A  e'^'^'^^K   il 

/i  '^'^  t(a-h/t)  ' 

suffit  de  multiplier  les  coefficients  des  termes  qui  se  correspondent 
dans  les  seconds  membres  des  deux  égalités  précédentes.  On  trouve 
ainsi  pour  expression  du  résidu,  et  par  conséquent  pour  une  solu- 
tion de  l'équation  diirérentirlle  proposée, 

/.         A,.r  A..r*     \ 

\  I  1 .2 ...  a/ 

La  solution  générale  sera  donc  de  la  forme 
et,  comme 

(a-f-i)-l-;;5-r  l^  -f- .  .  . -^  (  A  -v  l]  =  fi, 

ou  voit  que  la  solution  générale  contient  n  coefficients  Jt&ûCjntr  •  i 
Faisons  une  vérification  dans  le  cas  des  racines  àt 
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Montrons  d'abord  quej  =  Ae*^  est  une  solution;   nous  parti- 
rons de  là  pour  vérifier  la  solution  générale.  Soit  donc 

-f-  =  A  ac«', 


Substituant  dans  l'équation  dillérentielle,  le  premier  membre 
devient 

Or  le  second  facteur  n'est  autre  cbose  que  F  (a);  il  est  donc 
nul,  puisque  F{z)  =  o  admet  la  racine  a.  Donc  j  =  Ae*^  est  une 
solution. 

Je  dis  que,  sij^i  et  j^a  sont  des  solutions,  il  en  est  de  même  de 


En  cfTct,  si  l'on  a 

_  dr^  d^r^  d'*r^ 

il  vient,  en  ajoutant, 

«(Ji  H- jO -+- P  ^  (j^i  ■+-/«)-+- V  ;^  (ri -+-Ji) -H  •••=  o, 

ce  qui  montre  que  j*,  -f-  y^  est  une  solution.  Il  en  serait  de  même 
de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  solutions  de  la  forme 
Ke^y  ce  qui  vérifie  la  solution  générale 

Passons  au  cas  des  racines  multiples.  La  vérification  est  moins 
immédiate.  Nous  considérerons,  pour  y  parvenir,  une  transformée 
de  Téquation  différentielle  proposée,  dont  la  variable  z  sera  liée  à 
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la  variable  j)'  par  la  relation 


m  étant  une  constante  arbitraire.  Formons  les  dérivées  successives 
de  7^  ;  on  aura 


On  voit  que,  en  substituant  dans  IVquation  proposée,  on  obtient 
le  produit  de  e"*^  par  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées. 
Nous  avons  donc  identiquement 

«r  -+-  p  4^'  -4- . . .  -+-  3^  =  <?"*'  (  G  3  -f-  H  2'  -+- . .  .  4-  L  2«  ) . 
dx  dx'*^  ^  ' 

Pour  calculer  les  coefficients  constants  G,  H, . .  .  ,L,  remarquons 
ciue  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  Zj  qui  est 
une  fonction  quelconque  de  x.  Faisons  z  =  e^,  h  étant  une  con- 
stante; nous  devons  avoir  identiquement,  en  divisant  les  deux 
membres  par  le  facteur  e^'""*'^^^, 

Le  premier  membre  est  F(//i  -+-  //  )  *,  Tidentîté  précédente  devant 
•ovoir  lieu  quel  que  soit  A,  les  coefficients  G,  H,  . . .  doivent  être 
^gaux  respectivement  aux  coefficients  des  puissances  successives  de 
^i  dans  le  développement  de  F(m  -j-  A).  On  a  donc 

G^F(/7i), 
H=^F(//i), 


i .1 .  ,  .  n 


IwiVquation  transformée  est  donc  la  suivante  : 


^mx 


zF  //i)-h  -r^  [fn]  4-  -7-1  — ^ — ■  -h...    =0. 

|_       ^     '        dx      ^     '       €l.r^      1.2  J 
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Supposons  que  m  soit  une  racine  simple  de  Téquation  caracté- 
ristique; alors  F  (m)  =  o.  L'équation  précédente  commence  par  un 

terme  en  —  ;  elle  est  donc  vérifiée  si  Ton  suppose  que  z  est  uue 

constante  A.  L'équation  proposée  aura  pour  solution  correspon- 
dante 

Si  m  est  une  racine  double,  on  a  F(m)=o,  F'(m)  =  o;  la 

transformée,  commençant  par  un  terme  en  — j>  est  vérifiée  si  l'on 

suppose  que  z  est  un  binôme  du  premier  degré  en  j:(z= A-hBx). 
La  solution  correspondante  pour  l'équation  proposée  est 

j  =  c'"^(A-f-  Bj). 

On  verrait  de  môme  que,  si  m  est  une  racine  d'ordre  de  multi- 
plicité a  H-  I  de  la  caractéristique,  on  a  pour  solution  de  l'équation 
dilTérentielle 

A,  B,  • . . ,  L  étant  des  coefficients  arbitraires. 

INous  allons  maintenant  déterminer  les  constantes  arbitraires 
que  renferme  la  solution  générale  de  l'équation  différentielle  li- 
néaire, de  façon  que  pour  une  valeur  particulière  de  x,  pour  x=o 
par  exemple,  la  fonction  j^  et  ses  dérivées  successives  prennent  des 
valeurs  données. 

Voici  quelle  était  la  méthode  suivie  avant  queCauchy  eût  donne 
une  solution  générale  de  ce  problème.  Prenons  le  cas  où  F(r)  n'a 
que  des  racines  simples^  la  solution  est  de  la  forme 

On  forme  les  [n  —  i)  premières  dérivées,  on  y  fait  j:  =  o,  et, 
eu  égalant  les  valeurs  qu'elles  prennent  aux  valeurs  données 
joo'oî  •  •  «OoS  ^^  obtient,  pour  déterminer  A,  B,  .  .  .  L,  les 
H  équations  suivantes  : 

A     -f-  B     -h  ...  -4-  L     :=J'o, 
\n  -\-  IM)  H-  .  .  .  -f  L/  —./(,, 


\'!''-'  —  B^«->-+- . ..  -f-L/«z^  rï-*. 
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Quand  on  passe  au  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
multiples,  cette  méthode  est  d'une  application  difficile,  puisque 
les  dérivées  de^  sont  plus  compliquées  et  que  les  diverses  racines 
n'entrent  plus  de  la  même  manière  dans  les  équations  à  résoudre. 

Caucliy  a  donné  une  méthode  très-simple,  qui  est  la  môme  dans 
le  cas  des  racines  simples  et  des  racines  multiples. 

Reprenons  la  solution  de  l'équation  difFérentielle  sous  la  forme 


2/7rJ      b{z) 


pour  que  cette  intégrale  soit  la  solution  générale,  il  faut  supposer 
que  le  contour  d'intégration  renferme  à  son  intérieur  tous  les 
points  dont  les  affîxes  sont  les  racines  de  F(z),  et,  comme  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur  quand  on  agrandit  le  contour,  je 
supposerai  que  c'est  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  le  rayon  sera  très-grand. 

Il  s'agit  de  détenniner  les  coefficients  de  ïl(^)  de  sorte  que,  pour 

X  =  o, I     ,,,    ,    %  azex ses  n  —  i  premières  dérivées  prennent 

'  2/7r J       l[z)  '■  '^ 

les  valeurs  données,  que  je  supposerai   être  y^t  j'o')  •••Oo 
nous  avons  les  n  équations 


j. 


'n(gl 


'/*=/., 


(») 


flz  =  7^-' . 


Pour  obtenir  ces  diverses  intégrales,  développons  —^[suivant les 

puissances  décroissantes  de  la  variable*,  Tl[z)  étant  en  général  de 
degré  n  —  i ,  le  premier  terme  du  déveh^ppement  sera  du  degré 
—  I  en  z,  et  l'on  aura 


i 
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En  effectuant  le  long  du  cercle  de  rayon  infini  les  n  intégrales 
précédentes,  il  suffira  d*avoir  égard  dans  chaque  développement  au 

terme  en  -»  et  nous  nous  trouverons  immédiatement  amenés  aux 

z 

relations 

•  •  • .  •  f 

puisque  les  valeurs  des  intégrales  sont  respectivement 

Nous  connaissons  ainsi  dans  le  développement  de  --7— r  les  coeffi- 

cients  des  termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  —  n\  cela  suffit  pour 
déterminer  complètement  Il[z)j  puisqu'on  a  identiquement 

nW=F(,)(Ç  +  -^  +  ...H-ÇÎ) 

et  que  11(2)  doit  être  un  polynôme  entier;  par  conséquent,  ^(^) 
étant  de  degré  /?,  on  voit  que  les  n  premiers  termes  de  la  série  sont 
seuls  utiles  à  la  détermination  de  ce  polynôme  et  qu'on  obtient 

n(z)  =  jo(|3  -i-  73  -+- ^2*  -h  . . .  -+- z"-*) 


v-w— 1 
J  0 


On  a  donc  n(z)  par  une  méthode  qui  s'applique  aussi  bien  au 
cas  des  racines  simples  qu'à  celui  des  racines  multiples.  Cela  étant, 
et  pour  obtenir  explicitement  la  valeur  de  j',  il  suffira,  connaissant 

11(5),  de  calculer  les  résidus  de  la  fonction     ^,  \--«    Ce     calcuL 

que  nous  avons  effectué  précédemment,  n'exige,  comme  on  l'a  vu, 
que  l'opération  algébrique  élémentaire  de  la  décomposition  de  la 

fraction  rationnelle  777—,  en  fractions  simples. 

Comme  application  des  formules  obtenues  dans  la  dernière  Leçon 
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pour  rintégration  des  équations  linëaires  a  coefficients  constants 
sans  second  membre,  je  prendrai  Téquation 

-^  +  «V  =  o, 

qui  se  rencontre  dans  les  applications  de  l'Analyse  à  la  Physique, 
et  en  particulier  à  l'Optique.  Elle  appartient  à  un  type  déjà  étudié 
d'équations  différentielles  du  second  ordre;  mais  nous  la  traiterons 
suivant  les  procédés  que  nous  venons  d'expliquer. 

L'équation  caractéristique  est  z^  -f-  n-  =ro-,  elle  admet  les  deux 
racines  z  =  ±  in.  Si  nous  voulons  que,  pour  j:  =  o,  j^  et  j-'  prennent 
certaines  valeurs  fixées  d'avance,  j^o  ^^  Jo?  î^  faudra  déterminer  le 
polynôme  entier  TL{z)  par  la  relation 


V{z] 


Z  Z*  Z" 


qui  donne,  en  multipliant  les  deux  membres  par  F(z)  et  ne  conser- 
vant dans  le  second  que  les  termes  ne  contenant  pas  z  en  dénomi- 
nateur, 

iz(z)  =jo«H-yo- 

gzx  n  (  »  ) 
La    fonction         .  —?    dont  on  doit   calculer  les  résidus,   est 

— -re^:  pour   une   racme    z,  son    résidu    est      .,, ,  \      ou 

z*H-/i-  ^  '  F' (3) 

"{)'•  "t- —  )  ^^^'f  pour  la  racine  —  z,  ce  sera  -  (jo  — -^M  <?"'*''.  La 
somme  de  ces  deux  résidus  est  alors 

-nie-'  -4-  e-"')  -f-  -- .)•„ ; 

7ê  7t  z 

t»n  y  faisant  z  =  i/i,  on  trouve  l'intégrale  cherchée 

,  sin/f.r 

Vo  COS/IJC  -h  .Tft  • 

D'après  la  forme  de  l'équation  différentielle,  il  est  évîdent'que, 
si  l'on  a  une  solution  j-  =  ©(z),^^,  =a)(j7-f-c)  sera  encore  une 
5»olution,  c  étant  une  constante  quelconque.  On  profite  de  cette  re- 

Bull.  tfes  Sciences  mutli.f  a*  série,  t.  III.  (Juillet  1^79.)  22 
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marque  pour  mettre  Tintégrale  sous  une  forme  telle  qu'elle  prenne 
des  valeurs  j^o  ctj^',,  non  plus  pour  la  valeur  x=  o,  mais  pour  une 
valeur  quelconque  x  =  c^  il  suffît  de  prendre 

.            .          ,  s\nn{x  —  c) 
^=3^ocos/îx(x  — f)  -i-jo ■• 

Cette  intégrale,  comme  on  voit,  est  une  expression  réelle,  bien 
que  les  racines  de  l'équation  soient  imaginaires^  or,  en  général, 
étant  donnée  une  équation  diUérentielle  linéaire  sans  second 
membre  et  à  coefficients  constants,  je  dis  que,  si  ces  coefficients 
sont  réels,  ainsi  que  les  quantités  ^o^j'oijoi  . . . ,  on  pourra  mettre 
aisément  Tintégrale  sous  forme  explicitement  réelle.  En  effet,  i^^ 
étant  une  racine  imaginaire  de  l'équation  caractéristique,  on  pren — 

dra  sa  conjuguée  b  et  on  considérera  les  deux  termes  Ae^^-h  Be*-^ 

Â  et  B  sont  évidemment  conjugués,  puisque  ce  sont  les  résidu^a 

d'une  même  fonction  réelle  --pr  pour  deux  racines  conjuguées  Hi  -■ 

dénominateur. 

Supposons     que    a  ==  a -4-1/3,    b  =  a  —  i/3    et    A  ==  P  4-  t(j^ 
B  =  P  —  i  Q  -,  nous  aurons 

A^«*  -t-  Be^'  =  Kè^  (cos|3x  -f-  / sin^.r  )  4-  B<?*^  (cosj3x  —  1  sinSjr) 

=r  e*^cos|5^(A-i-B) -+-<?"•  sin|3x(A—B)/ 
=:?.Ptf*^cos^j:  —  2Qe"  sin,Sx, 

quantité  qui  est  en  effet  réelle. 

Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que,  étant  donnée  une  solution  ^3e 

-— --+- fi-^  =  o,  en    y  changeant  x  en  j:4-c,  on  a  encore  u:«ne 

solution.   Cela  se  voit   immédiatement   sur    la    forme    ^énétsth 
y=  A  e^  -t-  Be*^  -4-  .  . . ,  car  les  différents  termes  se  trouvent  sî  rw- 
plement  multipliés  par  e*'^^  e*-^,  ce  qui  revient  à  changer  les  cob- 
stantes  A,  B,  qui  sont  arbitraires. 

•      Equations  linéaires  à  second  membre  et  à  coefficients  constants. 

Je  supposerai  que,  ce  second  membre  étant  un  polynôme  entier 
F(a:)  de  degré  p^  l'équation  proposée  soit 

(ly  d^  Y  fi"^  Y 


«  Y 
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Si  je  prends  la  dérivée  d'ordre  p  -{- 1  des  deux  membres,  je 
trouverai 

que  je  sais  intégrer  et  dont  les  solutions  fourniront  eelles  de  la 
proposée.  Â  la  vérité,  cette  nouvelle  équation  est  plus  générale 
que  la  première;  aussi  devrons-nous  particulariser  le  résultat 
obtenu. 

L'équation  caractéristique  est 

azP^^  •+-  pzP-^^  -H  ...  H-  z^-'P-^^  =  o. 

Le  premier  membre  est  zP^*  multiplié  par  le  premier  membre 
de  l'équation  caractéristique  qui  correspondrait  à  Téquation  diffé- 
rentielle proposée  sans  second  membre.  On  sait  qu'une  racine  a 
d'ordre  (/>-i-i)  de  l'équation  caractéristique  donne  dans  l'inté- 
grale un  terme  e^-^(g^4-  //x  -+-  ...  4-  J^'' ) .  Ici  a  =  o -,  on  aura  donc 
simplement  un  polynôme  de  degré  ;7,  F (x),  auquel  il  faudra  ajouter 
l'ensemble  des  termes  correspondant  aux  racines  simples  ou  mul- 
tiples de  Téqualion  caractéristique 

«  -h  |35  -h  . . .  4-  z'*  =  o. 
La  valeur  de  j^  sera  donc 

OÙ  la  partie  ajoutée  à  F(x)  représente  la  solution  de  l'équation 
proposée,  privée  de  second  membre. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coefficients  de  F(x);  on 
pourrait  le  faire  en  elfectuant  la  substitution  de  cette  valeur  de  y 
dans  Téquation  proposée,  et  il  n'y  aura  qu'à  s'occuper  des  termes 
produits  par  F(a:)  et  ses  dérivées  successives  et  identifier  la  somme 
de  ces  termes  au  second  membre  F(x). 

Mais  nous  donnerons  le  moyen  de  déterminer  j)lus  rapidement 

les  coefficients  de  F(wc).  Effectuons  la  division ^ » 

cl  représentons  le  quotient  par  ao  -h  (3o  3  4-  70  ::*  -f-  3o  :!^'  -h .  .  •  • 
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Les  coefficients  ^o^l^e^yo?  •  •  •  seront  liés  par  les  relations 

l  ««0  =  ï  > 

Cela  étant,  je  dis  que 

F(x)  =  «oF(x)H-|3oF(x)-*.7oF''(x)-h..., 

série  qui  s'arrêtera  d'elle-même  quand  on  arrivera  a  F^*  (x),  qui 
est  nul. 

Pour  vérifier  cette  valeur  de  F{x),  il  suffit  de  faire  la  substitU' 
tion  comme  il  a  été  dit  tout  à  l'heure  ]  or  on  trouvera  ainsi 

a«oF(j:)  -t-  (apo  -+-  l3«o)F(x)  -f-  (ay^  H-  ^Po  -4-  ^«0 ) F'' ( x )  -f- .  . .  , 

qui  doit  être  identique  à  F  (a:),  et  cette  condition  est  satisfaite 
d'après  les  relations  (i). 

Comme  exemple,  je  prendrai  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

^-H«r  =  F(x), 

que  nous  savons  déjà  intégrer  ;  nous  allons  ainsi  retrouver  le  ré- 
sultat précédemment  obtenu.  En  appliquant  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée,  nous  ferons  le  quotient 


1         s        2* 


a  -h  5       a       a}       «* 


1      ^  ■— •-  »  »  •  • 


En  posant  alors 


a  €1*  œ 


la  solution  générale  sera 

^  =  ctf-«^  4-  F(x). 

Remarque.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  on  se  sertt 
comme  nous  l'avons  fait  ici,  d'une  fonction  y  (j:):^a-4-|3x-f-)'x--f-. . . , 
dans  laquelle  les  exposants  de  la  variable  correspondent  n  de»  iu- 
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dices  de  dérivation  d'une  fonction  donnée  F(j:).  Lorsqu'on  déduit 
ainsi  de  F (x)  lanouvellefonction  aF(j:)-|-PF'(j:)-f-7F''(x)-l-..., 
cela  s'appelle  opérer  sur  F(j:)  à  l'aide  de  f  (x). 

En  terminant,  nous  indiquerons,  sans  la  démontrer,  la  consé- 
quence suivante  :  Lorsque  l'équation  caractéristique  a  toutes  ses 
racines  réelles  y  le  nombre  des  racines  réelles  deY[x)est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  réelles  deF{x), 


I  Q  ^ 


APPUCATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉGËDEMTE  A  L'ËQUATION  LINÉAIRE 
A  COEFnCIENTS  CONSTANTS  AVEC  SECOND  MEMBRE; 

Pai  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Leçons  que  nous  venons  de  reproduire,  M.  Hermite  a 
traité  seulement  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  Mais  un 
résultat  très-important  obtenu  par  rilluslrc  géomètre  va  nous  con- 
duire d'une  manière  simple  à  l'intégration  de  Téquation  linéaire  à 
cœfBcients  constants  et  avec  second  membre.  Cauchy,  du  reste, 
n^avait  pas  négligé  cette  dernière  équation,  et  il  l'a  considérée  dans 
différents  Mémoires  insérés  aux  Exercices  de  Mathématiques  (  *  ) . 

Supposons  que  l'on  se  propose  d'intégrer  l'équation 

oùa,  |3, . . . ,  X  sont  des  constantes  et/* (a:)  une  fonction  quelconque. 
On  pourra  appliquer  la  règle  suivante,  due  aussi  à  Cauchy. 

On  formera  d'abord  une  solution  particulière  4>(j:,f)  del'équa-* 
tien  sans  second  membre,  se  réduisant  à  zéro  ainsi  que  ses  n  —  i 
premières  dérivées  pour  j:=  <,  et  telle,  en  outre,  que  sa  dérivée 


(*)  Foir  les  Mémoires  suivants  de  Cauchy  : 

Application  du  calcul  des  résidus  à  l'intégration  des  équations  linéaires  à  coef<^ 
ficients  constants  [Exercices  de  Mathématiques  y  t.  I,  p.  no2). 

Sur  la  détermination  des  constantes  arbitraires  renfermées  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  linéaires  [Exercices  de  Mathématiques^  t.  11,  p.  25). 

Sur  la  transformation  des  fonctions  qui  représentent  les  intégrales  générâtes  des 
r^uations  différentielles  linéaires  {Exercices  de  Mathématiques ^  t.  11,  p.  -iio). 
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fi — |**n>e  se  réduise  à  J'(t)  pour  la  même  valeur  de  x.  Cela 
posé,  la  fonction 

(2)  y~  f  *(a:,/)^/^ 

où  Xo  est  une  constante  quelconque,  sera  une  solution  particulière 
de  Téquation  différentielle  proposée. 

Nous  avons  donc  à  former  ici  1  a  fonction  4>  (  x,  f  ) ,  que  nous  venons 
de  définir.  Or,  d'après  une  règle  démontrée  par  M.  Hermite,  Tin- 
tégrale 

prise  sur  le  contour  d'un  cercle  de  rayon  très-grand,  est  une  solu- 
tion de  l'équation  sans  second  membre,  se  réduisant  à  zéro  ainsi  que 
ses  n  —  2  premières  dérivées  pour  j:  =  o  et  ayant  pour  la  même 
valeur  de  x  sa  {n  —  i)'*««  dérivée  égale  à  l'unité.  Changeons  dans 
l'intégrale  précédente  x  en  x  —  ^,  multiplions  pary(f),  et  nous 
obtiendrons  la  fonction  qu'il  s'agissait  de  former, 

l'intégrale  étant  toujours  prise  sur  le  contour  d'un  cercle  de  rayon 
suffisamment  grand. 
Ainsi  l'intégrale  double 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  différentiel  le  (i). 

Voîci  comment  on  peut  vérifier  directement  ce  résultat.  Eu  à\C^ 
féren liant  la  formule  (4),  on  a 

eiY  _f[.r)   r  dz        i     /•'  rc'-i^  nzdz 

d^-^'^XyW)'^^JJ^'^'yK'-'n^' 

L'intégrale  curviligne  qui  figure  dans  le  premier  terme  est  évideiir^ 
ment  nulle.  Il  reste  donc 

I»)  S  =  W,/"""X-FW- 
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Si  l'on  remarque  que  toutes  les  intégrales 

zPdz 


L 


sont  nulles  tant  que  p  est  inférieur  kii  —  i ,  on  trouvera,  en  di/ïé- 
rentiant  suecessivement  la  formule  (5), 


dxP 


tant  que  p  sera  inférieur  à  /z. 

Pour  obtenir  la  dérivée   /i'*"®,   nous  différentierons  la  formule 
précédente,  en  y  supposant  p  =  n  —  i .  Nous  avons 

fi^Y    f(x)  rz^-'dz      I    C"  j,,  ^  ,  reH^-nz"dz 


dx 
et,  comme  on  a 


f  3"-*  dz 


il  restera 

11  suffit  maintenant  de  substituer  les  valeurs  de  Y  et  de  ses  dé- 
rivées pour  reconnaître  que  Y  est  une  solution  particulière  de 
l'équation  différentielle  (  i  ).  Au  reste,  la  démonstration  pré- 
cédente est  au  fond  celle  de  Caucliy. 

Reportons-nous  à  la  formule  (4)  et  posons 

Ti{t)    sera   la  somme   des  résidus  relatifs  à  toutes  les  racines  de 

F(.). 

Supposons  qu'on  ail  décompose  ^:—.  en  fractious  simples,  et  po- 


sons 
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elle  résidu  relatif  à  la  racine  a  sera 

^,,-0  [a,  +  '■'■--'I  +  . . .  +  *>-<'- 'H . 

L  I  1.»...,.  — 1  J 

On  aura  donc 

et  Y  sera  alors  donné  par  la  formule 

(lo)  Y  =  J"/(,)R(<)rf<, 

absoliimcnt  identique  à  celle  qui  a  été  dooncc  pages  199  et  300. 
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GDNTHER  (S.).  —  Studien  zur  Gbsghichte  dbr  mathematischbn  und  pht- 
siKALiscHEN  GEOGRAPHIE.  VI.  Heft.  Halle,  1879.  In-S"*,  75  pages  ('). 

Lorsque  l'analyse  du  premier  Mémoire  de  M.  Gûnther  a  été 
publiée  dans  le  Bulletin,  le  travail  de  ce  géomètre  allemand  n'était 
pas  encore  terminé.  Depuis  cette  époque,  l'auteur  a  complété  son 
Ouvrage  par  un  essai  historique  du  développement  de  la  courbe 
loxodromique.  La  forme  sous  laquelle  il  a  présenté  ses  divers  Mé- 
moires montre  bien  qu'il  n'a  pas  eu  l'intention  de  refaire  une  his- 
toire de  la  Géographie  mathématique  et  physique  ;  il  s'est  préoc- 
cupé d'étudier  avec  plus  de  détails  certains  Chapitres  de  cette 
histoire  et  d'y  apporter  quelques  contributions  inédites  et  nou- 
velles. Il  est  vivement  à  désirer  que  l'auteur  poursuive  ses  re- 
cherches, mais  il  faut  reconnaître  qu'il  ne  néglige  aucune  occasion 
d'enrichir  la  bibliographie  mathématique  dans  les  trop  courts 
loisirs  que  lui  laissent  ses  fonctions  parlementaires. 

Le  sixième  Mémoire  de  M.  Gûnther  est  intitulé  :  Histoire  de  la 
courbe  loxodromique  (333-4o7^  i4  figures). 

La  courbe  à  double  courbure,  désignée  sous  le  nom  de  courbe 
loxodromique,  est  définie  par  la  condition  géométrique  de  couper 
sous  un  même  angle  tous  les  méridiens  d'une  surface  de  révolution, 
et,  en  particulier,  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère. 

Il  semble  que  l'histoire  de  cette  courbe  doive  se  rattacher  à  celle 
de  la  science  nautique  plutôt  qu'à  l'histoire  de  la  Géographie  ma- 
thématique; mais  il  n'est  pas  aisé  de  l'en  séparer  complètement, 
et  il  est  intéressant  de  suivre  le  développement  historique  de  cette 
ligne  célèbre  depuis  la  première  notion  de  son  existence  jusqu'aux 
dernières  phases  de  son  évolution. 

Il  va  de  soi^  d'abord,  que  l'idée  d'une  semblable  route  suivie  par 
un  navire  à  la  surface  de  l'Océan  n'a  pu  prendre  naissance  avant 
la  découverte  de  la  boussole.  C'est  en  vain  que  divers  auteurs  ont 
essayé  d'attribuer  cette  invention  aux  Phéniciens,  aux  Égyptiens, 


(')  Voir  Bulletin,  II,,  4io  et  43?;  III,,  78,  39a  et  3o3. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  2*  Série,  t.  III.  (Août  1879.)  ^3 


33o  PREMIERE  PARTIE. 

aux  Cartliagînois  et  aux  Juifs.  Il  est  certain  que,  vers  le  milieu  du 
xiii*'  siècle,  le  compas  de  mer  était  en  usage  chez  les  riverains 
espagnols  et  italiens  de  la  Méditerranée,  sous  une  forme  très-voi- 
sine de  celle  qu'il  a  de  nos  jours  ^  mais  nous  n'avons  pas  à  examiner 
cette  question,  pour  Tétude  de  laquelle  nous  renverrons  à  des  mo- 
nographies plus  spéciales,  entre  autres  à  celle  d'Âusserer. 

Les  premiers  germes  de  Tinvenlion  ou  de  la  notion  de  la  courbe 
loxodromique  semblent  s'être  manifestés  à  l'apparition  des  Cartes 
plates,  dont  le  plus  curieux  spécimen  se  trouve  dans  deux  Ouvrages 
espagnols  publiés  en  i545  et  en  i556  par  Pedro  de  Médina  et 
Martin  Cortes. 

Peu  à  peu,  les  règles  suivies  au  moyen  âge  pour  la  navigation  se 
perfectionnèrent  sensiblement.  Toaldo  a  fait  connaître,  d'après  un 
manuscrit  vénitien  d'un  auteur  resté  inconnu^  la  règle  pratique 
employée  au  moyen  âge  sous  le  nom  de  marteloio  ou  de  marte- 
logio. 

Les  historiens  des  Mathématiques,  M.  Chasles  entre  autres,  ont 
attribué  à  Nunez  un  rôle  important  dans  le  progrès  delà  navigation 
théorique.  Nunez  publia  ses  découvertes  dans  un  Ouvrage  écrit 
d'abord  en  portugais  et  traduit  plus  tard  en  latin.  Garçào  Stockler 
en  a  donné  une  analyse  dont  nous  extrayons  le  passage  suivant  : 
«  Le  premier  et  le  plus  remarquable  de  ses  deux  Ouvrages  nous 
montre  que  Pedro  Nunez  a  eu  la  gloire  d'être  le  premier  géomètre 
qui  ait  commencé  à  dégager  la  théorie  de  la  loxodromie,  en  établis- 
sant que  la  ligne  décrite  par  un  navire  à  la  surface  des  mers  lors- 
qu'il recoupe  tous  les  méridiens  sous  une  même  direction  oblique 
n'est  pas  un  grand  cercle  de  la  sphère  terrestre,  mais  une  ligne 
spirale  à  double  courbure,  dont  il  a  démontré  quelques  propriétés 
les  plus  dignes  de  remarque.  »  M.  Gûnther  appuie  ce  témoignage 
en  reproduisant  les  notions  dont  la  Science  est  redevable  à  Nunez. 
Ce  géomètre  appelle  rhomb  ou  ligne  rhombique  la  courbe  qui 
vient  d'être  définie. 

Cette  manière  d'envisager  la  loxodromie  a  été  adoptée  générale- 
ment par  les  géomètres  et  navigateurs  qui  l'ont  étudiée.  C'est  ainsi 
que  rappelle  Simon  Stevin,  de  Bruges,  dans  son  Précisée  Géo' 
graphie.  Le  quatrième  Livre  de  cet  Ouvrage  est  intitulé  :  Histio- 
droniie,  ou  Cours  des  itav^ires.  La  troisième  définition  qu'il  contient 
se  rapporte  au  rhomb  :  a  Romb  »,  dit-il,  (c  ou  cours  oblique,  est  une 
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[ne  qui  fait  lousîours  tie  mcsmcs  angles  à  tous  les  n 

fccst  iiy  l'éfjuatcur  iiy  un  méridien,  u  Ce  Lcr 

leraît  â  être  précisé.  En  eiTut,  à  celte  époque,  on  venait  à  peine 

■l'acquérir  la  notion  de  la  déclinaison  magnétique,  cl  on  la  regar- 

ail  comme  rnnslante  sur  toute  la  Terre.  C'est  pourquoi  Stevin 

iDppose  que  l'aiguIHe  aimantée  doil  se  diriger  toujours  vers  le  nord, 

1  que  le  navire  suive  une  route  loxodrouiiquc.  Stevin  re- 

tarque,  d'ailleurs,  ta  forme  spirale  de  cette  courLc.  11  est  aussi,  ce 

Itous  semble,  le  premier  qui  ait  établi  une  distinction  nette  entre 

la  navigation  suivant  un  grand  cercle  cl  la  navigation  suivant  une 

loxodromîc.  Voici,  en  ell'el,  comment  îl  les  caractérise  lui-miïme  : 

|t  Après  que  Son  Excellence  (le  prince  stathoudcr  Maurice)  eust 

mtendu  In  navigation  par  rombs,  comme  on  les  verra  cy  après,  et 

imparauL  les  cours  droits  à  iceus,  comme  plus  courts,  îl  luy  a 

Bible  bon  que  j'en  escrîve  quelque  chose,  puis  que  l'ordre  mcsme 

f  requerrait,  si  on  s'en  voutoil  servir,  et  ainsi  j'en  ay  fait  ces  deux 

eacrïptions  suivantes,  l'une  niéchanique,  l'autre  mathématique.  » 

Bien  que  les  géomètres  dont  il  vient  d'ùlre  question  aient  saisi 

H'ÎDtérèt  de  lu  navigation,  leurs  recherches  ont  eu  plutôt  pour 

ibjcl  la  théorie  de  la  manœuvre  des   navires  à  voiles.  Ce  fut  aussi 

Rla  préoccupation  d'un  autre  géomètre»  presque  contemporain  de 

tcvin  et  de  ÎVunez  :  nous  voulons  parler  dn  célèbre  géographe 

remer,  plus  connu  sous  le  nom  de  Gerhard  Mercator.  Cet  habile 

lessinateur  de  Cartes  porta  toute  son  attention  à  chercher  des  con- 

PMmctîous  simples,   exactes,  donnant  un  format  convenable   aux 

Cartes  marines.  L  invention  do  sa  méthode  de  projection  remonte  à 

l'année  i56g.   Mercator  n'a  point  mentionné  la  propriété  de  ses 

Cartes  pour  le  tracé  de  la  roule  loxodromique  ^  mais  un  passage  de 

W  correspondance  avec  Granvella,  rapporté  par  Breusiug,  biographe 

U^de  Mercator,  renferme  une  donnée  plus  précise.  U  est  certain  que 

[ercalor  a  été  sur  la  voie  de  la  découverte  de  la  loî  de  variation 

i  points  de  la  loxodromic  en  adoptant  son  échelle  de  latitudes 

roissanCes.  Il  doit  même  avoir  eu  la  notion  la  plus  simple  et  la 

plus  générale  de  la  courbe  loxodromîque. 

L'idée  était  en  germe,  et  divers  géomètres  nianifestatenl  une  cer- 
taiue  tendance  à  niudilier  les  règles  suivies  jusqu'alors.  Ed.  Wrigbi 
^nala  des  erreurs  dans  la  navigation  et  enseigna  à  les  corriger; 
uis  îl  n'a  pu  éviter  de  tomber  hii-mèmc  dans  d'autres  c 

23. 
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Pour  revenir  à  Stevin,  il  est  à  observer  que  ce  géomètre  a  établi 
sur  de  nouvelles  bases  la  théorie  de  la  loxodromie  considérée  comme 
route  nautique.  Voici  comment  il  énonce  la  propriété  fondamen- 
tale :  ((  Comme  la  déclinaison  du  romb  de  l'équateur  progrediant 
d'un  degré  de  longitude,  à  la  déclinaison  suivante,  d'un  degré  en 
longitude  ]  ainsi  fort  près  la  sécante  par  le  commencement  du  der- 
nier progrès,  à  la  sécante  par  le  commencement  du  premier  pro- 
grès. »  Le  développement  de  cette  proposition  occupe  un  long 
passage  de  l'Ouvrage.  Il  est  dit  ensuite  (c  comment  on  pourrait  faire 
des  Tables  de  rombs  certaines  selon  l'opinion  de  l'autheur  ». 

Voici  les  réflexions  que  Girard  ajoute  à  ses  remarques  :  ce  La 
manière  parfaite  est  plus  facile  que  celle  que  Stevin  a  faite  et  qu'on 
n'a  trouvée  jusques  à  présent;  mais  où  sont  ceux  qui  payeroyent  la 
peine  de  celuy  qui  feroit  quelque  chose  d'excellent?  Tout  va  d'un 
si  bon  ordre  entre  les  hommes  et  la  Science  est  si  bien  estimée, 
que  c'est  merveilles  si  on  ne  revient  en  un  siècle  plus  barbare  que 
celuy  mesme  de  fer  :  là  dessus  je  feray  cette  question  à  la  vue  d'un 
chacun.  »  Les  dures  épreuves  qu'un  homme  aussi  exceptionnelle- 
ment doué  que  Girard  a  été  obligé  de  supporter  devaient  empêcher 
l'entier  développement  de  son  génie  et  peuvent  servir  de  réponse 
à  une  proposition  aussi  pessimiste. 

La  loxodromie  est  devenue  l'objet  d'une  étude  systématique  de 
la  part  du  géomètre  Willebrord  Snellius ,  auteur  d'un  Cours 
de  navigation  intitulé  Tiphjs  Batavus,  ou  Histiodromic,  publié  à 
Leydeen  1624*  <c  La  loxodromie  »,  dit-il,  «  est  une  ligne  hélicoï- 
dale tracée  à  la  surface  du  globe  terrestre  et  qui  rencontre  sous  un 
même  angle  les  méridiens  successifs.  Elle  s'approche  indéfiniment 
des  deux  pôles,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre.  »  Snellius  indique 
également  la  loi  de  variation  de  la  longueur  de  la  loxodromie.  Son 
Traité  renferme  une  Table  destinée  à  faciliter  l'emploi  de  ses  for- 
mules. 11  contient  aussi  d'autres  indications  fort  utiles,  qui  contre- 
disent, ce  nous  semble,  le  jugement  qu'a  porté  Bouguer  au  sujet 
de  ce  Livre,  <c  écrit  »,  dit-il,  «  d'une  manière  très-obscure,  qui  ne 
nuisit  pas  à  la  grande  réputation  que  l'auteur  méritoit  par  ses 
autres  Ouvrages  ». 

Les  géomètres  du  xvii*  siècle  ont  laissé  diverses  remarques  sur  la 
courbe  loxodromiquc.  L'encyclopédie  scientifique  de  cette  époque, 
composée  par  Alstcd,  renferme  une  description  de  cette  ligne. 
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On  en  trouve  encore  une  dans  le  G)urs  de  Mathématiques  d'Héri- 
gone.  Le  Traité  d'Hydrographie  de  Foumier,  S.  J.,  paru  en  i643, 
contient  les  premières  théories  scientifiques  relatives  à  la  mer  et  à 
Tart  nautique.  Il  introduisit  la  considération  d'un  triangle  loxo- 
dromique  infiniment  petit,  que  Snellius  n'avait  pas  réussi  à  dé- 
gager pleinement.  Varenius,  célèbre  auteur  de  la  Géographie 
générale  (i65o),  donna  pour  la  loxodromie  une  définition  beau- 
coup plus  précise.  11  observa  que  cette  ligne  n'a  pas  de  courbure 
simple,  et  que  quatre  points  consécutifs  de  la  courbe  ne  peuvent  se 
trouver  dans  un  même  plan. 

Un  écrivain  de  cette  période  de  compilation,  Riccioli,  a  publié 
en  1672  un  Traité,  en  douze  Livres,  intitulé  :  Géographie  et  Hr^ 
drographie  récemment  réjormées,  rev^ues  et  augmentées.  Il  y  établit 
une  distinction  entre  les  deux  genres  de  navigation,  suivant  le  grand 
cercle,  comme  l'avait  déjà  dit  Snellius^  et  suivant  la  loxodromie. 
«  La  navigation  sphérique  circulaire,  c'est-à-dire  la  plus  courte 
suivant  un  même  grand  cercle,  exige  un  changement  de  rhomb 
presque  perpétuel,  ou  fréquent,  qui  suppose  une  très-grande  habi- 
tude de  la  Géométrie,  qui  n'est  accordée  qu'à  un  petit  nombre  de 
marins.  On  conserve  le  même  rhomb  en  naviguant  le  long  d'une 
loxodromie.  »  Il  ajoute  que  le  marin  est  toujours  libre  de  choisir 
entre  ces  deux  méthodes  :  «  En  dehors  des  méridiens  et  de  l'équa- 
teur  et  des  parallèles  à  ce  dernier,  il  est  nécessaire  que  le  naviga- 
teur suive  la  ligne  du  romb,  s'il  veut  parcourir  un  même  grand 
cercle  ou  changer  de  grand  cercle,  s'il  veut  parcourir  la  même 
ligne  de  rhomb  et  suivre  une  ligne  loxodromique  ou  une  route 
oblique.  »  Riccioli  ne  perd  pas  de  vue  la  précision  théorique  ni 
l'intérêt  pratique  :  <(  La  ligne  du  chemin  total  que  suivrait  un  na- 
vire, en  dehors  du  méridien,  de  l'équateur  et  de  ses  parallèles,  en 
conservant  le  même  rhomb,  cette  ligne  n'est  pas  circulaire,  mais 
pratiquement  et  essentiellement  formée  de  plusieurs  segments  de 
divers  grands  cercles,  bien  que,  théoriquement  et  géométriquement, 
elle  doive  être  une  ligne  courbe,  infléchie  à  la  façon  d'une  hélice.  » 
A  la  neuvième  proposition  il  dit  :  «  La  loxodromie  est  comme  l'hy- 
poténuse d'un  triangle  rectangle  plan  appliqué  à  la  surface  de  la 
sphère,  et  dont  un  côté  serait  la  distance  des  parallèles  qu'il  com- 
prend, pourvu  que  cette  distance  soit  très-petite.  )> 

Leibnitz  a  étudié  aussi  la  loxodromie.  Il  a  publié,   dans  les 
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jictesde  Leipzig,  la  quadrature  arithmélique  ordinaire  des  sections 
coniques  à  centre ,  étendue  par  la  Trigonométrie  à  une  approxi- 
mation quelconque,  sans  le  secours  de  Tables,  avec  application 
de  la  spirale  à  l'étude  de  la  ligne  nautique  de  rhombs,  avec  le  pla- 
nisphère  adapté  à  cette  coiu*be. 

Jacques  BernouUi  a  étudié  en  détail  les  propriétés  de  la  loxo- 
dromie.  Les  Actes  de  Leipzig,  que  nous  venons  de  citer,  con- 
tiennent un  Mémoire  deBernoulli,  intitulé:  Nouvelle  application 
du  Calcul  différentiel  à  la  mesure  de  la  spirale  logarithmique,  de 
la  loxodromie  des  marins,  et  de  la  surface  des  triangles  spJié- 
riques,  avec  supplément  relatif  au  problème  funiculaire  et  à 
d'autres  questions. 

Les  autres  géomètres  de  la  famille  des  Bcrnoulli  ne  semblent 
point  s'être  occupés  spécialement  de  la  loxodromie.  Jean  Bemoulli, 
cependant,  a  laissé,  dans  son  Ouvrage  sur  la  navigation,  des  traces 
évidentes  d'une  connaissance  étendue  des  propriétés  de  la  courbe 
loxodromique. 

Léonard  Euler  a  repris  le  thème  de  Bernoulli,  et  il  est  à  observer 
que  jamais  il  ne  s'est  servi  du  mot  de  loxodromie  pour  désigner 
ce  genre  de  route  des  navires. 

Un  intéressant  extrait  de  Chr.  Wolf  donne  une  idée  de  la  dispo- 
sition des  Tables  loxodromiques  que  l'on  trouve  dans  son  Diction^ 
naire  mathématique.  Ces  Tables  indiquent  l'angle  du  vent  et  de  la. 
voile  avec  le  vaisseau,  l'angle  du  vent  avec  la  loxodromie,  l'angle? 
de  déviation  et  le  logarithme  du  carré  de  la  vitesse. 

Au  milieu  du  xvii*  siècle,  Halley  publia  un  essai  de  démons^ 
tration  de  l'analogie   des  tangentes  logarithmiques  avec  la  lignes 
méridienne  ou  somme  des  sécantes,  augmenté  de  divers  moyens- 
de  la  déterminer  le  plus  exactement  possible.   Halley  définit  Is^ 
ligne  méridienne  une  échelle  de  tangentes  logarithmiques  des  deoii^ — 
compléments  des  latitudes;  mais,  le  premier,  il  ne  songe  pas  à  faire^ 
usage  de  constructions  sphériques.  Il  adopte  la  projection  stéréo-^ 
graphique  de  cette  ligne  sur  le  plan  de  l'équateur,  faisant  observer^ 
que  les  angles  ne  sont  pas  altérés.  U  obtient  donc  pour  projection^ 
une  ligne  plane,  trajectoire  oblique  d'un  système  de  rayons  du^ 
cercle  de  l'équateur.  Halley  appelle  cette  ligne  spirale  proportion-^ 
nelle  ;  ce  n'est  autre  chose  que  la  courbe  que  Jacques  BemoullL 
venait  de  découvrir  et  de  symboliser  sous  la  devise  lEadem  mutâtes 
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rextugo,  allusion  à  eu  faii  que  la  spirale  logaritlitnique  se  ri'troavc 
toujours  iiitacle  après  les  diverses  transformations  qu'on  lui  fait 
éprouver.  Halley  a  i-econnn  la  loi  des  variations  géomt^trlques  de 
la  loxodromie.  «  Cependaul  »,  dit-il,  ida  ligne  tnéridiciuie  nautique 
tt'est  autre  qu'une  Table  de  longitudes  répondant  n  eliatjue  minute 
lie  latitude  sur  la  ligne  de  rhomb  faisant  un  angle  de  4^°  avec  le 
méridien.  C'est  pourquoi  la  ligne  méridienne  n'est  autre  qu'une 
écbellc  de  logarithmes  des  tangentes  des  demi-compléments  des 
latitudes,  n 

Les  découvertes  de  Halley  ont  donné  à  Roger  Cotes  l'idée  de  la 
représentation  graphique  des  logarithmes  ii  :  Adapter  »,  dit-îl,  n  la 
Table  de  logarithmes  à  la  spirale  équiangle.    m 

Pour  terminer  l'examen  des  travaux  des  géomètres  sur  la  loxo- 
dromie  à  la  surfaee  de  la  sphère,  il  Faut  mentionner  un  Mémoire 
lie  Perks,  intiluJé  :  Procédé  mécanii/ue  facile  de  diviser  la  ligne 
ntéridienne  nautii/ue  sur  la  projection  de  Mercator,  suivi  des 
relations  de  cette  ligne  avec  la  cliafnette. 

Nous  arrivons  actuellement  à  la  série  des  généralisations  dont 
la  loKodromie  a  été  l'objet.  Dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  la  prio- 
rité parait  devoir  être  revendiquée  en  laveur  du  uiagister  J.  GoLt- 
fried  Walz,  auteur  d'un  Mémoire  intitulé  :  Recherche  de  la  courbe 
loxodromique  à  la  surface  d'un  solide  ifuelconqiie,  engendré  par 
ta  rotation  d'une  courbe  autour  de  son  axe,  et  princi/mlemenC 
du  sphéroïde  elliptii/ue  qui  se  rapproche  de  la  forme  du  globe 
terrestre.  11  représente  un  point  de  la  courbe  par  deux  coor- 
données rcclilignes  et  une  coordonnée  angulaire.  Il  exprime  les 
éléments  de  la  loxodromie  dans  les  cas  où  la  méridienne  de  la  siu^ 
foce  est  une  circonférence,  une  ellipse  ou  une  parabole. 

Les  premières  recherches  de  Maupcrtuis  sur  la  courbe  loïodro- 
iDlique  datent  de  la  même  année  que  celles  de  G.  Watz. 

Les  rc'clierches  des  géomètres  anglais  avaient  pour  but  de  pré- 
parer l'emploi  de  la  loxodromie  dans  la  navigation.  Maclaurin  a 
traité  la  question  de  représenter  un  sphéroïde  sur  une  Carte  au 
moyen  de  latitudes  croissantes  et  de  longitudes  invariables.  Mur- 
doch  a  dressé  des  Tables  loxodi'om.iques,  destinées  à  faciliter  l'appli- 
cation de  la  théorie  de  la  ligure  de  la  Terre  à  la  construction  de 
Cartes  marines. 

Les  travaux  de  Simpson  sur  la  doctrine  cL  les  lipplications  de  la 
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théorie  des  fluxions  renferment  des  aperçus  plus  clairs  et  plus 
précis  que  ceux  de  Maclaurin.  Il  s'est  proposé  de  déterminer  les 
régions  méridionales  répondant  à  une  latitude  donnée  en  suivant 
la  projection  de  Wright  et  adoptant  la  véritable  sphéricité  de  la 
Terre. 

De  la  théorie  de  Simpson  à  la  méthode  systématique  d'Euler  il 
n'y  avait  qu'un  pas  :  Th.  Schubert  a  eu  la  gloire  de  le  franchir. 
Son  Mémoire  sur  le  cours  des  navires  sur  un  sphéroïde  elliptique 
débute  en  ces  termes  :  «  Toute  la  navigation  peut,  sans  difiBculté, 
se  réduire  au  problème  suivant  : 

(c  Etant  données  les  situations  de  deux  localités,  trouver  quelle 
route  doit  suivre  entre  elles  un  nauire  ou  l'angle  constant  sous 
lequel  la  direction  du  navire  rencontre  tous  les  méridiens,  décria 
vant  ainsi  une  courbe  que  l'on  appelle  ordinairement  loxo^ 
dromie.  » 

Schubert  a  résolu  cette  question  en  construisant  une  Table  des- 
tinée à  faciliter  l'usage  de  la  formule  qu'il  avait  démontrée.  Cette 
Table  renferme  la  variation  de  latitude  de  la  loxodromie,  en  passant 
d'un  méridien  à  l'autre,  lorsque  la  latitude  du  point  de  départ 
varie  par  intervalles  de  dix  minutes.  Le  calcid  est  elTectué  dans 
Phypothèse  de  la  forme  sphérique  et  de  la  forme  elliptique, 

Mous  arrivons  avec  Schubert  à  la  seconde  moitié  du  dernier 
siècle.  C'est  aussi  l'époque  à  laquelle  il  faut  placer  les  importantes 
contributions  de  Kâstner  à  la  Géographie  mathématique  ;  mais, 
comme  le  lecteur  a  pu  le  reconnaître,  la  tendance  des  travaux  des 
géomètres  jusqu'à  cette  époque  a  été  purement  scientifique.  Bientôt 
allaient  paraître  les  savantes  études  ayant  pour  objet  l'application 
de  la  théorie  à  la  pratique  de  la  navigation.  Les  travaux  dont  il  va 
être  question  sont  dus  à  un  Allemand,  Kaschub,  à  un  Français, 
Bouguer,  et  à  un  Anglais,  Robertson. 

Kaschub  a  publié  un  Cours  de  Mathématiques  sous  une  forme 
semblable  à  celle  d'un  Ouvrage  estimé,  dû  à  Wolf.  Un  de  ses 
Chapitres  se  rapporte  à  l'Hydrographie,  ou  art  nautique.  Il  y  est 
question  de  la  navigation  suivant  la  loxodromie,  qu'il  réduit  à  ses 
principes  les  plus  simples. 

Bouguer  a  laissé  un  Ouvrage  qui  a  longtemps  été  regardé  comme 
le  meilleur  et  le  plus  complet  des  Traités  de  navigation.  Ce  géomètre 
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s'est  distingué  aussi  comme  géodésien  ^  on  lui  doit  la  découverte 
de  l'attraction  des  montagnes  et  les  premières  recherches  scienti- 
fiques de  photométrie.  L'Ouvrage  que  nous  avons  ici  en  vue  est 
iaûlvlé:  Nouveau  Traité  de  navigation,  contenant  la  théorie  et  la 
pratique  du  pilotage,  lySi.  L'auteur  est  amené  à  la  considération 
de  la  loxodromie  par  Fétude  (c  des  lignes  courbes  que  les  rumbs 
de  vent  suivent  sur  le  globe  et  de  la  forme  qu'on  a  été  obligé,  en 
conséquence, de  donner  aux  cartes  réduites  n.Un  Chapitre  de  l'Ou- 
vrage est  réservé  à  la  théorie  du  quartier  de  réduction.  Bouguer 
désigne  ainsi  une  sorte  de  Carte  auxiliaire.  «  Le  quartier  de  réduc- 
tion», dit-il,  «  est  comme  une  Carte  qui  convient  à  tous  les  endroits 
du  globe  terrestre.  On  pointe,  pour  ainsi  dire,  les  routes  sur  cet 
instrument,  et,  après  avoir  vu  la  latitude  et  la  longitude  où  elles 
conduisent,  on  transporte  le  point  sur  la  Carte  réduite.  »  Enfin,  la 
courbe  loxodromique  est  décrite  avec  beaucoup  de  soin,  sa  projec- 
tion stéréographique  est  étudiée  d'une  manière  élégante,  et  l'Ou- 
vrage entier  donne  la  preuve  que  l'auteur  s'est  préoccupé  de  donner 
i  ses  résultats  une  utilité  pratique. 

Le  géomètre  anglais  Robertson  a  laissé,  comme  Bouguer,  un 
Ouvrage  sur  la  navigation,  publié  en  1754.  Il  s'est  placé  à  un  point 
de  vue  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Bouguer.  Toutefois,  il  ne 
parait  pas  avoir  tenu  compte  de  l'insuffisance  de  la  projection  de 
Mercator  pour  la  représentation  des  zones  glaciales.  Des  contrées 
telles  que  l'Islande  et  le  Groenland  éprouvent  alors  des  déforma- 
tions bizarres,  qui  nuisent  beaucoup  à  la  valeur  des  Cartes.  Pour  y 
remédier  en  partie  et  corriger  l'influence  que  celte  altération  pro- 
duirait sur  la  loxodromie^  ou  route  la  plus  courte  entre  deux  points 
de  l'Océan,  Robertson  imagine  une  courbe  tangente  au  parallèle 
du  point  le  plus  rapproché  du  pôle  et  aboutissant  au  point  le  plus 
rapproché  de  l'équateur,  en  coupant  à  45**  le  parallèle  correspon- 
dant. Il  prend  pour  exemple  le  capLizard,  à  la  pointe  sud-ouest  de 
l'Angleterre,  et  les  lies  Bermudes,en  passant  à  hauteur  du  cap  Race, 
au  sud-est  de  l'ile  de  Terre-Neuve,  en  arrière  du  grand  banc. 

Ces  notions  historiques  épuisent  ce  que  nous  avions  à  dire  au 
sujet  de  la  loxodromie  durant  le  xviii®  siècle.  Actuellement,  cette 
courbe  a  surtout  un  intérêt  théorique,  et  Ton  ne  s'astreint  plus  à 
la  regarder  comme  la  base  des  routes  marines. 

On  doit  à  Gudermann  l'invention  d'un  svstème  de  coordonnées 
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spbériques,  <lont  il  fit  une  première  application  à  l'étude  d'une 
nouvelle  courbe  transcendante,  la  chainette  sphérique,  qui  se  rat- 
tache à  la  loxodromie  par  plusieurs  propriétés  intéressantes  et 
remarquables,  parmi lesquellesnous  pouvons  signaler, par  exemple, 
la  présence  d'un  point  asymptotlque. 

L'idée  d'une  comparaison  de  la  loxodromie  avec  la  chainette 
plane  parait  être  venue  déjà  au  géomètre  anglais  Perks. 

La  monographie  de  Verdam  contient  aussi  un  grand  nombre  de 
remarques  nouvelles. 

Grunert  et  Plagemann  ont  étudié  les  propriétés  de  la  loxodromie. 
On  doit  au  premier  de  ces  géomètres  une  Trigonométrie  loxodro- 
mique  et  la  notion  de  la  surface  du  triangle  loxodromique  sur  le 
sphéroïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Quant  à  Plagemann,  il  a  donné  une  théorie  des 
lignes  toxodromiques  sur  l'ellipsoïde  et  sur  la  sphère. 

Grunert  a  laissé  aussi  des  travaux  sur  la  navigation  suivant  un 
grand  cercle.  On  doit  à  Von  Friesacli  la  description  d'une  Table 
spéciale  destinée  â  faciliter  les  règles  a  suivre  pour  l'application  des 
principes  de  la  théorie. 

Il  nous  resterait  encore  à  citer  les  travaux  de  géomètres  contem- 
porains :  il  nous  suffira  de  dire  que  tant  d'études  variées  ont  à  peu 
près  épuisé  la  série  des  propriétés  de  la  loxodromie.  Nous  ne  men- 
tiounerODS  ici  que  pour  méuioirc  les  essais  d'application  de  cette 
courbe  à  la  théorie  des  mouvements  de  l'atmosphère. 

Ici  se  terminent  les  études  de  M.  Gûnther.  On  conçoit  aisément 
la  possibilité  d'en  étendre  le  programme.  Voici,  en  effet,  divers 
sujets  de  recherche  qui  nous  semblent  rentrer  dans  le  mi>me  cadre 
que  les  Mémoires  dont  nous  venons  d'essayer  l'analyse  : 

Théories  et  expériences  relatives  à  l'attraction  de  la  Terre;  va- 
riation de  la  pesanteur  à  la  surface  et  à  l'intérieur  du  globe; 

Histoire  des  essais  de  représentation  cartographique  ; 

L'Œuvre  d'Alexandre  de  Humboldl  et  de  Maury  ; 

Discussion  et  résultats  des  nivellements  des  diverses  contrées  du 
globe  ; 

La  Géographie  physique  considérée  dans  ses  rapports  avec  la 
Météorologie  générale  ; 

La  Géographie  plljÛquG  dus  naturalislcs  de  l'aniiquîti'. 
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Toutes  ces  questions,  et  bien  d'auties  qui  surgiraient  incidem- 
ment, et  que  Ton  ne  peut  prévoir  dès  à  présent,  donneraient  lieu 
à  des  études  fort  curieuses  et  relativement  faciles.  Nous  souhai- 
tons qu'elles  fixent  l'attention  de  M.  Gùnther  et  des  géomètres  que 
la  variété  et  la  ressource  de  ces  études  pourraient  intéresser. 

H.  Brocard. 


»«4 


BORCHÂRDT  (C.-W.).  —  Théorie  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels 
Aus  visa  Elbmenten.  Aus  den  Abhandlungen  der  Kônigl.  Akademie  der  Wis- 
senscbaflen  zu  Berlin,  1878.  Berlin,  1879,  66  pages. 

En  1876,  M.  Borchardt  a  déjà  communiqué  à  TAcadémie  de 
Berlin  le  résultat  principal  de  ses  recherches  sur  la  moyenne  arith- 
mético-géométrique  de  quatre  éléments,  résultat  qui  consistait  à 
montrer  de  quelle  manière  on  pourrait  en  déterminer  la  valeur  par 
une  intégrale  double. 

Voici  comment  l'auteur  a  généralisé  la  notion  de  la  moyene 
arithmético-géomé trique  de  deux  éléments. 

Soient  a,  &,  c,  e  quatre  nombres  positifs  et  réels*,  calculons 

En  répétant  le  calcul  indiqué  un  nombre  de  fois  illimité  pour 
C3r, ,  6|,  C|,  ei,  . . . ,  on  obtient  une  suite  infinie  de  quantités  trans- 
formées réelles  et  positives  ûr„,  i„,  c„,  e„,  qui  tendent  vers  une  limite 
oommune  gsin  croit  indéfiniment.  La  détermination  de  cette  limite 
f^it  l'objet  du  Mémoire.  Pour  pouvoir  résumer  le  résultat  comme 
1^  fait  M.  Borchardt  à  la  fin  de  son  travail,  posons  encore 

.'  û  =  rt  4-  ^  -f-  c  -h  tf , 
\  t  =  a  —  b  —  r  4-  r, 


34o 
enfin 


(3) 
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Alors  ou  peut  énoncer  cette  propositioD  : 

«  Qu'on  dérive  la  moyenne  aritlimético^éométnqaeg-de  quatre 
éléments  réels  et  positifs  a,  b,  c,  e  par  l'algoritlime  (i)  réitéré  un 
nombre  de  fois  illimité;  qu'on  détermine  d'après  (a)  et  (3)  les 
six  quantités  £',  </  e',  i",  c',  y  coordonnées  aux  quatre  éléments; 
qu'on  désigne  par  S{f),  6(ij')  les  deux  expressions  homogènes  en 
cosij,  sin(f  et  cosili,  sinij', 

/(,)  =;  ^^cosp'  +  ^  sinpM  ^cn 

6(^)  =  I  008^1*  + T-sinJi*J  (ce 

alors  on  a 


,,'  +  , 


j=\/ûf^    '''/ 


inJ'jfcos+'-h  ^sin+'j; 
fte'"   .  .        h'c"   .  . 


où  les  racines  carrées  doivent  être  prises  avec  le  signe  positif.  » 

Dans  ses  Communications  de  1876  et  1877,  M.  Borchardt  n'a- 
vait publié  que  ce  résultat,  sous  une  forme  peu  différente  de  celle 
qu'il  a  choisie  actuellement.  Le  Mémoire  qui  vient  de  paraître  est 
consacré  au  développement  de  la  théorie  qui  l'a  mené  à  ce  but, 
L'Introduction  révèle  complètement  la  marche  de  ses  idées,  et  les 
onze  Sections  suivantes  donnent  en  entier  tous  les  calculs  néces- 
saires pour  les  démonstrations.  Noua  nous  bornons  à  citer  un  paji- 
sage  de  l'Introduction  qui  sert  à  caractériser  la  tendance  de  ces 
calculs  : 

«  La  détermination  de  la  moyenne  arithmético -géométrique  de 
deux  éléments  par  une  intégrale  simple,  détermination  que  l'on 
coniiail  depuis  Liigruugc  et  Gaii.ts,  est  déduite  cnmtiiuiu'iiiiiit  Je  la 
Lrausformation  du  second  ordre  des  fonctions  j  elliptiiiucs.  Sem- 
blablcment,  le  résultat  que  J'aÎ  établi  peut  se  démoutrc-r  a%  ce  faci- 
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lité  aa  moyen  de  la  ti*an$formatîon  du  second  ordre  des  fonctions  S^ 
hfperelliptiques  de  deux  variables.  Cependant  je  ne  me  servirai  pas 
de  ce  moyen  dans  ce  qui  va  suivre;  mais  comme,  indépendamment 
de  la  théorie  de  ces  transcendantes,  j'ai  été  conduit,  il  y  a  des  an- 
nto,  à  la  notion  du  moyen  aritlimético-géométrique  de  quatre  élé- 
ments par  des  considérations  algébriques,  j'en  déduirai  aussi  l'ex- 
pression comme  fonction  analytique  de  ces  éléments  par  la  voie 
a^;ébrique.  » 
l       Voici  encore  les  titres  des  Parties  du  Mémoire  : 

Introduction.  —  1.  Etablissement  de  l'algorithme,  notion  de  la 
iM^enne  arithmético-géométrique.  —  2.  Introduction  de  six  quan- 
tités coordonnées  aux  éléments.  —  3.  Inversion  de  l'algorithme. 

—  4L  Systèmes  de  variables  qui  sont  en  connexion  avec  les  élé- 
lieikts  et  les  quantités  transformées.  Variables  coordonnées  de  pre- 
Biière  espèce.  —  5.  Variables  coordonnées  de  seconde  espèce.  Rela- 
tHm  biquadratique  de  Goepel.  —  6.  Expression  des  seize  variables 
pir  des  variables  indépendantes.  —  7.  Seize  agrégats  linéaires  com- 
posés des  variables  or,^,  z,  \v.  Connexion  entre  les  signes  de  ces 
^;i%ats.  Représentation  d'une  surface  kummérienne  biquadra- 
tique à  seize  points  nodaux  au  moyen  de  la  relation  de  Goepel. 

—  8.  Caractère  invariantif  de  la  fonction  biquadratique  dç 
Goepel.  —  9.  Les  parties  centrales  de  deux  surfaces  kummé- 
liennes  dépendant  l'une  de  l'autre  par  transformation  se  cor- 
TCspondent  mutuellement.  —  10.  Formation  d'une  différentielle 
^pl  se  change,  à  l'occasion  de  la  transformation,  en  elle-même, 
abstraction  faite  du  facteur  numérique -J-.  —  H.  Intégrale  double 
"iéle&dae  sur   la  partie  centrale  de  la  surface  kummérienne  qui 

a  la  détermination  du  moyen  arithmético-géométrique. 

E.  L. 


BQNCOMPAGNI.  —  Deux  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagrange, 
tÎTées  de  la  Bibliolhëque  royale  de  Berlin  (collection  Meusebach,  portefeuille 
H*  21,  et  collection  Radowitz,  n*  4952).  Berlin,  imprimerie  de  Gustav  Schade 
(Otto  Francke),  1878.  —  Reproduction  photographique,  six  feuillets  non  nu- 
mérolés. 

Cette  nouvelle  publication  de  M.  le  prince  Boncompagnî  se  dis- 
^£i^iie  de  son  ainée  par  Tintérèt  anccdotiquc  et  littéraire. 
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Il  est  curieux  de  voirLagrangc  s'adonnera  l'Histoire  et  lire  avec 
ialérùt  l'ouvrage  de  Denina  sur  le  Piémont,  de  l'entendre  demander 
y  Histoire  des  Aïathématiques  de  Kaestncr,  et  porter  sur  le  livre 
de  Montucla  un  jugement  qui  est  ratifié  par  la  postérité  pour  le 
dernier  Volume  (  < },  mais  qui  est  beaucoup  trop  flatteur  pour  les 
premiers  (*), 

II  n'est  pas  moins  intéressant  de  l'entendre  juger  un  roman  de 
M"*  de  Genlîs  (')  et  d'apprendre  ses  relations  avec  le  marquis 
Lucclicainî,  ministre  plénipotentiaire  de  Prusse,  et  avec  le  bota- 
niste Thouiii. 

La  première  des  deux  Lettres  est  datée  de  «  Paris,  le  35  nivôse, 
an  IX,  »  c'est-à-dire  du  iS  janvier  iSoi.  Une  Note  autograplie 
d'Alexandre  de  Humboldt  nous  apprend  que  ta  seconde  a  été  écrite 
de  Berlin  à  Laplace.  Celle-ci  ne  porte  pas  de  date  et  celle-là  pas 
d'adresse. 

Maïs  on  remarque  bien  vite  que  la  première  est  écrite  à  un 
liomme  peu  considérable.  Lagrange  ne  signe  que  par  les  initiales 
L.  G.,  et  les  témoignages  de  politesse  ne  sont  pas  sans  froideur  (*). 
Après  avoir  fait  part  à  son  correspondant  des  remerciments  de 
sa  femme:  «  Ellea  voulu,  »  écrit-il,  «  proiiicrd'un  envoi  que  Fucbs 
avait  à  vous  faire  pour  envoyer  à  son  tour  une  bagatelle  à  M"*  de 
la  Garde.  »  Cette  Lettre  doit  avoir  été  adressée  à  M.  de  la  Garde, 
l'éditeur  de  Mères  rivales  et  de  la  traduction  allemande  de  Yllis- 
toire  du  Piémont. 

Il  n'est  pas  très  difficile  non  plus  de  dater  la  seconde,  au  inoins 
d'une  façon  approximative.  Lagrange  remercie  Laplace  de  son  tra- 
vail sur  les.^/>/>rojrimaïionJ,  dont  la  première  Partie  parut  en  1785, 
la  suite  en  1809  {*).  Or  il  s'agit  de  la  première,  puisque  Lagrange 

(')  •  Je  croU  que  la  malière  étail  Ru-d<Hsus  dci  rorces  de  l'auleur  :  je  pnric  de  la 

pirtic  qui  traile  du  progrès  des  Malhémaliqnei  dam  le  «ècle  qui  vient  de  a'écouler.  • 

(*)  ■  Car,  pour  In  partie  déjï  connue,  il  me  semble  qu'elle  laisse  bien  peu  ■  ilé~ 

(')  •  C'est,  en  effet,  une  dei  meilleures  preductions  de  M~*  de  Genlia.  ■  M.  Gc- 
nocchl  pense  qu'il  s'agit  de*  JUrrei  rivaki,  qui  parurent  en  igoo,  h  Berlin,  chei  de  la 
Carde.  [  liitorna  a  due  Lrttere  del  [jigrangc  pubblicale  da  B,  llaacompa-gni,  p.  ï.) 

(*)  •  J'ai  reïu,  mon  cher  correipondanl.. . .  Je  tous  offre  de  mon  cûté  rham- 
ma|;o  sincère  des  scntiracnta  par  lesquels  je  tous  suis  attaché  sînsi  que  le  désir  de 
trouTer  des  occasions  de  Toaa  en  donner  des  preurei.  • 

(*)  Hiitoire  da  V Académie  rtfft^dti  Samedi,  ann^  fî^t;  Uémoirridr  l'/nsliiui. 
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élait  alors  à  Berlin.  D'autre  pari.  Lagrangc  faîl  hommage  de  la 
seconde  Partie  d'un  travail  dont  la  première  avait  été  déjà  oll'ertc 
àLaplace.  M.  le  prince  Boncompagnî  croit  (]u*il  est  fait  allusion  à 
la  Tîiéorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  planètes, 
dont  la  première  Partie  fut  publiée  dans  les  youveaujc  Mémoires 
de  l'Académie  royale  des  Sciences,  année  1-81  Berlin.  ir83', 
Cl  la  seconde  dans  la  même  collection,  année  1782  Ik*rlin.  1784). 
Nous  pouvons  donc  placer  cette  seconde  Lettre  dans  l'année  1784. 
Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  ces  pièces,  qui,  pour 
être  analysées  complètement,  devraient  être  reproduites  en  en- 
tier. 

Les  amis  de  l'histoire  des  Sciences  sauront  gré  à  l'éditeur  du 
libéral  présent  qu'il  vient  de  leur  faire,  et  ils  souhaiteront  de  voir 
se  multiplier  ces  reproductions  héliographiques  qui,  à  l'avantage 
de  rendre  impossibles  les  méprises  de  lecture,  joignent  le  rare  mé- 
rite de  la  couleur  locale.  C.  11c>et. 


MÉLANGES. 

fitTERIIHATIOll  DE  LA  VÂLEUR-UMITE  D'UHE  IKTEGRALE  QUI  SE  PR£- 
SERTE  DAHS  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES  TRIGOHOMÉTRIQUES  ; 

Pam  m.  p.  dc  BOIS-REYMOND. 

Etablir  la  limite  de 


1 1 


/  I  —  2£COS    0  —  K     —  «- 

•y  O 


^uand  i  s'approche  de  l'unité, 

L 

Supposons 

i>r>o     et     2  7:>7.>>o. 
^commence  par  partager  l'intégrale  J  en  deux  autres,  de  o  a  a 


nu  PBEUIÈRE  PARTIE. 

et  de  a  à  an,  ce  qui  donne,  après  on  changement  de  variables, 

hfllrffl 


(a)    J 


lui. 

atcose 


En  écrivant  «{6}  au  lieu  de  /(« — fl)  on_/"(a  +  9),  on  voit 
que  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  (a)  ont  la  forme 


-£^ 


qu'il  faut  discuter. 


II. 


Considérons  en  premier  lieu  l'intégrale  plus  simple 

'«  "  =  173^^.- 

On  sait  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  (i  — i*)sinn 

arc  lang  - — \—  — ' ; 

(i  +  i')cos«  —  ai 

mais  cet  arctang  a  l'inconvénient  de  n'être  pas  renfermé  entre 

et  H Pour  le  rendre  tel,  il  faut  lui  ajouter  tt,  comme  je  l'ai 

montré  daua  les  Annales  de  Leipzig,  t.  VU,  p.  aa^.  Toujours  est- 
il  que  cette  forme  de  l'intégrale  (4)  se  prèle  moins  aisément  à  la 
recberclie  qui  nous  occupe,  qu'une  autre  transformation  que  je 
vais  indiquer. 
Dans 
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mant,  en  faisant  tans-  =  t 9  la  difTérentiellc  de  Tin- 

»  prend  la  forme  canonique —  ;  mais  il  est  indispensable 

iter  séparément  les  cas  a  ^  tt  et  a  ]>  tt. 
ipoftons  d'abord  a  ^  :r.  On  trouve 


Dr  a  >  tr,  on  a 


-^,  long  7 


»'0  ■ 


ô=('-''H  /  -^j    )• 

(i-~e)'-f-(i-he)*tang-  V^^^        ^"^     / 

f 

^  peat  se  servir  de  la  substitution  tanc  -  =  t dans  les 


es  du  second  membre,  en  songeant  que  tang  -  est 
life)  de  sorte  que  (j)  devient,  dans  ce  cas, 

n-i .  a 
tailjj- 


^'^■=f:^T.^i 


Ht 


00  * 


Témit  (y)  est  ramené,  dans  les  deux  cas  a^TT,  a  ^  tt,  à  des 
^  permettent  d'en  établir  sur-Ic-champ  la  limite  pour  e 

ckmt  de  Tunité.  Si,  dans  les  équations  (7)  et  (8], con- 

rfarc  tangT, 
onde  intégrale  dans  (8)  tend  vers  zéro,  à  cause  de  tang- 


a 

2 


III. 
US  maintenant  la  formule  générale  (3)  : 

J,,     I  —  22COS0  -;-  2-  ^  ^       ^       , 

^dences  mathém.,    ;•  Scrio,  t.  III.  (  \oût  1S79.)  ^ 
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La  substilution  tang  -  =  t l'aurait  transformée,  pour  «£?:,  en 


(9)  ^J=l  ?[2arctang(rl^)]-^ 


et,  pour  rt  p-  77,  en 


^'"X"'['""'"^('^')]^* 


(lo)  <  1-4-»^         a 


"^X.  {.arctang(.f±i)]-±-, 


Pour  simplifier,  faisons 


I  —  £  a  _  />-,./    X 

=  7,     tang--  =  A,     ^[2a^ctang(Jr)]  =  ^J;(x). 


I  -h  î  2 


Les  formules  (9)et(io)  deviennent  ainsi 


(9a)         ^>  =  /'+M7^'       (A>0). 

A 

(•0«)     éy=J"-H7T)7^+jr%(7r)-;^,      (A<o) 


I  —  e 


Quant  à  y  = >  on  a  o  <[  y,  et,  pour  lime  =  i ,  limy  =  o. 

Cherchons  d'abord  la  limite  de  j  dans  (pa)-  Nous  partageons 
cette  intégrale  en  deux  autres  : 

A 

(")    ^>=£+(7-)7^  +  /'^(r-)7^'     (**'^'<?)' 

La  fonction  ^(.r)  est  supposée  finie  entre  les  limites  des  inté- 
grales [^a)  et  {lOajt  c'est-à-dire  que  çf(9)=  'i^{x)  est  finie  entre 
les  limites  o£ô<27r.  Déplus,  ^(x)  est  supposée  intégrable.  C'est 
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à  cela  que  se  bornent  nos  suppositions.  Alors,  à  cause  de  , 

positif  et  du  théorème  ordinaire  des  valeurs  moyennes  : 

l'équation  (11)  devient 

A 

(12)  ^jz=i\,[yci)  I    </arctangT-f- ^(yr,)   l    f/arctangr, 

(  o  <  Cj  <  r  <  r j  <  —  J  • 

Pour  trouver  la  limite  de  7,  y  tendant  vers  zéro,  nous  suppose- 
rons c  croissant  au  delà  de  toute  limite  pendant  que  y  décroit,  mais 
sous  cette  condition,  que  le  produit  yc  converge  en  même  temps 

vers  zéro,  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  Ton  fait  r  :=  7  ^.  Évi- 
demment on  aura 

lim  ^y=-Iini-^(7c,  )  -h  o.  limnj/(yc,), 

et,  si  l'on   suppose   finalement  encore  que  linn(/(^),  (o  <^  J), 
pour  5  =  0,  est  une  quantité  déterminée,  quelle  que  soit  la  nature 

de  la  quantité  évanouissante  0,  on  trouve 

• 

(i3)  linv  =  7rlim-^((y),     (^>o). 

L'équation  {lOa)  donne  la  même  limite  dey;  car,  en  opérant  sur 
la  première  intégrale  de  son  second  membre  comme  nous  venons 
de  le  faire  sur  l'intégrale  ^  j  de  l'équation  (pa),  on  voit  immé- 
diatement que  sa  limite  est  7rlim4^(d).  La  seconde  intégrale,  mise 
sous  la  forme 


•^ 


(Vm)   /       ^arctangT,       |^— x  <t,<--j 


a  la  limite  zéro,  à  cause  de  '|f  7T,)  finie  et  de  A  <;  o. 


La 

1:1". 


.■  i«i 


--   r- 


•:i; 


11. 


;u/(;  -'' 


■•*■* 

*•*• 


*.  .-^ 


i^^^ 


r<  (* 
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ce  qui  la  transforme  en  celle-ci, 


£ 


1  —  2tcosOi-\-  e* 
dont  la  limite  est  tt  limy*(  27r  —  $). 
Donc  on  «,  pour  a  =  o, 

(i5)  limJ  =  7r[liin/(^)-+-lim/(27r  — ^)]. 

Pour  a  :=  271,  J  ne  change  pas,  de  sorte  qu'on  obtient  la  même 
valeur  de  lim  J. 

Quant  aux  valeurs  de  a  en  dehors  de  l* intervalle  o ...  27:,  elles 
résultent  de  la  périodicité  de  la  fonction  limJ  =  F(a). 

Le  résultat  de  notre  recherche  par  rapport  à  cette  fonction  peut 
donc  s'énoncer  ainsi  : 

La  fonction 

hm  J  =  Fa  =  -  hm  /       ^- /;  ^    '  , r 

^     '         2  Jq       I  —  2£C0S(Ô  —  a) -f-  g* 

est,  pour  les  fonctions  f{^)  qui  n'ont  un  nombre  infini  ni  de 
nmxima  et  niininia  ni  de  discontinuités,  identiquement  la  même 
que  celle-ci 


F|   «;  =  -    I       f[u)fiu-\-ci^soL  j      /(«)  cos«é/w -h.  . . 

/{n)  siniidu  -h.  .  .  . 
0 

Une  première  dilïérence  entre  les  deux  représentations  F(a)  et 
F|(a)  s'accuse  quand  on  les  applique  à  des  fonctions  possédant 
un  nombre  iuGni  de  maxima  et  miuima.  Alors  on  troublerait 
que  la  première  est  bien  plus  générale  que  la  seconde,  qui  se 
refuse  déjà  à  représenter  certaines  fonctions  continues,  tandis 
que  la  première  n'exige  que  l'intégrabililé  de  f[x)^  et  donne 
F(a)  =  TT  [lim /(a  -h  cJ)  -f-  Mm f {oc.  —  ^)]  partout  oii  ces  limites 
existent. 
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V. 

Une  autre  diflerence  peut  être  constatée  si  Ton  ne  cherche  pas 
seulement  les  valeurs  lim,_,  J(a)  pour  des  a  flxes,  mais  plus  gé- 
néralement toutes  les  valeurs  Hm,  =  ,  j_o  J(«,  a  -^  6)  pour  des  rela- 
tions quelconques  entre  i  —  e  et  o . 

Le  problème  d'établir  dans  sa  conception  la  plus  générale  la 
limite  d'une  expression  analytique  ne  saurait  être  considéré  comme 
entièrement  résolu  si  sa  limite  mixte,  comme  on  peut  nommer 
des  limites  telles  que  lim,_,  ^-^  J  (6,a -f- J),  n'est  déterminée 
aussi.  Ce  problème  des  limites  mixtes  peut  présenter  des  difficultés 
très-sérieuses  ;  mais,  pour  des  cas  analogues  à  celui  que  nous  trai- 
tons ici,  on  en  trouve  facilement  la  solution  au  moyen  d'une  pro- 
position que  j'ai  communiquée  dans  les  annales  de  Leipzig 
(t.  Vn,  p.  aSi),  et  dont  voici  la  teneur  : 

Soient 

J — a 

des  quantités  indépendantes  de  b  et  de  a*  On  aura  générale- 
ment 

en  supposant  A  <^  j:  <^  B,  etf(x)  continue  entre  les  limites  A  et  B. 
Mais,  si  f[x)  prend  pour  un  point  x  =  x^  deux  valeurs  diffé- 
rentes f(x^  —  o)  etj\x\  -f-  o),  on  aura 

=/(xi-+-o)G+H-/{j:i— o)G_ 

-[/(^i^-o)~/(.r,-o)]liin„==«,^^.  f  '       dp^[/i,p). 
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Si  l'on  applique  celte  formule  à  la  sérir 


'       /(u)cosuflu  -4-  ...  -H-  cos/ia  /       f[it)co?^nudu 
o  t/o 

f[u]^mudu  -I-  . . .  -+-  sinwa  I       /[n)sïnfiuduy 
-  ^  »/ o 

en  posant  n-=zh^  r  =  a,  Xj  =  «i,  elle  devient  [Ann,  de  Leipzig, 
t.  VII,  p.  254) 

lim„=oc  .  .=..F,  («,//)  --  2  [/[aj  _4_  o1  -+-/(a,  —  o)] 

Jr»/»(«— a,)j.jj^^ 
' ^/x. 
o                    -^ 

En  rappliquant  ensuite  à  la  fonction 

F'y.,£,z=-/  ^ —^ ; -, 

2J^        I — 2ïCOS(Ô — a)-i-s* 

I  , 

ca  en  posant =  //,  x  =  a,  ar<  =  a< ,  on  trouve 

limc=,..=,.F(a,£)z=r  ^  [/(«,. I-O)  H- /(at  —  o)] 

{i6)  ""  ^^^ 

(      +  [/(«i  +  o)  — /(«i  —  o;]  lim.^,,  .=,,  arctang   ^— -^  tang  ""  ^  ^* 

Ces  deux  formules  pour  les  limites  mixtes  de  F|  (a,/2)  et  F(a,e) 
peuvent  être  comparées,    si   l'on  suppose  les    quantités  Az=/2, 

h  = égales. 

I  —  e    ^ 

Soit,  par  exemple, 


h  =  -=2- 


» 


a  —  « 


selon  que  «<«!,  ^^  P  signifiant  une  constante  arbitraire.  Nos  deux 
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formules  deviennent 


lim„=x  .«=a.Fi  («, 71  j  =z  ^  [/(a,  -h  o)  4-/(a,  —  o)] 


±|/(«.  +  0)  -/(«,- o)]   ft^da:, 

Jo        ^ 


Hm^...=a,F(a,5)=-[/(«,-ho)-4-/(ai— o)] 

—  [/(«i -+-0  )—/(«!— o)]  arc  tangp, 

et  donnent  évidemment  des  valeurs   de  F  et  F|   différentes  entre 
elles  quand  on  assigne  des  valeurs  quelconques  à  l'arbitraire  p. 

Les  n°*  IV  et  V  de  cet  article,  notamment  les  formules  (i4)î  (^5) 
(i6),  contiennent  la  solution  complète  du  problème  proposé. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

FOUCAULT  (Léon).  ~  Recueil  de  ses  travaux  scientifiques,  publié  par  Ma- 
dame veuve  Foucault,  sa  mère,  mis  en  ordre  par  C.-M.  Gariel,  ingénieur 
des  Ponts  et  Chaussées,  et  précédé  d'une  Notice  sur  les  Œuvres  de  L.  Fou- 
cault, par  J.  Bertrand,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  i  vol. 
in-4**.  xxviii-592  pages,  accompagné  d'un  allas  de  19  PI.  —  Paris,  Gauthier- 
VJUars,  1878. 

AVERTISSEMENT. 

En  acceptant  la  pieuse  mission  de  présenter  au  monde  savant  le 
Recueil  des  Mémoires  de  Léon  Foucault,  j'avais  songé  d'abord  a  tra- 
cer le  rapide  résumé  des  ingénieuses  inventions  qui  lui  sont  dues. 
Un  tel  travail  serait  sans  utilité  ;  la  simplicité  et  la  netteté  sont  les 
qualités  dominantes  des  pages  qui  vont  suivre,  et  il  suffît  de  dire  au 
lecteur  curieux  :  Lisez  et  jugez.  Le  temps  n'est  plus  où  il  fallait, 
pour  défendre  le  génie  inventif  de  Léon  Foucault,  en  montrer  le 
principe  et  le  guide  dans  une  science  exacte  et  profonde  ]  au  moment 
où  une  mort  prématurée  nous  Ta  enlevé,  il  avait,  depuis  bien  des 
années  déjà, conquis  le  rangélevé  que  la  postérité  doit  lui  conserver. 

L'histoire  de  ses  études  est  celle  de  ses  découvertes.  11  apprenait 
en  inventant  et  consultait  la  Science  suivant  ses  besoins  et  dans  la 
mesure  nécessaire  seulement;  bien  souvent,  au  début  d'une  recherche 
nouvelle,  il  avait  recours  à  l'érudition  de  ses  amis,  et,  en  se  fai- 
sant enseigner,  sans  aucun  embarras,  les  premiers  éléments  d'une 
théorie  classique,  îl  prenait  l'indication  des  Ouvrages  à  consulter. 
Quelques  mois  après,  ceux  qu'il  avait  surpris  par  l'absence  des  no« 
lions  élémentaires  dans  nos  écoles  le  retrouvaient  riche  d'une  in- 
vention ingénieuse  et  brillante,  prêt  à  en  discuter  les  conséquences 
et  les  principes,  aussi  bien  préparé  à  tenir  tète  aux  savants  qu'à 
éclairer  les  ignorants. 

Léon  Foucault  ne  fut  élève  d'aucune  école  ;  les  études  classiques 
semblaient  dans  son  enfance  trop  fatigantes  pour  son  esprit  rêveur-, 
il  fut  un  écolier  médiocre,  et  jugea  nécessaire,  à  la  fin  de  ses  études, 
de  se  faire  aider  par  un  répétiteur  pour  préparer  l'examen  du  bac- 
calauréat. 

Il  commença  ses  éludes  en  Médecine,  mais  un  Cours  de  Micro- 
scopie,  dont  il  devint  l'auditeur  assidu  et  bientôt  après  l'habile  pré- 

Bull,  des  Sciences  niuth.^  q*  ft<'»rip,  t.  III.  (Soptombre  if^79.)  ^-* 
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paratcur,  luî  révéla  ses  facultés  d'expérimentateur.  Le  professeur 
étaitleD*'  Donné,  qui,  sachant  apercevoir  dans  ce  jeune  homme 
si  habile  à  monter  un  appareil  un  esprit  aussi  droit  que  pénétrant, 
le  présenta,  dèsl^année  i845,  comme  son  successeur,  à  la  rédaction 
scientiflque  du  Journal  des  Débats,  Foucault  avait  alors  26  ans. 

La  tâche,  périlleuse  à  plus  d'un  titre,  exigeait  beaucoup  de 
science,  et  Foucault  se  proposait  d'en  acquérir;  beaucoup  de  pru- 
dence en  même  temps  et  de  sens  critique  :  il  y  mêla  beaucoup  de 
hardiesse.  Toujours  attentif  à  ne  pas  se  compromettre  par  des  juge- 
ments erronés  ou  douteux,  ses  appréciations  n'avaient  rien  de 
banal.  Entre  tant  de  travaux,  non  moins  différents  par  le  but  que 
par  la  méthode,  il  marquait  nettement  ses  préférences,  non  sans 
quelque  dédain  pour  la  Science,  si  élevée  qu'elle  fût,  quand  elle  se 
déployait  sans  résultat  immédiat  et  précis. 

Malgré  l'importance  croissante  de  ses  propres  travaux,  il  n'aban- 
donna jamais  complètement  cette  tâche  qu'il  aimait  et  dans  laquelle 
la  franchise  de  ses  jugements,  toujours  pleins  cependant  de  con- 
venance et  de  courtoisie,  a  éveillé  plus  d'une  rancune  et  par  là 
peut-être  retardé  ses  succès. 

Léon  Foucault,  associé  bientôt  à  un  collaborateur  digne  de  lui, 
tourna  ses  premières  recherches  vers  la  Photographie,  puis  vers  les 
questions  les  plus  élevées  de  la  théorie  de  la  lumière,  en  faisant 
faire  à  l'expérience  fondamentale  des  interférences  un  progrès 
aussi  considérable  qu'inattendu.  Cette  admirable  expérience,  si 
justement  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science,  fait  paraître,  on  le 
sait,  des  raies  complètement  obscures  à  la  rencontre  de  deux  rayons 
dont  chacun,  s'il  était  seul,  donnerait  une  lumière  brillante  et  pure. 
L'explication  depuis  longtemps  n'est  plus  douteuse^  l'éther,  dont 
les  vibrations  propagent  la  lumière,  est  excité  en  sens  opposé  au 
point  de  rencontre  des  deux  rayons  qui  se  contrarient  et  se  détrui- 
sent^ il  suflSt  pour  cela  que  la  différence  des  chemins  parcourus 
depuis  la  source  commune  corresponde  à  une  différence  de  phase. 
Dans  les  expériences  antérieures  de  Fresnel  et  de  Thomas  Young, 
cette  différence  de  marche  correspondait  â  un  petit  nombre  de  lon- 
gueurs d'onde  \  MM.  Fizeau  et  Foucault,  par  une  disposition  ingé- 
nieuse et  simple,  l'ont  portée  jusqu'à  8000  longueurs  d'onde, 
en  ajoutant  une  preuve  nouvelle  et  brillante  à  la  parfaite  précision 
de  la  théorie.  Arago,  si  bon  juge  de  ces  matières,  et  glorieusement 
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mêlé  luî-mèaie  à  l'histoire  du  ces  mémorables  découvertes,  fit  à  eei 
élcgaol  travail  iu  plus  cliak'Ureiix  accueil  et  conimeiiça  à  espérer 
que  Fresucl  aurait  des  successeurs. 

M>1.  FiEcau  et  Foucault  êtaicuL  trop  ingénieux  l'un  et  l'autre  à 

inventer  de  belles  expérieuces,  trop  habiles  en  même  temps  à  les 

réalisRr,  pour  avoir  besoin  d'aide  et  d'appui.  Leur  collaboration, 

quoique  très  ii-uctueuse  pour  leur  coiiiniune  renommôe,  dut  cesser 

I    cependant  le  jour  où  chacun  d'eus,  cii  pressentant  des  découvertes 

de  premier  ordre  et  se  sentant  la  force  de  les  réaliser  seul,  voulut 

t'en  réserver   la  gloire  tout  entière.  Leur  séparation,  en  eflet,  fut 

suivie,  pour  tous  deuif,  d'expériences  aussi  brillantes  que  neuves 

I  dont  le  retenti sseuient  fut  immense.  Je  n'ai  pas  à  faire  eonnaitrc 

ici  les  admirables  travaux  de  M.  Fizcau  ;  il  est  moins  nécessaire 

encore  d'analyser  en  tète  de  ce  Volume,  où  elles  sont  si  bien  expo- 

I  sées,  les  découvertes  presque  simultanées  de   Foucault,  dirigées 

bientôt  vers  des  régions  entièrement  diUépenles  ;  on  me  pardonnera 

l  cependant  de  reproduire  ici  une  Notice  écrite  en   i8t>4  dans  le  but 

I  très-hautement  proclamé  d'aider  Léon  Foucault  dans  une  eandi- 

I  dature  académique.  Le  jugement  que  j'y  porte,  relu  après  quator>;i- 

i,  me  semble  strictement  équitable^  mon  amitié  n'a  rien  exagéré  : 

I  il  sera  ratifié,  j'en  ai  le  ferme  espoir,  par  le  sulfrago,  aujourd'hui 

I  Impartial,  de  tous  les  juges  compétents.  Je  ne  veux  rien  changer  à 

Vcus  pages,  qui  ont  procuré  à  Foucault,  je  suis  heureux  de  citer  ses 

■  ipropres  expressions,  une  des  joies  de  sa  vie. 

Celte  joie,  hélas!  fut  une  des  dernières.  Lorsque  tout  semblait 

■  lui  sourire  et  que,  compté  parmi  les  maîtres  de  la  Science,  il  éprou- 
f  tait  et  retrempait  ses  forces  dans  une  lutte,  toujours  heureuse, 
I  avec  les  diBicidiés  pratiques  des  problèmes  industriels,  quelques 
I  jours  après  le  succès  d'une  expérience  décisive,  il  tombait  terrassé 

Bjiarunmal  sans  espoir.  Un  voile  chaque  jour  plus  épais  enveloppait 
T  H  pensée,  inlartc  jusqu'au  dernier  jour,  en  l'obscurcissant  sans 
I  l'éteindre  et  l'isolant  sansTaifaiblir  ;  quand  elle  perçait  le  nuagr 
K(|m  rcntourait,  la  mémoire  des  mots  lui  manquait.  Tout  en  lui  était 

■  frappé  B  la  fois  ;  sa  vue  rapidement  all'aiblie  lui  permettait  à  peine 
i  reconnaître  les  amis  qu'il  invitait  encore  à  venir  causer  devant 

{lui.  «  Je  comprends  tout  »,  disait-il  avec  etfort  ;  et,  par  un  geste 
wspérè,  il  marquait  à  la  fois  la  fercueté  de  sa  pensée,  l'impossi- 
nlité  de  l'exprimer  et  la  triste  n-rtilude  d'une  lin  prochaine.    11 
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n'avait  pas  achevé  sa  tache  :  de  notivelles  et  précieuses  inventions 
étaient  entrevues  et  ébauchées^  malheureusement  il  écrivait  peu,  et 
sa  famille,  en  publiant  les  courtes  Notes  inédites  qu'il  a  laissées, 
aura  seulement  la  triste  consolation  de  montrer  que  la  Science,  en 
même  temps  qu'elle,  a  fait  une  perte  irréparable  et  profonde  (  ^). 

J.  Bertkand. 


(*)  Jean-Bernard-Léon  Foucault  naquit  à  Paris  le  19  septembre  1819;  il  était  fils 
d'un  libraire  que  d'intéressantes  publications  sur  l'histoire  de  France  ont  fait  con- 
naître. Sa  vie  ne  présente  d'autres  événements  à  rapporter  que  les  découvertes  qu'il  a 
faites  ;  quelques  dates  suffiront  pour  compléter  tous  les  renseignements  qui  peuvent  éim 
intéressants  pour  la  postérité  et  qui  n'ont  pas  été  consignés  dans  la  Notice  précédente. 

Après  avoir  passé  sa  thèse  de  docteur  es  sciences  physiques,  sur  la  détermination  de 
la  vitesse  de  la  lumière,  en  i853,  L.  Foucault  fut  nommé  physicien  à  l'Observatoire 
en  185}  :  cette  place  fut  créée  pour  lui  d'après  les  idées  de  l'empereur  Napoléon  III. 
En  1863,  il  devint  membre  du  Bureau  des  Longitudes. 

Il  avait  reçu  la  croix  de  la  Légion  d'honneur  après  l'expérience  du  pendule  (i85i) 
et  il  était  nommé  officier  en  i86a. 

En  1857,  il  se  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  et  il  obtenait  assez  de  voix  pour 
qu'il  y  eût  ballottage  :  il  échouait  cependant.  11  l'emportait,  en  revanche,  après  une 
lutte  qui  se  traduisit  par  trois  scrutins  successifs,  lorsqu'il  posa  sa  candidature  une 
seconde  fois  en  186.)  :  il  succédait  à  Clapeyron. 

Il  était  membre  correspondant  de  la  Société  Royale  de  I^ndres,  qui  lui  décerna,  en 
i855,  une  des  plus  hautes  récompenses  qu'un  savant  puisse  ambitionner  :  la  grande 
médaille  d'or  de  Copley.  Les  Académies  de  Berlin,  de  Saint-Pétersbourg  et  la  plupart 
des  corps  savants  de  l'étranger  l'appelèrent  successivement  dans  leur  sein. 

En  1867,  l'installation  de  son  dernier  modèle  de  régulateur  à  l'Exposition  univer- 
selle l'avait  vivement  préoccupé,  par  suite  des  difficultés  exceptionnelles  qu'il  avait 
rencontrées  dans  la  nature  des  machines  dont  il  s'agissait  de  régler  la  marche  :  une 
machine  à  tisser  et  une  machine  à  travailler  le  bois.  Les  opérations  du  jury  des  ré- 
compenses, dont  il  faisait  partie,  avaient  également  contribué  à  le  fatiguer.  Une  cruellt^ 
maladie  vint  le  frapper  dans  le  courant  du  mois  do  juillet  :  la  paralysie  se  manifesta 
d'abord  par  un  léger  engourdissement  de  la  main.  11  ne  se  fit  pas  illusioh  sur  son 
état  et,  dès  les  premiers  symptômes,  comprit  qu'il  était  perdu.  Peu  à  peu  la  parole 
s'embarrassa,  la  vue  fut  atteinte,  et  après  sept  mois  d'un  long  martyre  il  mourut  le 
1 1  février  1868. 

Après  sa  mort,  une  Commission,  composée  de  MM.  Rolland,  directeur  général  des 
manufactures  de  l'État,  J.  Regnault,  directeur  de  la  Pharmacie  centrale,  professeur  à 
la  Faculté  de  Médecine;  Wolf,  astronome  à  l'Observatoire  impérial.  Ad.  Martin, 
docteur  es  sciences;  Lissnjous,  professeur  au  Lycée  Saint-Louis,  fut  chargée  de  pré-» 
parer  la  publication  des  OEuvres  de  L.  Foucault,  par  les  ordres  de  l'empereur.  Les 
événements  malheureux  de  1870  ont  mis  On  à  ces  projets. 

La  mère  de  L.  Foucault,  qui  conserve  pour  la  mémoire  de  son  (ils  un  pieux  et  tendre 
souvenir,  a  repris  l'idée  abandonnée  par  suite  de  ces  désastreuses  circonstances  :  par 
fon  ordre,  et  à  ses  frais,  les  travaux  scientifiques  de  L.  Foucault  ont  été  réunis,  et  elle 
a  assuré  ]eur  publication,  souhaitant  seulement,  et  ce  souhait  a  été  rempli,  de  vivre 
assez  pour  voir  la  réalisation  complète  de  cette  pensée,  qui  sauvegardera  l'héritage 
scientifique  d'un  homme  dont  les  découvertes  ont  enrichi  la  Science.  C.  M.  G. 
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Des  progrès  de  la  Mécanique  (*). 
M.  LÉON  FOUCAULT. 

L'Evangile  a  dit  :  «  Celui  qui  croit  ne  sera  pas  jugé.  »  Les  savants 
devraient  s'inspii*er  de  cette  maxime  et  dire  a  leur  tour:  Celui  qui 
trouve  ne  sera  pas  jugé.  Toute  métliode  qui  fait  trouver  doit  être 
accueillie  avec  reconnaissance,  et  quiconque  apporte  une  vérité 
nouvelle  doit  toujours  être  bien  reçu.  Les  voies  de  la  Science  sont 
infinies,  et  le  plus  grand  préjudice  que  Ton  puisse  lui  porter  est 
d'en  proscrire  quelques-unes  en  décourageant  par  un  injuste  dédain 
ceux  qui  les  suivent  ou  les  développent.  Plus  large  et  plus  féconde 
sera  la  voie  dans  laquelle  un  grand  homme  aura  engagé  ses  con- 
temporains ou  la  postérité,  plus  méritants  et  plus  utiles  seront  sou- 
vent les  esprits  rebelles  qui,  refusant  le  joug,  persisteront  dans  les 
vieilles  méthodes  ou  sauront  s*en  créer  de  nouvelles. 

Deux  puissants  génies  ont,  à  des  époques  dillérentes,  changé  la 
face  de  la  Géométi'ie  et  celle  de  la  Mécanique.  Descartes  et  Lagrange, 
à  deux  siècles  d'intervalle,  ont  créé,  l'un  la  Géométrie  analytique, 
l'autre  la  Mécanique  analytique;  ils  ont  montré  comment  le  Calcul 
algébrique  et  l'Analyse  infinitésimale  embrassent  dans  leurs  combi- 
naisons la  solution  de  tous  les  problèmes  de  Géométrie  et  de  Méca- 
nique, sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  aux  raisonnements  faits 
sur  la  figure  ou  inspirés  par  l'étude  profonde  des  mécanismes, 
comment  on  peut  espérer  d'obtenir  la  proportion  des  figures  et  des 
mouvements  au  moyen  de  règles  uniformes  qui  remplaceraient  le 
génie  du  géomètre  par  la  patience  du  calculateur. 

La  Mécanique  a  été  renfermée  dans  une  seule  formule,  mais  il 
est  difficile  de  l'en  faire  sortir  :  cette  haute  vérité,  qui  contient 
toutes  les  autres,  ne  les  montre  facilement  que  lorsqu'on  les  con- 
naît à  l'avance.  La  raison  soumise,  avant  d'être  éclairée,  y  trouve 
rarement  la  vue  distincte  de  chaque  résultat  particulier,  et  ce  n'est 
pas  par  la  que  ceux  qui  ne  voient  pas  commenceront  à  voir.  Parce 
que  Lagrange  s'est  élevé,  par  un  admirable  effort  de  génie,  jusqu'à 
la  source  de  toutes  les  vérités  de  la  Science,  n'a-t-on  plus  qu'à  se 


(•)  Voir  Revue  des  Deux-Mondes,  i"  mai  1864. 
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conCer  au  courant  en  abandonnant  le  gouvernail  pour  se  laisser 
doucement  et  paisibleoient  descendre?  Ce  n'est  pas  ainsi  qu'il  le 
faut  entendre.  Le  fleuve  n'est  pas  navigable,  et  il  n'est  pas  donné  à 
tous  de  le  parcourir  sans  rencontrer  bien  des  écueils.  En  présence 
de  cette  formule  maîtresse  qui  contient  tout,  il  reste  beaucoup  à 
cberchcr,  et  pour  la  transformer  en  vérités  sensibles  il  faut  ètrf 
doué  d'un  génie  spécial,  qui  n'est  à  proprement  parler  ni  celui  de 
la  Mécanique  ni  celui  de  la  Géométrie. 

Lors  même  que  les  géomètres,  réussissant  dans  cette  grande  en- 
treprise, atteindraient  le  but  vers  lequel,  depuis  plus  d'un  demi- 
siècle,  ils  s'avancent  incessamment,  et  qui  dépasse  peut-être  la 
portée  de  l'esprit  bumain,  la  Mécanique  ne  serait  pas  absorbée  par 
l'Analyse;  les  deux  sciences,  unies  d'un  lien  de  plus  en  plus  étroit, 
n'en  resteraient  pas  moinsdistincles  et  grandiraient  l'unepar  l'autre 
en  se  prêtant  un  mutuel  secours.  La  perfection  des  métbodes,  pas 
plus  là  qu'ailleurs,  ne  pourra  jamais  suppléera  la  puissance  du 
talent,  et  les  grands  génies,  quoi  qu'il  arrive,  conserveront  la  pos- 
sibilité de  faire  de  grandes  découvertes. 

«  Toutes  les  grandes  choses  ont  leur  excès  n,  a  dit  un  illustre 
(•crivain  ;  cela  est  vraï,  même  dans  la  Science.  Quoique  l'on  ne  soit 
jamais  allé  jusqu'à  rejeter  l'étude  directe  des  questions  particu- 
lières, on  s'est  trop  souvent  élevé  au-dessus  d'elles  ;  les  belles  mé- 
thodes général  es  de  la  Mécanique  analytique  ont  été,  pendantquel- 
<jue  temps,  suivies  d'une  manièretrop  exclusive,  et,  en  s'attacbant  à 
montrer  ce  que  les  divers  problèmcsont  d'identique,  on  s'est  exposé 
à  perdre  de  vue  ce  qui  les  distingue  les  uns  des  autres.  Les  géo- 
mètres purs,  en  embrassant  avec  une  savante  monotonie  l'infinie 
variété  des  détails  connus  dans  l'application  des  formules,  en  van- 
tant 1  élégance  et  l'uniformité  de  leurs  métbodes,  en  y  pliant  peu  à 
peu  l'enseignement  tout  entier  de  laScience  dans  tous  les  pays,  ont 
acquis  à  leurs  procédés  préférés  une  autorité,  je  dirai  presque  une 
tyrannie,  sous  laquelle  les  méthodes  opposées,  plongées  dans  uu 
sommeil  que  nul  ne  troublait  plus,  semblaient  mourir  faute  d'ali- 
ments. 

On  raconte  que,  il  y  aune  trentaine  d'années  à  peine,  un  profes- 
seur, curieux  des  vieilles  traditions,  avait  eu  recours  aux  méthodes 
du  géomètre  grec  Apollonius  jiour  démonlicr  par  la  Géométrie 
puie  Ifs  propriétés  principales  des  sections  coniques;  ses  élèves. 
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avancés  déjà  dans  la  Science,  mais  habitués  à  rattacher  toutes  leurs 
recherches  à  la  méthode  de  Descartes,  exclusivement  suivie  jusque- 
là,  furent  charmés  de  Télégance  de  ces  idées  nouvelles  à  leurs  yeux 
et  de  la  facilité  inattendue  avec  laquelle,  disaient-ils,  l'application 
de  Y  Algèbre  à  la  Géométrie  pouvait  se  traiter  sans  Algèbre, 

Trois  hommes  supérieurs  ont  réagi,  surtout  à  notre  époque, 
contre  cette  exagération  d'une  idée  grande  et  féconde  et  contre 
l'abandon  des  procédés  les  plus  fins  et  les  plus  brillants  de  l'esprit 
humain  :  M.  Poncelet,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectii^es, 
et  M.  Chasles,  dans  ses  nombreux  et  admirables  écrits,  ont  gagné, 
Traisemblablemeut  pour  toujours,  la  cause  des  méthodes  qui  les  ont 
conduits  si  haut,  tandis  que  M.  Poinsot,  dans  une  série  de  Mémoires 
cpd  resteront  d'impérissables  modèles  d'élégance  et  de  profondeur, 
montrait  que,  dans  la  Mécanique,  rien  ne  dispense  de  considérer 
les  choses  en  elles-mêmes,  sans  jamais  les  perdre  de  vue  dans  le 
cours  du  raisonnement.  L'étude  des  beaux  travaux  que  je  viens  de 
citer  serait  intéressante  et  instructive  à  plus  d'un  titre  ;  mais  chaque 
jour  voit  augmenter  le  nombre  des  lecteurs  sérieux  qui  les  consi- 
dèrent à  bon  droit  comme  classiques,  et  celui  qui  voudrait  aujour- 
d'hui chercher  a  les  défendre  contre  une  appréciation  inintelligente 
et  injuste  arriverait  une  trentaine  d'années  trop  tard.  Les  chefs- 
d'œuvre  sont  peu  à  peu,  quoi  qu'on  fasse,  acceptés  comme  ils  doi- 
vent Fètre  ;  ils  ne  changent  pas  toujours  les  esprits,  mais  ils  s'im- 
posent à  leur  attention.  Nul  n'oserait,  par  exemple,  aujourd'hui 
contester  l'importance  et  la  hauteur  des  travaux  mécaniques  de 
Poinsot^  il  semble  évident  déjà  que  la  postérité  doit  placer  l'illustre 
auteur  de  la  Statique  bien  au-dessus  des  contemporains,  jadis  plus 
célèbres,  qui  l'ont  si  longtemps  méconnu.  Poisson  disait,  au  sein 
même,  je  crois,  du  Bureau  des  Longitudes  :  <(  Si  Poinsot  se  présen- 
tait à  l'Ecole  Polytechnique,  ma  conscience  ne  me  permettrait  pas 
de  l'y  admettre.  »  La  Section  de  Géométrie,  en  i8i3,  était  moins 
sévère  dans  son  jugement  et  consentait  à  Tinscrire  au  troisième 
rang  sur  la  liste  des  candidats  à  la  succession  de  Lagrange  :  l'Aca- 
démie le  nomma  et  fit  bien.  Une  exposition  de  l'ensemble  de  ses 
travaux  et  des  idées  neuves  qu'il  a  apportées  dans  la  Science  aurait 
été  alors  une  œuvre  utile  et  méritante;  sans  avoir  aujourd'hui  la 
même  raison  d'à-propos,  elle  offrirait  encore  un  intérêt  sérieux. 

Les  travaux  que  je  veux  signaler  aujourd'hui  sont  dus  à  un  esprit 
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fin  et  délicat  dont  l'analogie  avec  celui  de  Poinsot  m'a  souvent 
frappé.  Les  voies  qu'ils  suivent  sont  très-différentes  :  la  science  de 
l'un  tend  à  la  pratique,  celle  de  l'autre  à  la  contemplation  ;  mais 
ils  ont  tous  deux  le  même  sentiment  profond  de  la  réalité;  ils  té- 
moignent pour  les  routes  battues  le  même  éloignement,  poussé 
parfois  jusqu'à  l'injustice;  il  considèrent  tous  deux,  avec  un  dédain 
que  je  ne  partage  pas,  les  travaux  estimables  qui,  de  près  ou  de  loin, 
ressemblent  au  devoir  d'un  bon  écolier,  et,  pour  ajouter  enGn  un 
dernier  trait  qui  leur  est  commun,  tout  ce  qui  dans  la  Science  ne 
leur  semble  pas  clair  n'existe  pas  à  leurs  yeux.  M.  Léon  Foucault  se 
sent  capable  d'inventer;  absorbé  par  l'exploitation  de  ses  idées, 
qu'il  creuse  consciencieusement,  sans  se  décourager  jamais,  il  ne 
se  croit  pas  toujours  le  temps  d'amasser  des  vérités  dont  l'usage 
semble  encore  lointain,  et,  pour  combler  les  lacunes  d'une  instruc- 
tion mathématique  très-solide,  mais  peu  étendue,  il  attend  systé- 
matiquement que  le  besoin  s'en  fasse  impérieusement  sentir. 

On  lit  dans  Galilée  un  passage  très-curieux  où,  après  avoir 
énoncé  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  déclare,  pour  toute 
démonstration,  que  quiconque  niera  le  théorème  ou  conservera 
seulement  le  plus  léger  doute  prouvera  qu'il  ne  comprend  rien  n 
la  théorie  des  machines.  M.  Foucault  prononce  avec  la  même  con- 
viction des  auathèmes  du  même  genre  contre  ceux  qui  contestent 
l'exactitude  de  ses  conceptions;  il  va  tout  droit  où  le  conduit  sa  vue, 
et,  comme  il  est  fort  clairvoyant,  il  n'admet  pas  qu'on  le  soit  moins 
que  lui  :  ses  contradicteurs  sont  pour  lui  rebelles  à  la  vérité,  et  il 
les  accuse  de  nier  l'évidence.  S'il  se  trompait  souvent  ou  seulement 
quelquefois,  on  pourrait  lui  reprocher  l'ignorance  volontaire  des 
formes  classiques  ;  mais,  ses  assertions,  qui  ont  tant  occupé  les 
géomètres,  s'étant  toujours  trouvées  exactes,  je  vois  dans  cette  igno- 
rance même  la  preuve  d'un  mérite  original  et  très-supérieur. 

L 

La  première  invention  mécanique  de  M.  Foucault  est  l'éclatante 
démonstration  qu'il  a  donnée  du  mouvement  de  la  Terre,  en  le  ren- 
dant sensible  à  tous  les  yeux  au  moyen  d'un  pendule  librement 
suspendu  à  un  fil.  L'influence  que  la  rotation  de  la  Terre  devrait 
exercer  sur  les  phénomènes  observables  à  sa  surface  a  été  l'une  des 
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I  premières  objections  adressées  à  Copernic.  On  énuiii(.'i'ail  Jes  coii- 

lé(|UeRces  très-dures  à  adiucttre,  qu'il  semblait  ini|Kissiblc  d  evîli-i- 

I  ^rés  avoir  acccplé  le  principe;  mais  ses  partisans  oui  lacilemcnt 

hdîssipé  ces  vaines  et  cbiniériqucs  préoccupations  et  fait  triompher 

LU  vtirilé  par  dos  réponses  complètement  décisives.  Jls  ont  monlrt' 

l^ne,  malgré  la  rotation  de  la  Terre,  les  oiseaux  peuvent  s'élever 

Iju  plus  haut  des  airs  et  redescendre  tranquillement  vers  leur  nid 

l.uns  que  ebaque  minute  les  en  éloigne  de  plusieurs  lieues,  «pi'une 

■^erre  lancée  verticalement  de  bas  en  liant  no  doit  pas  retomber 

li  une  centaine  de  pas  vers  l'ouest,  et  qu'une  armée  peut  envoyer  des 

lUes  et  des  boulets  de  ranoii,  des  llèches  même  et  des  javelots 

BvoQtre  un  ennemi  situé  i'i  l'est  sans  que  la  rotation  de  la  Terre  le 

ji^robe  à  ses  coups.  Galilée  a  réjiondu  à  ces  objections,  mais  il  a 

tgèrcment  dépassé  le  but  :  suivant  lui,  tous  ces  pbénoménes  sont 

l^bsolument  illusoires,  et  le  mouvement  rapide  qui   nous  emporte 

tous  est  rigoureusement  et  mathématiquement  insensible. 

Si  la  Terro  était  cnlrainéu  par  un  mouvement  de  translation, 

joelque  rapide  qu'on  voulût  le  supposer,  pourvu  qu'il  fût  uniforme, 

i  n'exercerait  aucune  influence,  petite  ou  grande,  sur  les  pliéno- 

s  qui  s'accomplissent  autour  de  nuus;  mais,  la  Terre  tournant 

mlour  de  son  axe,  cette  rotation  doit  produire  de  petites  pcrturba- 

Btîoas  gui  n'ont  été  analysées  que  plus  tard  et  peu  à  peu,  et  dont 

U.  Foucault  a  montré  pour  la  première  fuis  les  cllels   avec  une 

Itncoutestable  évIdciKi'. 

Varignon  parait  avoir  signalé  le  premier,  en  170^,  la  coniradie- 

lîon  géométrique  des  lois  de  Galilée  sur  la  chute  des  corps  avec 

P'hypothèse  de  la  rotation  tfe  la  Terre  et  celle  d'une  pesanteur  con- 

Utnle;  il  se  borne  à  montrer  que  la  réunion  de  ces  trois  hypothèses 

liinpliquc  contradiction,  sans  oser  décider  celle  qui  doit  6tre  modiiiée 

^U  sans  indiquer  même  ses  conjectures  -,  il  est  à  croire  d'ailleurs  que. 

Vil  se  fût  prononcé,  il  n'eût  pas  bien  choisi  ;  son  Ouvrage  sur  la 

B  la  pesanteur  le  montre  fort  mal  préparé  à  traiter  de  telles 

niestions.  On  voit  sur  le  IrontJspice  une  petite  vignette  fort  élégante 

représentant  deux  personnages,  un  militaire  et  un  religieux,  auprès 

vun  canon  braqué  vers  le  zénith  ;  ils  regardent  en  l'air  comme  pour 

ele  boulet  qui  vient  d'être  lancé.  Sur  la  gravure  même  on  lit 

»  mots  :  Il  Relombera-t-il  ?  »  Le  religieux  est  le  célèbre  P.  Mcr- 

I,  et  sou  compagnon  est  M.  Petit,  intcndaul  des  fortifications. 
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Ils  ont  répété  plusieurs  fois  cette  dangereuse  expérience,  et,  comme 
ils  ne  furent  pas  assez  adroits  pour  faire  retomber  le  boulet  sur 
leur  tète,  ils  crurent  pouvoir  en  conclure  qu'il  était  resté  en  l'air, 
où  sans  doute  il  demeurerait  longtemps.  Yarignon  ne  conteste  pas  le 
fait,  mais  il  s'en  étonne  :  «  Un  boulet  suspendu  au-dessus  de  nos 
têtes,  en  vérité,  dit-il,  cela  doit  surprendre!  »  Les  deux  expérimen- 
tateurs, s'il  est  permis  de  les  nommer  ainsi,  firent  part  à  Descartes 
de  leurs  essais  et  du  résultat  obtenu.  On  sait  que  l'intrépide  philo- 
sophe ne  demeurait  jamais  court;  c'était  un  oracle  toujours  prêt 
qui  répondait  à  tous  et  à  tout.  Il  ne  vit  dans  le  fait  supposé  exact 
qu'une  confirmation  de  ses  subtiles  rêveries  sur  la  pesanteur.  Plus 
d'un  siècle  après,  d'AIembert,  qui  analysa  très-nettement  le  phé- 
nomène, calcula  la  déviation  du  boulet,  en  faisant  abstraction  de  la 
résistance  de  l'air.  Un  projectile  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  une  vitesse  de  1800  pieds  par  seconde  doit  être  dévié  vers 
l'est  et  retomber  à  600  pieds  de  son  point  de  départ;  et  c'est,  sui- 
vant lui,  pour  l'avoir  cherché  trop  près  que  Mersenne  et  Petit  n'ont 
pas  retrouvé  leur  boulet.  Mais  cette  explication  n'est  pas  même 
admissible  :  la  résistance  de  Tair,  négligée  par  d'Alembert,  exerce 
une  très-grande  influence.  D'après  les  calculs  de  Poisson,  une  balle 
de  fusil  lancée  avec  une  vitesse  de  4oo™  par  seconde,  qui  dans  le 
vide  retomberait  à  5o™  de  son  point  de  départ,  ne  serait  déviée  dans 
l'air  que  de  quelques  centimètres.  L'expérience  de  Mersenne  prouve 
donc  seulement  la  difficulté  de  lancer  un  boulet  dans  une  direction 
rigoureusement  verticale  :  une  balle  de  fusil  serait  plus  facile  à 
diriger,  mais  l'erreur  de  pointage,  ajoutée  a  l'influence  des  courants 
d'air,  produirait  certainement  des  déviations  plus  considérables 
encore  que  celles  qu'il  faut  mesurer.  D'Alembert  indiqua  dans  la 
même  dissertation  les  effets  du  mouvement  de  la  Terre  sur  les  pro- 
jectiles lancés  dans  une  direction  quelconque  et  sur  la  cliutc  verti- 
cale d'un  corps  pesant  abandonné  à  lui-même.  Laplace  a  repris  la 
question  dans  la  Mécanique  céleste,  et  trouvé  des  résultats  sem- 
blables. L'illustre  Gauss  s'en  est  également  occupé.  Poisson  enfin 
y  a  consacré  deux  longs  Mémoires»  dont  la  conclusion  générale  est 
que  les  déviations  sont  toujours  fort  petites  et  exigeraient,  pour 
être  constatées,  des  expériences  minutieuses,  presque  toutes  irréali- 
sables. 

Les  plus  célèbres  et  les  plus  exactes  ont  été  faites  en  i833,  dans 
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les  miues  de  Freyberg,  par  M.  le  professeur  Reech.  II  laissait  tom- 
ber librement  un  poids  et  mesurait  la  déviation  vers  Test^  la  hau- 
teur de  chute  ëtait  de  iSS*"  :  la  moyenne  de  cent  six  expériences  a 
donné  une  déviation  de  o"',028  environ  et  trop  faible  pour  être 
dégagée  avec  certitude  de  toutes  les  influences  perturbatrices,  en 
sorte  que  l'évidence  du  résultat  n'est  pas  assez  frappante  pour  fer- 
mer la  bouche  aux  incrédules.  C'est  à  l'occasion  de  faits  de  ce 
genre  et  des  déductions  logiques  qui  y  conduisent  que  Laplace 
écrivait  :  <c  Quoique  la  rotation  de  la  Terre  soit  établie  avec  toute 
la  certitude  que  les  Sciences  physiques  comportent,  une  preuve 
directe  de  ce  phénomène  doit  intéresser  les  géomètres  et  les  astro- 
nomes. »  Cette  preuve  sans  réplique,  M.  Foucault  Ta  apportée  n 
FAcadémie  des  Sciences  le  3  février  i85i,  et,  comme  l'avait  prévu 
Laplace,  elle  intéressa  vivement  les  astronomes  et  les  géomètres  : 
elle  n'apprit  a  personne  que  la  Terre  tourne  et  que  sa  rotation 
peut  modifier  les  phénomènes  dynamiques  à  la  surface,  mais  elle 
en  montra  un  eiTet  très-net,  très-facile  à  observer,  et  qui,  grandis- 
sant avec  le  temps,  ne  pouvait  être  ni  attribué  h  aucun  autre  prin- 
cipe ni  masqué  par  les  perturbations  accidentelles. 

Nous  croyons  devoir  reproduire  les  termes  mêmes  de  la  Commu- 
nication de  M.  Foucault  : 

«  Les  observations  si  importantes  et  si  nombreuses  dont  le  pendule  a  été 
jusqu'ici  l'objet  sont  surtout  relatives  à  la  durée  des  oscillations;  celles  que 
je  me  propose  de  faire  connaître  à  rAcadémie  ont  principalement  porté  sur 
la  direction  du  plan  d^oscillation,  qui,  se  déplaçant  graduellement  d'orient 
en  occident,  fournit  un  signe  sensible  de  la  rotation  de  la  Terre. 

•  Afin  d'arriver  à  justifier  cette  interprétation  d'un  résultat  constant,  je 
ferai  abstraction  du  mouvement  de  translation  de  Li  Terre,  qui  est  sans  in- 
fluence sur  le  phénomène  que  je  veux  mettre  en  évidence,  et  je  supposerai 
que  l'observateur  se  transporte  au  pcMc  pour  y  établir  un  pendule  réduit 
à  sa  plus  grande  simplicité,  c'est-ii-dire  un  ))endule  composé  d'une  masse 
pesante  homogène  et  sphérique,  suspendu  par  un  fil  flexible  à  un  point  ab- 
solument fixe  ;  je  supposerai  même  tout  d'abord  que  ce  point  de  suspension 
est  exactement  sur  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation  du  globe  et  que  les 
pièces  solides  qui  le  supportent  ne  participent  pas  au  mouvement  diurne.  Si, 
dans  ces  circonstances,  on  éloigne  de  sa  ))osition  d'équilibre  la  masse  du 
pendule,  et  si  on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur  sans  lui  commu- 
niquer aucune  impulsion  latérale,  son  rentre  de  gravite  repassera  par  la 
verticale  et,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  il  s'élèvera  de  l'autre  côte  à  une 
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ety  comme  la  verticale  change  de  direction,  qu'elle  décrit  en  vingt- 
quatre  heures  un  cône  plus  ou  moins  ouvert,  suivant  qu'on  est  plus 
ou  moins  près  de  Téquateur,  le  plan  qui  la  contient  à  chaque 
instant  est  nécessairement  un  plan  mobile  dans  l'espace.  Les  appa- 
rences sont  donc  produites  ici  par  la  combinaison  du  mouvement 
de  la  Terre  avec  le  mouvement  inconnu  que  va  prendre  le  plan  du 
pendule  et  qu'il  faut  déterminer.  Or,  pour  y  parvenir,  M.  Foucault 
invoque  un  principe  dont  la  démonstration  rigoureuse  n'a  pas  été 
donnée  jusqu'ici,  mais  qui  lui  semble  évident,  comme  à  Galilée  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  et  comme  à  Huygens  les  postulaia 
sur  lesquels  il  a  fondé  la  théorie  du  pendule.  Le  plan  d'oscillation, 
tout  en  restant  vertical,  doit,  selon  M.  Foucault,  se  placer  à  chaque 
instant  de  manière  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  la  posi- 
tion qu'il  occupait  dans  l'instant  qui  précède.  Si  l'on  se  donne,  eu 
un  mot,  la  position  du  plan  d'oscillation  à  un  certain  moment, 
pour  savoir  ce  qu'il  est  devenu  après  un  temps  très  court,  <oooooo 
de  seconde  par  exemple,  il  faut  déterminer  la  position  nouvelle 
qu'a  prise  la  verticale  par  suite  de  la  rotation  terrestre  et  chercher, 
parmi  tous  les  plans  qui  passent  par  cette  direction,  celui  qui  forme 
avec  le  plan  primitif  le  plus  petit  angle  possible.  Cette  ingénieuse 
hypothèse  conduit  très-simplement  à  la  loi  tant  de  fois  confirmée  : 
la  rotation  du  plan  d'oscillation  est  proportionnelle  au  sinus  de  la 
latitude. 

La  belle  expérience  fut  rapidement  répétée  dans  l'Europe  en- 
tière. Les  professeurs  de  Florence  l'exécutèrent  dès  qu'ils  en  eurent 
communication  et,  par  une  association  bien  naturelle  d'admira- 
tion, opérèrent  à  côté  même  de  la  tribune  de  Galilée.  Ils  voulurent 
ensuite  chercher  dans  les  procès-verbaux  inédits  de  l'Académie  del 
Cimento  si,  parmi  les  nombreuses  observations  faites  sur  le  pen- 
dule, il  ne  s'en  trouverait  pas  qui  eussent  trait  à  l'expérience  nou- 
velle. Ils  trouvèrent  en  effet  les  lignes  suivantes,  écrites  par 
Viviani  :  Osservammo  che  tutti  i  penduli  da  un  soljilo  deuiano 
dal  primo  verticale,  e  sempre  per  il  medesimo  verso» 

L'assertion  est  très  claire.  Il  n'est  pas  supposable  que  les  aca- 
démiciens del  Cimento  n'aient  pas  cherché  la  cause  d'un  effet 
aussi  extraordinaire;  mais  c'était  une  matière  délicate,  où  il  était 
dangereux  de  prendre  parti  :  ils  avaient  connu  Galilée^  les  aven- 
tures de  leur  illustre  compatriote  étaient  encore  récentes,  et  der- 
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rière  la  question  du  mouvcmeut  de  la  Terre  ils  entrevoyaient  le 
Siint-OrQce.  On  connaissait  son  aversion  opiniîitre  pour  certaines 
vérités,  et  la  critique  moderne  n'avait  pas  encore  révélé  toute  sa 
bienveillante  mansuétude.  Tout  en  gardant  le  silence  sur  la  cause 
présumée,  l'Académie  a  donné  dans  ses  Mémoires  imprimés  Tindi- 
cation,  moins  précise  il  est  vrai,  du  môme  phénomène,  et  la  décla- 
ration d'une  ignorance,  peut-être  volontaire,  sur  la  nature  des 
causes  qui  le  produisent^  elle  propose  de  mesurer  le  temps  eu 
comptant  directement  les  oscillations  d^un  pendule;  mais  elle  con- 
seille de  le  suspendre  à  deux  (ils,  parce  que  le  pendule  à  un  seul 
fil,  quelle  qu'en  soit  la  cause,  s'écarte  insensiblement  de  sa  direc- 
tion primitive,  et  son  mouvement  ne  se  fait  plus  bientôt  dans  un 
arc  vertical,  mais  par  une  spirale  allongée  daus  laquelle  les  vibra- 
tions ne  se  distinguent  plus.  Comme  le  remarque  d'ailleurs  avec 
équité  le  directeur  de  l'Institut  Polytechnique   de  Florence,  ces 
citations  inédites  ou  obscures  et  oubliées  n'enlèvent  rien  au  mérite 
dn  nouvel  inventeur,  auquel  elles  étaient,  comme  à  tous  les  phy- 
sidenSy  restées  complètement  inconnues. 

Rien  n'est  plus  ordinaire  que  de  voir  des  inventeurs,  persuadés 
qu'ils  ont  atteint  le  but  aussitôt  qu'ils  en  ont  approché,  s'arrêter  eu 
laissant  à  d'autres  le  soin  de  suivre  les  conséquences  de  leur  idée 
et  de  perfectionner  leur  oeuvre.  Un  premier  succès  éteint  leur  ardeur 
et  satisfait  leur  curiosité.  D'autres  au  contraire,  plus  persévérants 
et  plus  forts,  regardent  un  premier  résultat  comme  l'occasion  d'un 
nouveau  travail*,  ils  marchent  avec  ardeur  vers  les  vérités  entre- 
vues, en  montrant  incessamment,  par  l'heureuse  abondance  de  leurs 
développements  et  par  des  preuves  continuelles  d'habileté,  que  le 
hasard  n'est  pas  leur  guide. 

C'est  à  cette  seconde  classe  d'inventeurs  qu'appartient  l'auteur 
de  l'expérience  du  pendule.  Après  avoir  heureusement  résolu  un 
problème  réputé  si  diilGcile  et  mis  dans  une  lumière  éclatante  une 
expérience  inaperçue  jadis,  dont  il  ne  restait  que  quelques  traces 
obscures,  il  a  cherché  daus  des  combinaisons  nouvelles  des  preuves 
plus  sensibles  encore  du  mouvement  de  la  Terre,  et,  par  une  exacte* 
analyse  des  forces  mises  en  jeu,  il  est  parvenu  à  les  diriger,  en  leur 
faisant  produire  des  eilets  aussi  brillants  qu'inattendus.  Un  homme, 
enfermé  sans  boussole  dans  une  chambre  et  n'apercevant  pas  le  ciel , 
peut  trouver  la  direction  du  nord  et  la  latitude  du  lieu  qu*il  oc- 
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cupe.  Tels  sout  les  résultats  extraordinaires  démontrés  et  réalisés 
aujourd'hui,  et  que  tous  les  savants,  il  y  a  vingt  ans,  auraient,  sans 
hésiter,  déclarés  impossibles. 

Frappé,  comme  tous  les  géomètres,  par  l'expérience  du  pendule, 
M.  Poinsot  avait  porté  son  attention  sur  le  moyen  de  la  rendre  plus 
nette  encore,  en  substituant  au  plan  idéal  dans  lequel  se  meut  le 
ûl  un  objet  matériel  dont  la  rotation  de  la  Terre  déterminât  le 
mouvement.  La  disposition  qu'il  proposa  ne  semble  pas  réalisable, 
mais  elle  fut  peut-être  l'occasion  de  Tinvention  du  gyroscope.  Le 
but  primitif  de  cet  instrument  est  de  suspendre  un  corps  de  telle 
sorte  qu'il  reste  indépendant  de  la  rotation  de  la  Terre  et  que  les 
supports,  tout  en  entraînant  son  centre  de  gravité,  ne  changent 
nullement  sa  direction  absolue  dans  l'espace.  Il  est  clair  que  cette 
immobilité  réelle,  contrastant  avec  la  rotation  terrestre,  dont  nous 
n'avons  pas  conscience,  pi*oduira  un  mouvement  relatif  qui  mettra 
celle-ci  en  évidence;  mais  il  faut  pour  cela  que  le  système  de  sus- 
pension, permettant  au  corps  tous  les  mouvements  possibles  autour 
de  son  centre,  ne  puisse  par  cela  même  lui  en  imposer  aucun.  Les 
moyens  de  réaliser  cette  condition  sont  connus  depuis  longtemps; 
la  recherche  n'en  était  d'ailleurs  qu'un  jeu  pour  un  mécanicien 
aussi  expérimenté  que  M.  Foucault,  et  son  gyroscope  y  satisfait 
atec  un  art  parfait.  Si  l'on  se  borne  cependant  à  suspendre  une 
masse  de  cette  manière,  Texpérience  ne  donne  aucun  résultat;  le 
mouvement  relatif  ne  se  produit  pas,  et  c'est  le  frottement  qui  Tem- 
pèchc.  On  ne  peut  en  effet  alfranchir  le  corps  de  toute  attache;  si 
mobile  que  soit  le  support,  il  faut  bien  qu'il  soit  appuyé  sur  quelque 
chose,  et,  malgré  la  finesse  de  Texécution,  le  frottement  intervient 
toujours  dans  le  mouvement  relatif  des  pièces  en  contact  pour  le 
ralentir  ou  pour  Tarrèter.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  d'autant 
plus  grave  que  les  forces  qu'il  s'agit  de  mettre  en  évidence  sont  plus 
petites,  M.  Foucault,  avant  de  suspendre  son  gyroscope,  lui  im- 
prime une  vitesse  de  deux  à  trois  cents  tours  par  seconde;  cette 
rotation  n'augmente  pas  la  pression  sur  les  supports  et  les  frotte- 
ments restent  les  mêmes,  mais  elle  accroît  la  résistance  qui  serait 
nécessaire  pour  empêcher  le  mouvement  relatif  que  l'on  veut 
observer,  et  l'axe  du  corps  peut  alors  s'arrêter,  en  semblant  par  là 
se  mouvoir,  puisque  tout  tourne  autour  de  lui. 

L'idée  de  faire  tourner  un  corps  pour  affermir  la  stabilité  de  son 
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mouvement  rapide  de  rotation,  conservera  donc  la  même  direction 
dans  l'espace;  il  est  soustrait  ainsi  à  la  rotation  de  la  1  erre,  son 
centre  seul  y  participe  ;  mais,  selon  notre  façon  de  juger  les  choses, 
nous  verrons  son  axe  décrire  un  cône  de  révolution  avec  une  vitesse 
telle,  que  si  rexpérience  se  prolongeait  il  accomplirait  un  tour  en 
vingt-quatre  heures. 

Le  système  de  suspension,  légèrement  modiSé,  permet  de  retirer 
peu  à  peu  à  l'instrument  la  liberté  absolue  qu'on  lui  laisse  dans  la 
première  expérience^  on  peut  à  volonté  fixer  l'axe  du  corps  dans 
un  plan  horizontal  ou  vertical  d'où  il  ne  peut  plus  sortir^  en  restant 
toutefois  absolument  libre  de  s'y  mouvoir  en  tous  sens.  Lorsque  le 
plan  choisi  est  horizontal,  l'axe  du  gyroscope  ne  peut  y  rester  en 
équilibre  qu'en  se  dirigeant  vers  le  nord,  et  c'est  autour  de  cette 
direction  qu'on  le  voit  inunédiatement  osciller,  formant  ainsi  une 
sorte  de  boussole  mécanique  dans  laquelle  le  magnétisme  ne  joue 
aucun  rôle.  En  forçant  l'axe  du  gyroscope  à  rester  dans  le  plan 
méridien,  on  obtient  un  résultat  non  moins  remarquable  :  on  le 
voit  se  diriger  parallèlement  à  l'axe  du  monde,  et  il  donne  la  lati- 
tude approchée  du  lieu,  indépendamment  de  toute  observation  astro- 
nomique. 

A  ces  curieux  phénomènes,  qu'il  a  expliqués  et  prévus,  M.  Fou- 
cault en  adjoint  un  grand  nombre  d'autres  dont  il  serait  malaisé 
de  faire  ici  l'énumération  et  qui  font  de  son  instrument  le  moyen 
le  plus  élégant  et  le  plus  net  d'étudier  la  rotation  des  corps*,  les  lois 
suivant  lesquelles  les  phénomènes  se  composent  sont  rendues  vi- 
sibles eu  quelque  sorte,  et  l'autorité  infaillible  de  l'expérience  con- 
firme, quelquefois  même  à  l'avance,  les  déductions  très-assurées, 
mais  souvent  très-cachées,  de  la  Géométrie  la  plus  profonde. 

n. 

Tout  en  continuant  ses  travaux  sur  la  rotation,  M.  Foucault 
poursuivait  de  belles  recherches  de  Physique  entreprises  depuis 
longtemps.  Je  ne  veux  parler  ici  que  de  ses  inventions  mécaniques, 
mais  toutes  les  parties  de  la  Science  sont  étroitement  unies  -,  les 
vérités  se  prêtent  une  clarté  mutuelle,  et  la  connaissance  profonde 
d'une  théorie  augmente  sur  tous  les  autres  points  la  puissance  et 
les  ressources  d'un  esprit  ingénieux. 
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M.  Foucault  avait  appliqué  son  génie  inventif  à  la  construction 
des  miroirs.  Les  lunettes,  dans  lesquelles  la  lumière  des  astres  est 
transmise  a  l'œil  par  réfraction,  étaient  préférées  depuis  longtemps 
aux  télescopes,  dans  lesquels  elle  est  réilécliie.  La  construction  des 
miroirs  présentait  en  eflet  de  grandes  difficultés  :  les  moindres  iné- 
galités ont  sur  la  netteté  de  l'image  une  influence  bien  plus  grande 
que  celle  d'une  incorrection  semblable  dans  la  construction  de  l'ob- 
jectif de  la  lunette.  La  substitution  du  verre  au  métal  dans  la  con- 
struction des  lunettes  a  été  un  véritable  événement,  dont  l'initiative 
appartient  en  grande  partie  à  M.  Foucault.  Il  a  montré  Tétonnante 
efficacité  des  retouches  locales  pour  perfectionner  indéfiniment, 
sans  les  recommencer,  les  surfaces  de  verre,  qui  ensuite,  argentées 
chimiquement,  fonctionnent  à  la  manière  des  plus  beaux  miroirs 
et  donnent  à  leur  foyer  d'excellentes  images.  Pour  l'exploration  du 
riel,  un  télescope  ainsi  constitué  peut  lutter  avec  une  lunette  achro- 
matique de  même  diamètre  et  coûte  environ  six  fois  moins.  La 
matière  du  miroir  est  en  verre  commun,  tandis  que  les  cristaux  de 
haut  prix  doivent  former  les  éléments  de  l'objectif  achromatique  ; 
le  miroir,  en  outre,  n'a  qu'une  surface,  et  l'objectif  en  a  quatre^  la 
distance  focale  de  la  lunette  étant  enfin  trois  ou  quatre  fois  plus 
grande  que  celle  du  télescoj)e,  les  frais  de  montage  et  d'abri  sont 
augmentés  par  là  dans  une  proportion  qui  rend  l'achat  de  l'instru- 
ment inaccessible  aux  particuliers.  Le  télescope  sera  donc  souvent 
préféré  et  tend  chaque  jour  à  l'être  davantage*. 

Une  fois  construit  cependant,  il  faut  le  diriger  vers  le  ciel  pour 
y  contempler  l'astre  que  Ton  veut  étudier,  et,  comme  le  champ  de 
la  vision  est  malheureusement  très  borné,  il  faut  lui  imprimer  un 
mouvement  continu  pour  suivre  les  astn's,  qui,  se  déplaçant  ;i 
chaque  instant,  ne  seraient  visibles  dans  un  instrument  fixe  que 
pendant  quelques  secondes  ;  le  télescope  doit  donc  tourner,  comme 
les  astres,  d'orient  en  occident,  en  faisant  un  tour  en  vingt-quatn; 
heures.  Si  l'on  songe  que  le  grand  télescope  construit  récemment 
pour  l'Observatoire  de  Marseille  pèse  looo'''^,  on  comprend  toute 
la  difficulté  d'un  tel  problème. 

La  solution  obtenue  par  un  mécanisme  d'horlogerie  serait  com- 
plètement insuffisante  ;  les  impulsions  successives^  séparées  néces- 
sairement par  des  temps  d'arrêt,  donneraient  «1  la  lunette  un  trem- 
blement continuel,  en  faisant  pour  ainsi  dire  sautiller  Tastre  obsi^rvé 
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autour  du  (il  auquel  on  doit  rapporter  sou  mouvement,  et  un  tel 
instrument  ne  saurait  suffire  aux  observations  scrupuleuses  et  assi- 
dues de  nos  astronomes.  Les  systèmes  le  plus  habituellement  em- 
ployés peuvent  être  comparés  à  des  tourncbroclies  plus  ou  moins 
perfectionnés  et  ne  donnent  aucune  précision.  Il  faut  citer  néan- 
moins d'une  manière  spéciale  l'élégant  mécanisme  appliqué  par 
Gambey  au  petit  équatorial  qu'il  a  construit  pour  TObservatoire  de 
Paris;  mais,  tout  en  admirant  cette  ingénieuse  solution,  les  con- 
structeurs Tout  trouvée  généralement  trop  indirecte  et  trop  dispen- 
dieuse pour  cberclicr  h  Timiter.  AGreènwîcli,  le  nouvel  appareil 
est  mis  en  mouvement  par  un  mécanisme  dont  on  dit  beaucoup  de 
bien  et  qui  cependant  ne  semble  pas  pouvoir  être  adopté  :  c'est  une 
petite  turbine  à  eau  dont  la  valve  est  gouvernée  par  un  pendule 
conique  ;  mais  la  nécessité  d'un  cours  d'eau  et  la  possibilité  de  la 
gelée  sont  des  inconvénients  graves  devant  lesquels  la  plupart  des 
Observatoires  reculeront  très-certainement. 

Peu  satisfait  de  ces  appareils  et  de  quelques  autres  proposés  ou 
essayés  jusqu'ici,  M.  Foucault  ne  désespéra  pas  de  pouvoir 
résoudre  plus  simplement  ce  problème  si  difficile  :  il  y  est  parvenu 
a  l'aide  d'un  principe  dont  les  applications  doivent  s'étendre  dans 
toutes  les  branches  de  l'industrie.  Tout  le  monde  connaît  les  boules 
massives  que  l'on  voit  tourner  dans  toutes  les  machines  k  vapeur 
et  qui,  s'écartant  lorsque  la  rotation  s'accélère,  diminuent  l'orifice 
d'admission  de  la  vapeur  en  modérant  la  force  dès  qu'elle  est  deve- 
nue trop  grande.  L'efficacité  de  cette  disposition  est  malheureuse- 
ment trop  douteuse  et  trop  lente  :  on  corrige  l'eflet  que  l'on  veut 
combattre  en  lui  faisant  produire  un  edet  contraire  ;  les  deux 
causes  opposées  se  choquent  confusément,  mais  rien  n'établit  entre 
elles  un  équilibre  rigoureux  et  ne  balance  exactement  leur  contra- 
riété pourdonner  une  solution  précise.  La  vitesse,  d'ailleurs,  ne  peut 
être  modérée  que  par  l'ccartement  des  boules,  qui  en  suppose  l'ac- 
croissement préalable.  L'inégalité  est  donc  imparfaitement  corrigée, 
et  elle  n'est  pas  prévenue.  M.  Foucault,  profitant  d'une  idée  déjà 
émise  par  l'habile  constructeur  M.  Mcyer,  de  Mulhouse,  s'est  pro- 
posé de  rendre  la  vitesse  de  rotation  de  l'appareil  indépendante  de 
l'angle  d'écartementet  de  diminuer  pour  cela  le  poids  des  boules  par 
un  contre-poids  dont  l'action  augmente  quand  l'écart  est  plus  grand; 
il  a  trouvé  les  conditions  précises  d'une  compensation  rigoureuse, 
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et  des  dispositions  diverses  permettent  de  les  réaliser  mathémati- 
quement avec  une  parfaite  justesse  :  il  suffirait,  par  exemple,  de 
faire  descendre  le  contre-poids  sur  la  courbe  tant  de  fois  rencontrée 
depuis    Huygens    par  les  mécaniciens    géomètres,    et  que  Ton 
nomme  cjcloïde.  Cette  disposition  donnerait  un  instrument  théo- 
riquement parfait  comme  le  pendule  cycloïdal  d'Huygens,  mais  il 
n'a  pas  plu  à  M.  Foucault  de  l'adopter  \  c'est  chez  lui  une  maxime 
absolue  que  dans  un  appareil  durable  et  précis  on  ne  doit  employer 
ni  chaînes,  ni  cordages,  ni  poulies,  ni  courbes,  ni  coulisses,  ni 
galets,  ni  flotteurs,  ni  liquides,  rien  autre  chose  enfin   que  des 
contre-poids  guidés  par  des  droites  articulées.   C'est  à  ces  pièces 
solides  et  inflexibles  qu'il  réduit  ce  que  Fontenelle  appelait  la  ma- 
tière machinale.  N'acceptant  donc  ni  les  courbes,  ni  les  fils,  il  a 
remplacé  la  cycloïde  par  un  système  de  leviers,  préférant  à  la  per- 
fection théorique  une  disposition  plus  efficace  et  plus  solide,  qui, 
sans  atteindre  rigoureusement  le  même  but,  satisfait  pleinement  à 
toutes  les  convenances  de  la  pratique. 

L'organe  principal  du  régulateur,  étant  mis  en  relation  avec  la 
machine,  indiquera  si  la  vitesse  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
celle  qui  lui  convient.  Les  boules  scroui  folles,  et  la  plus  légère 
variation  de  vitesse  les  forcera  à  s'élever  au  plus  haut  ou  à  se  rap- 
procher jusqu'à  toucher  la  tige.  On  pourra  dire  alors,  en  un  certain 
sens,  que  l'appareil  est  régulier  par  essence  et  capable  d'une  seule 
vitesse.  Mais  comment  lui  donner  la  force  nécessaire  pour  imposer 
cette  vitesse  toujours  égale  et  toujours  permanente,  et  communi- 
quer son  uniformité  ?  M.  Foucault  y  parvient  en  adaptant  aux 
boules  un  levier  qui,  guidé  par  elles,  ouvre  ou  ferme  la  communi- 
cation d'un  ventilateur  avec  l'air  extérieur,  en  lui  faisant  con- 
sommer plus  ou  moins  de  travail.  De  là  une  résistance  qui,  crois- 
sant aussi  rapidement  que  l'on  veut,  surveille  pour  ainsi  dire  la 
vitesse  avec  une  continuelle  vigilance,  la  gouverne  par  des  ellbrts 
toujours  efficaces  tant  qu'ils  ne  sont  pas  poussés  à  l'extrême,  et 
témoigne  de  sa  constance  en  conservant  les  boules  entre  les  limites 
d'écartement  arbitrairement  fixées.  Lorsque  l'une  des  limites  est 
atteinte,  l'appareil  abdique,  et  l'on  est  averti  de  son  impuissance  ; 
mais  jusque-là  le  remède  précède  le  mal,  la  résistance  n'attend  pas 
pour  s'accroître  que  le  changement  de  vitesse  se  soit  produit,  et  la 
machine,  qui  semble  douée  d'une  prévoyance  instinctive,  se  raidit 
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ou  se  relâche  avec  une  admirable  souplesse  pour  soulager  la  puis- 
sance motrice  ou  la  tenir  en  bride  eu  lui  mesurant  la  résistance 
avec  la  plus  précise  exactitude* 

La  fonderie  de  Fourchambault)  l'usine  de  M.  Sautter,  construc- 
teur de  pliares,  et  les  ateliers  de  la  maison  Cail  ont  appliqué  déjà 
le  régulateur.  Les  conditions  deviennent  ici  très  diUérentes  :  la 
force  motrice  étant  la  vapeur  et  non  un  poids,  il  est  facile  de  la  ré- 
primer directement  en  réglant  l'admission  à  l'aide  du  système  des 
boules  sans  recourir  à  l'emploi  du  ventilateur,  qui  ne  serait  d'au- 
cune utilité.  Le  succès  a  été  décisif:  on  peut  arrêter  tout  à  coup  le 
travail;  les  boules  sont  agitées  un  instant,  mais  la  machine,  sans 
ressentir  aucun  trouble,  continue  à  tourner  tranquillement  avec 
une  inflexible  régularité. 

M.  Foucault  a  transformé  très-heureusement  son  appareil  en  vue 
d'une  application  plus  importante  encore.  Sur  les  bateaux  à  vapeur, 
les  régulateurs  ordinaires  sont  complètement  inefficaces*,  l'action 
de  la  pesanteur,  dérangée  à  chaque  moment  par  les  oscillations  du 
navire,  ne  peut  plus  donner  de  résultat  utile,  et,  si  pour  quelques 
instants  seulement  la  tempête  soulève  l'hélice  au-dessus  de  l'eau,  la 
puissante  machine,  qui  conserve  sa  force. tout  entière,  ne  ren- 
contre plus  d'obstacles  et  lance  les  ailes  avec  une  violence  tellement 
furieuse,  qu'elles  se  brisent  parfois  en  retombant  sur  la  mer.  La  dis- 
position adoptée  concilie  l'exactitude  avec  la  simplicité  si  nécessaire 
et  si  difficile  à  obtenir  dans  les  appareils  de  ce  genre.  Le  manchon 
auquel  sont  attachées  les  tiges  qui  portent  lesboules,  au  lieu  d'être 
fixe,  glisse  librement  le  long  de  l'axe,  et,  par  un  renversement  in- 
génieux, c'est  le  sommet  opposé  du  parallélogramme  articulé  qui 
sert  de  point  -fixe.  Ce  système  oblige  les  boules,  quelque  soit  l'écar- 
tement  des  tiges,  à  rester  dans  un  même  plan  horizontal  ;  leur  poids 
devient  alors  sans  influence  sur  le  mouvement,  et  l'effet  de  la  pe- 
santeur est  annulé.  Pour  que  le  cercle  décrit  par  elles  soit  tou- 
jours parcouru  dans  le  même  temps,  on  démontre  alors  très-aisé- 
ment que  la  force  centripète  qui  les  sollicite  doit  être  proportionnelle 
au  rayon  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  à  la  distance  des  boules  à  l'axe, 
et  cette  condition  est  très-heureusement  et  très-simplement  remplie 
à  l'aide  de  ressorts  dont  rénergie. augmente  avec  Técartement,  et 
peut,  dans  les  limites  d'écart  que  permet  la  machine,  lui  être  con- 
sidérée comme  proportionnelle.  L'isochronismc   une  fois  obtenu, 
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on  achève  de  résoudre  le  problème  comme  dans  le  cas  des  machines 
installées  à  terre. 

m. 

Pour  connaître  un  écrivain,  il  suffit,  a-t-on  dit,  d'en  lire  une 
page.  Ce  jugement,  qui  est  fort  juste,  peut  s'étendre  à  toutes  les 
œuvres  de  l'esprit  ;  la  faculté  maîtresse,  comme  dit  M.  Taine,  ap- 
paraît dans  toute  production  originale  et  personnelle,  et,  pour  la 
retrouver  dans  les  autres  travaux  de  même  origine,  il  n'est  néces- 
saire d'aucun  parti  pris. 

La  Physique  a  occupé  M.  Foucault  plus  longtemps  que  la  Méca- 
nique et  avec  un  succès  presque  égal.  Ce  n'est  pas  mon  dessein  de 
passer  en  revue  ses  recherches  sur  l'Optique  et  sur  rËlectricité  ; 
dans  des  sujets  divers,  on  retrouve  le  même  esprit,  et  j'aurais  peu 
de  traits  nouveaux  à  signaler,  dans  sa  manière  d'aborder  les  ques- 
tions et  de  les  résoudre. 

EnPhysique  comme  en  Mécanique,  il  montre  plus  de  sagacité  que 
de  profondeur  :  il  ne  fait  pas  de  travaux  d'ensemble,  mais  des 
inventions;  il  n'apporte  pas  de  théories,  mais  des  faits  décisifs  et 
inattendus  qui  éclairent  et  confirment  les  principes.  Sans  embras- 
ser dans  de  vastes  systèmes  l'universalité  des  causes,  il  étudie  la  na- 
ture, moins  pour  en  démêler  les  énigmes  que  pour  en  approprier  h 
notre  usage  les  forces  les  plus  cachées,  et  il  cherche  moins  curieu- 
sement enfin  h  contempler  la  lumière  et  à  la  montrer  qu'à  la  suivre. 
11  est  difficile  aujourd'hui  d'enseigner  la  Physique  sans  le  citer  sou- 
vent avec  honneur  et  sans  manier  les  appareils  qu'il  a  inventés  et 
construits.  Ses  travaux  sur  la  vitesse  de  la  lumière  ont  eu  un  grand 
retentissement  ;  il  a  cherché  d'abord  à  faire  réussir  une  expérience 
très-importante,  mais  complètement  irréalisable,  imaginée  par 
Arago.  D'après  le  programme  de  l'illustre  physicien,  l'observation 
devait  porter  sur  un  r^yon  de  lumière  rélléchi  par  un  miroir  tour- 
nant avec  une  vitesse  de  mille  tours  par  seconde  et  lancé  par  ce 
miroir  à  tout  hasard  pour  aller  rencontrer,  s'il  avait  ce  bonheur,  un 
autre  miroir  dont  la  rotation  n'était  pas  moins  rapide;  après  ces 
deux  réilcxions,  un  observateur  attentif  et  assidu  pouvait,  suivant 
un  calcul  de  M.  Habinet,  nourrir  l'espoir  fondé  d'apercevoir  le 
rayon  une  fois  en  trois  ans  dans  les  conditions  d*une  bonne  expé- 
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rieuce.  L*appareil  avait  été  monté,  mais  ceux  qui  avaient  regardé 
n'avaient  rien  vu,  et  douze  ans  s'étaient  écoulés  saus  que  les  phy- 
siciens parvinssent  a  saisir  les  rayons  fugitifs  ;  on  considérait  le 
projet  d'Arago  comme  une  ingénieuse  et  brillante  chimère.  M.  Fou- 
cault Ta  réalisé  ;  il  a  envoyé  le  rayon  dans  une  direction  fixe,  en 
rendant  par  là  l'expérience  très-facile  et  très-sûre.  C'est  à  Arago 
que  revient  sans  contredit  l'honneur  des  belles  conséquences  qui 
s'en  déduisent  et  qu'il  avait  prévues  \  mais  sans  M.  Foucault  nous 
les  attendrions  peut-être  encore.  Après  avoir  atteint  le  but  et  forcé 
l'admiration  des  plus  difliciles,  lui  seul  ne  fut  pas  satisfait.  «  Il  est 
douteux,  disait-il,  que  les  expériences  faites  à  la  surface  de  la  Terre 
puissent  déterminer  jamais  la  vitesse  de  la  luuiière  avec  la  même  exac- 
titude que  la  discussion  des  observations  astronomiques.  »  Ce  doute 
Ta  tourmenté  pendant  treize  ans,  et,  de  perfectionnement  en  per- 
fectionnement, il  est  parvenu  enGn  à  assigner  une  vitesse  de 
72D00  lieues  par  seconde  que  les  physiciens  ne  contestent  pas,  et 
que  les  astronomes  les  plus  autorisés  acceptent  comme  base  de 
calculs  importants,  qui  ne  vont  à  rien  moins  qu'à  diminuer  de 
plus  de  I  million  de  lieues  la  distance  présumée  de  la  Terre  au 
Soleil. 

Citons  encore,  sans  y  insister,  puisque  la  Mécanique  seule  nous 
occupe,  l'interruption  des  courants  électriques  obtenus  en  faisant 
plonger  dans  un  bain  de  mercure,  recouvert  d'une  couche  d'alcool, 
le  conducteur  mù  par  un  ressort  métallique  qui  vibre  sous  l'in- 
fluence d'un  éleclro-aimant  en  fermant  et  rétablissant  le  courant 
avec  une  régularité  parfaite  une  soixantaine  de  fois  par  seconde.  La 
substitution  de  cet  interrupteur  aux  pièces  solides,  qui ,  dans  les 
mêmes  conditions,  seraient  hors  de  service  en  quelques  minutes, 
est  Tune  des  inventions  qui  ont  permis  au  célèbre  et  habile 
M.  RùhmkorfTla  construction  de  ses  beaux  appareils  d'induction. 
11  est  impossible  enfin  de  ne  pas  rappeler,  en  terminant,  l'appareil 
régulateur  de  la  lumière  électrique,  qui,  construit  d'abord  pour 
imiter  le  Soleil  dans  le  troisième  acte  du  Prophète,  a  été  trop  sou- 
vent employé  depuis  pour  que  l'on  songe  encore  à  en  citer  Tin- 
venteur.  Ces  travaux  si  divers  montrent  tous  ralliance  heureuse 
et  bien  rare  de  deux  qualités  que  M.  Foucault  possède  excellem- 
ment :  la  pratique  la  plus  délicate  et  la  plus  ingénieuse,  unie  aux 
>ues  théoriques  les  plus  exactes  et  les  plus  sures. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3;7 

Les  industriels  ont  profité  de  ses  inventions,  les  géomètres  les 
ont  prises  pour  thèmes  de  calculs  justement  admirés  ;  mais  ses  as- 
sertions premières  ont  été  confirmées,  elles  subsistent  dans  toute 
leur  étendue,  et  il  serait  injuste  d'oublier  ou  de  méconnaître  les 
idées    sitnples  dont  elles  sont  nées.    Quoique  la   renommée  de 
IVf.  Foucault  soit  égale  à  son  mérite,  on  n'a  pas  jusqu'ici  rendu 
pleine  justice  à  son  esprit  éminemment  mathématique.  Los  Mathé- 
matiques, considérées  comme  un  pur  exercice  de  rintelligence, 
l'avaient  d'abord  peu  attiré,  et  il  n'est  pas  impossible  que  les  vérités 
abstraites  les  plus  curieuses  ne  lui  aient  semblé  autrefois  que  de 
vaines  et  stériles  subtilités^  mais  il  a  bien  vite  reconnu  le  lien 
immédiat  et  sensible  qui  les  unit  aux  applications,  il  a  vu  en  elles 
la  source  d'une  lumière  supérieure  et  pure  qui  éclaire  les  principes 
delà  Physique  sans  en  corrompre  la  simplicité.  II  a  demandé  des 
conseils  et  des  inspirations  aux  beaux  travaux  de  Poinsot  :  le  com- 
merce de  ce  grand  esprit  a  élargi  les  vues  et  grandi  le  cercle  de 
ses  méditations.  Son  goût  très  prononcé  pour  la  logique  naturelle 
subsiste  toujours,  mais  il  n'est  plus  exclusif  :  les  procédés  de  pure 
intuition  ne  pouvaient  suffire  à  un  inventeur  aussi  actif  et  aussi 
bien  doué.  Il  a  compris  que  toutes  les  vérités  s'éclairent  mutuelle- 
ment sans  se  gêner  jamais  et  que,  comme  l'a  dit  Fontenclle,  a  il 
est  plus  aisé  d'apprendre  les  Mathématiques  que  d'aller  loin  sans 
leur  secours  ».  Nul  peut-être  ne  saurait  dire  avec  plus  de  précision 
jusqu'où  peuvent  conduire  les  chemins  courts  et  faciles  qu'il  aflec- 
tionne,  et  comment  les  principes  surs  et  infaillibles  de  la  théorie 
éclairent  un  esprit  bien  fait,  en  lui  servant  de  guide  et  de  flam- 
beau. Sans  eux  le  génie  le  plus  heureux,  conduit  seulement  par  sa 
pénétration  et  par  la  logique  naturelle,  demeure  suspendu  dans  une 
incertitude  continuelle  et  trouve  rapidement  des  bornes  étroites  aux- 
quelles M.  Foucault  s'est  heurté  autrefois,  mais  qu'il  a  franchies 
depuis  longtemps.  On  lui  a  reproché  de  manquer  de  rigueur,  et 
sans  rigueur,  nul  ne  le  conteste,  il  n'y  a  plus  de  Géométrie;  c'est 
là  une  fausse  accusation.  M.  Foucault,  on  ne  doit  pas  l'oublier,  ne 
professe  pas;  il  ignore  l'art  de  présenter  ses  inventions  selon  les 
formes  de  l'école;  il  persuade  contre  les  règles  et  ne  sait  pas  réduire 
démonstrativement   ses   contradicteurs  au  silence.   Cependant,   à 
prendre  ses  expressions  dans  la  juste  étendue  de  leur  sens  véritable, 
toutes  ses  assertions  sont  e\acles  dans  les  termes  mêmes  où  il  les 
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énonce  :  il  sait  toutes  les  routes  de  la  science  du  mouvement,  il  a 
pénétré  au  fond  de  ses  théories  les  plus  abstraites,  et,  pour  Tem- 
brasser  tout  entière,  il  ne  lui  manque  que  la  manière  de  savoir. 
La  langue  algébrique  lui  est  peu  familière^  il  la  comprend,  mais  ne 
la  parle  pas,  et  ne  sait  trop  que  répondre  quand  on  liû  montre  ses 
vérités  nouvelles  préexistant  dans  de  vieilles  formules  et  découvertes 
une  seconde  fois,  comme  le  disait  Poinsot,  par  la  méthode  qu'on 
lui  dit  être  la  bonne  et  la  véritable.  C'est  pour  cela  que,  sans  être 
plus  modeste  qu'il  ne  faut,  il  a,  je  crois,  besoin  qu'on  lui  répète 
très  haut  et  très  publiquement  qu'il  est  dans  une  voie  excellente  et 
irréprochable,  et  qu'il  serait  bien  fâcheux  qu'il  en  changeât.  Ses 
travaux  n'empruntent  rien  aux  découvertes  récentes  de  la  science 
analytique;  la  savante  simplicité  de  ses  méthodes  aurait  été  acces- 
sible il  y  a  deux  cents  ans  :  c'est  là  son  originalité  à  notre  époque 
et  la  preuve  décisive  d'un  rare  mérite.  Lorsque  le  terrain  sur  lequel 
on  se  place  a  été  longtemps  parcouru  par  des  chercheurs  aussi 
instruits  qu'empressés,  il  fauti>eaucoup  de  bonheur  pour  y  décou- 
vrir des  voies  nouvelles;  si  ce  bonheur  n'accompagne  pas  toujours 
le  talent,  on  comprend  que  sans  lui  il  serait  impossible,  et,  lors- 
qu'il est  plusieurs  fois  renouvelé,  le  sentiment  équitable  des  juges 
éclairés  lui  accorde  un  autre  nom  que  l'avenir  ne  contestera  pas, 
j'en  ai  la  conviction,  à  l'ensemble  des  travaux  de  M.  Foucault. 

Faut-îl  pour  cela  le  choisir  pour  guide  et  conseiller  aux  jeunes 
gens  qui  cherchent  leur  voie  de  suivre  son  exemple  et  d'appliquer 
la  méthode  d'étude  et  de  recherche  qui  lui  a  si  bien  réussi?  Ce  serait 
les  engager  dans  une  difficile  entreprise  et  oublier  qu'il  a  été  dit  : 
Qui  aime  le  péril  y  périra.  L'étude  du  passé  est  le  guide  le  plus  sûr 
de  l'avenir.  A  aucune  époque  peut-être  l'instruction  scientifique 
n'a  été  plus  fortement  organisée  que  de  nos  jours  :  nos  grandes 
écoles,  gardiennes  des  traditions  les  plus  élevées,  la  répandent  avec 
abondance  et  fortifient  leurs  élèves  par  des  exercices  continuels  et 
savamment  gradués;  des  cours  publics,  conduisant  leurs  auditeurs 
jusqu'aux  dernières  cimes  de  la  Science,  leur  permettent  de  satis- 
faire presque  sans  travail  une  légitime  et  nécessaire  curiosité",  les 
théories,  exposées  et  discutées  au  moment  même  oii  elles  viennent 
de  prendre  naissance,  sont  rendues  claires  et  intelligibles  h  tous. 
On  signale  les  progrès  qui  restent  à  accomplir,  les  calculs  qu'il 
serait  utile  d'entreprendre,   les  expériences  qui  décideraient  un 
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point  douteux,  et  chacun  peut,  selon  ses  goûts,  ses  forces  et  son 
degré  d'instruction,  choisir  sa  tache  et  contribuer  à  l'œuvre  corn- 
mane.  Tout  travailleur  de  bonne  volonté  est  accueilli  avec  bien- 
veillance; on  lui  montre  la  trace  de  ceux  qui  Tont  devancé,  en  lui 
livrant,  pour  l'aider  à  la  suivre,  toutes  les  richesses  qu'ils  ont  ac- 
quises; des  méthodes  sûres  et  longuement  éprouvées  lui  donnent 
en  quelque  sorte  la  certilude  du  succès  ;  il  peut,  s'il  le  veut,  avec 
de  tels  soutiens,  apporter  au  progrès  son  modeste  contingent  et 
faire  les  premiers  pas  dans  la  route  où  Ton  devient  célèbre.  Un 
débutant  doit  profiter  de  ces  précieux  secours  :  c'est  le  seul  conseil 
prudent  que  l'on  puisse  lui  donner,  en  souhaitant  peut-être  tout 
bas  qu'il  se  sente  assez  fort  pour  ne  pas  le  suivre. 


»o< 


ENESTRÔM  (G.).  —  Framstallmng  ai^  striden  om  det  isoperimetriska  pro- 
BLEMBT.  En  monografi  af  Guslaf  Eneslrom.  (Upsala  Universitels  Ârsskrifl, 
1876).  —  Grand  in-8%  77  pages  ('). 

La  querelle  à  laquelle  a  donné  lieu  le  problème  des  isopérimètres 
a  déjà  été  racontée  par  Montuela  et  après  lui  par  d'autres  auteurs. 
Cependant,  cette  dispute  célèbre  étant  d'un  grand  intérêt  pour 
l'histoire  des  Mathématiques,  M.  Enestrôm  a  jugé  à  propos,  dans 
le  travail  que  nous  avons  sous  les  yeux,  d'en  donner  une  relation 
plus  détaillée.  11  a  fait  précéder  cet  historique  d'une  Introduction, 
contenant  une  Notice  sur  le  problème  de  la  courbe  brachisto- 
chrone,  qui  a  contribué  pour  une  grande  part  à  faire  naître  cette 
polémique. 

Le  problème  de  la  brachîstochroncaété  posé  pour  la  première  fois 
par  Jean  Bernoulli  dans  les  ylcta  evuditoruni  de  1696,  et  des 
solutions  en  ont  été  données  vers  cette  époque  par  Newton,  Leib- 
nitz,  l'Hospital,  ainsi  que  par  Jean  etpar  Jacques  Bernoulli.  M.  Ene- 
strôm expose  ces  diverses  solutions,  et  en  particulier  la  dernière, 
qui  est  la  seule  complète  et  purement  analytique,  et  qu'il  traduit 
avec  les  notations  modernes. 


(')  Uistoire  de   la  querelle  titi  sujet  du  prohlème  des  hopëiimètres.   Monographie, 
par  G.  EiictitiUm.  {annales  de  l'Cniventite  d'i'psaL  iS-0.) 
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Abordant  ensuite  le  cœur  du  sujet,  il  donne  renoncé  du  problème 
des  isopéri mètres  tel  qu*il  a  été  formulé  par  Jacques  Bernoulli; 
il  entre  dans  quelques  détails  sur  les  circonstances  personnelles  qui 
ont  amené  la  position  de  la  question,  et  il  analyse  la  correspon- 
dance qui  s'établit  à  ce  propos  entre  les  deux  frères  et  qui  se  trouve 
en  grande  partie  dans  lés  Acta  eruditorum  et  dans  le  Journal  des 
Scat^ans  (1697-1701).  Il  expose  ensuite  la  substance  du  travail  de 
Jacques  Bernoulli ,  Analjsis  magni  problematis  isoperimetrici 
(Bàle,  1 701),  dont  il  donne  une  transcription  en  notations  mo- 
dernes, et  il  rapporte  les  jugements  d'autres  critiques  sur  ce  travail. 
L'opinion  de  M.  Enestrom  lui-même  est  que  le  Mémoire  de  Jacques 
Bernoulli  est  digne  des  plus  grands  éloges  et  que  personne  avant 
Euler  ne  l'a  égalé  pour  la  clarté  de  l'exposition. 

L'auteur  rend  compte  ensuite  des  deux  solutions  de  Jean  Ber- 
noulli, dont  la  première  fut  envoyée  en  1701  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  dans  un  paquet  cacheté  qui  ne  fut  ouvert  qu'eu 
1 70(3,  après  la  mort  de  Jacques  Bernoulli,  et  fut  insérée  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie.  La  seconde  fut  aussi  imprimée  dans  les 
Mémoires  de  la  même  Académie  pour  17 18.  M.  Enestrom  fait  res- 
sortir à  cette  occasion  les  inexactitudes  de  la  première  solution.  11 
termine  en  résumant  les  résultats  des  recherches  précédentes,  dont 
nous  n'avons  pu  qu'indiquer  ici  les  traits  principaux,  et  il  eu 
conclut  que  c'est  Jacques  Bernoulli  qui  doit  être  proclamé  le 
vainqueur  dans  cette  lutte;  car  c'est  lui  qui  a  donné  une  méthode 
apprcïpriée  à  la  résolution  du  problème  des  isopérimètres,  tandis 
cjue  son  frère  n'a  fait  que  simplifier  cette  méthode;  c'est  lui  aussi 
qui  s'est  montré  supérieur  à  son  frère  parla  courtoisie  du  langage. 

Le  tableau  de  ce  combat  scientifique  est,  aux  yeux  de  l'auteur, 
d*un  incontestable  intérêt-,  il  oll're  au  géomètre  une  méthode  (bien 
(|U(»  ce  ne  soit  certainement  pas  la  plus  féconde)  pour  la  solution 
du  problème  des  isopérimètres,  à  riiistorien  un  épisode  impor- 
tant des  premières  phases  du  développement  du  calcul  des  varia- 
tioiiH,  et  à  tous  les  lecteurs  en  général  une  peinture  des  mœurs  du 
dernier  des  «  Ages  héroïques  de  la  Science  »,  le  xvii*  siècle. 
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ENESTROM  (G.)*  *-  Dipperenskalkylens  iiistoria.  I.  (Upsala  Universilets 
ÂrsBkrift,  1879).  "^  Grand  in-8'',  ;i  pages. 

L'auteur  indique  d'abord,  dans  son  Introduction,  les  difficultés 
particulières  que  présente  l'exposition  de  Thistoire  du  Calcul  des 
différences.  Ce  calcul,  à  son  origine,  a  été  traité  en  connexion  avec  le 
Calcul  différentiel;  plus  tard  il  a  été  reporté  dans  la* théorie  des 
séries,  etaujourd'liui  môme  il  n'est  pas  encore  parvenu  complète- 
ment à  conquérir  sa  place  comme  branche  spéciale  de  Calcul.  De  là 
la  nécessité,  pour  celui  qui  veut  écrire  son  histoire,  de  rassembler 
des  matériaux  épars  de  tous  côtés;  delà  encore  les  conséquences 
fâcheuses  que  ce  manque  de  liaison  semble  avoir  exercées  sur  son 
développement . 

Le  Chapitre  P''  contient  l'analyse  des  travaux  qui  ont  préparé  la 
formation  du  Calcul  des  diQérences  et  qui  naturellement  ont  été  à 
peu  près  insignifiants  jusque  vers  la  seconde  moitié  du  xvii*  siècle. 
A  partir  de  cette  époque,  on  rencontre  principalement  quelques 
formules  d'interpolation  et  quelques  propositions  sur  les  séries,  où 
entrent  les  différences  et  où  Ton  fait  ressortir  en  même  temps  l'im- 
portance du  Calcul  différentiel  au  point  de  vue  de  la  méthode. 

M.  Enestrom  passe  ensuite  à  la  découverte  par  Taylordu  Calcul 
des  différences  et  expose  avec  détail  les  recherches  que  ce  géo- 
mètre a  publiées  dans  son  Livre  intitulé  :  Methodus  incrementoriim 
directa  et  im^ersa  (17 15)  et  dans  les  Phi loso plaçai  Transactions 
(171 7).  Il  ressort  de  là  que  Taylor  a  introduit  ïes  termes  incre- 
mentant  (=  différence) ,  integralis  cl  imlor  successii^us ;  qu'il  a 
donné  les  notations  pour  les  différences  et  les  intégrales, 

qu'il  a  établi  le  théorème  pour  la  détermination  des  différences 
successives,  et  appelé  l'atteution  sur  la  dépendance  mutuelle  entre 
les  différences  et  les  intégrales;  eu  un  mot,  qu'il  a  jeté  les  fonde- 
ments de  la  méthode  générale  du  Calcul  des  différences.  11  a,  de 
plus,  fait  connaître  diverses  formules,  comme  celles  qui  donnent 

«/M    "x-H/i»    "xW/t   A^-f'"),    \.ri-'"),    Art', 
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Enfin  Taylor  s^esl  même  occupe  de  la  théorie  des  équations  aux 
différences^  il  a  donné  une  méthode  d'intégration  pour  certaines 
équations  aux  différences  du  premier  ordre,  et  il  a  appliqué  le 
Calcul  des  difTérenccs  à  l'interpolation  et  à  la  sommation  des  séries. 
D'autre  part,  on  peut,  avec  M.  Enestrom,  reprocher  à  Taylor 
d'avoir  trop  insisté  sur  l'analogie  entre  les  différences  et  les  diffé- 
rentielles ;  ses  notations  sont  souvent  peu  commodes  et  son  expo- 
sition manque  de  clarté.  Malgré  ces  observations,  auxquelles  on 
pourrait  encore  ajouter  quelques  autres  moins  graves,  M.  Ene- 
strom estime  que  les  mérites  de  Taylor  comme  fondateur  du  Calcul 
des  différences  doivent  faire  oublier  les  imperfections  de  forme  qui 
rendent  si  pénible  la  lecture  de  ses  écrits.  Nous  ne  saurions  trop 
remercier  l'auteur  de  cette  intéressante  étude  d'avoir  surmonté  ces 
difficultés  et  de  nous  avoir  facilité  la  connaissances  des  principales 
découvertes  du  géomètre  anglais,  qui  n'était  guère  connu  que  par 
la  série  qui  porte  sou  nom. 


OBSERVATIONS  sur  le  compte  rendu  du  Mémoire  de  M.  Andréief,  intitulé  : 
Des  affinités  géosiétriques  appliquées  au  problème  de  la  construction 

DES  courbes. 

M.  Bougaïef  a  publié,  dans  le  Bullelin  des  Sciences  malluhna- 
tiques  et  astronomiques  (année  1879,  p.  35  »*!  40'  '"^^*  très-intéres- 
sante analyse  de  l'important  Mémoire  de  M.  Andréief.  Cette  ana- 
lyse renferme  une  inexactitude  qu'il  est  utile  de  signaler.  Il  y  est 
dit  (p.  4')  que  M.  Cliasles  a  donné  une  inélliode  de  construction 
d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont  connus,  et 
que  M.  de  Jonquières  a  établi  quelques  principes  particuliers  pour 
la  construction  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Cette  dernière  assertion  est  inexacte.  Dans  un  Mémoire  inti- 
tulé Essai  sur  la  génération  des  courbes  géométriques  (  '  )  et  pu- 
blié dans  le  Tome  XVI  des  Mémoires  présentés  par  divers  savants 
à  l'académie  des  Sciences,  M.  de  Jonquières  a  exposé  un  mode 
général  et  uniforme  de  description  des  courbes  géométriques  d'ordre 

(*)  Paris,  GaiiUiicr-Villars,  i8jS. 
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qaelconque  déterminées  par  un  nombre  suffisant  de  points, -et  il  Ta 
appliqué  à  la  construction  de  toutes  les  courbes  a  points  doubles 
du  quatrième  degré,  à  celle  de  quelques  courbes  à  points  multiples 
du  cinquième  et  du  sixième  degré,  et  surtout  à  celle  de  la  courbe 
générale  du  quatrième  ordre  déterminée  par  quatorze  points,  11  a 
donné  cinq  modes  diflérents  de  description  de  cette  courbe.  Dans 
le  même  Mémoire,  il  a  exposé  la  solution  de  quelques  questions 
relatives  aux  intersections  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  par  des 
lignes  droites,  des  coniques  ou  des  courbes  du  troisième  ordre,  ainsi 
que  la  construction  des  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre 
douées  d'un  point  multiple  donné  de  position  et  d'espèce. 

Enfin,  dans  son  Mémoire  sur  la  généralisation  de  la  théorie  de 
Vinvolution  (*),  il  a  donné  un  mode  de  description  de  la  courbe 
générale  du  cinquième  ordre  déterminée  par  vingt  points. 

Nous  croyons  devoir  faire  remarquer  aussi  que,  dans  Taperçu 
historique  sur  le  développement  graduel  de  la  théorie  des  trans- 
formations au  point  de  vue  purement  géométrique,  M.  Bougaïef  a 
omis  de  citer  le  Mémoire  de  M.  de  Jouquîères  intitulé  :  De  la 
transformation  géométrique  des  figures  planes  et  inséré  aux 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  année  1864.  Ce  Mémoire 
avait  été  adressé  à  Tlnstitut  de  France  en  iSap,  ainsi  que  le 
prouve  une  Note  des  Comptes  rendus,  t.  XLIX,  p.  54a. 

Ed.  Dewllf. 
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COHSTRUIRE  UNE  COURBE  RATIONNELLE  DU  QUATRIÈME  ORDRE  QUI  AIT 
DEUX  POINTS  DOUBLES  EN  ^.  ET  <?,  ET  QUI  PASSE  PAR  LES  SEPT  POINTS 
SIMPLES  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7  ; 

Pae  mm.  ED.  DEWri.F,  Lieiitciinnt-Coloiiel  chi  Gcnic,  à  Rayonne; 
le  D'  P.-H.  SCHOITE,  Professeur  à  la  Haye  (Hollande). 

I.  Le  problème  est  déterminé,   c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  avoir 
qu'un  nombre  limité  de  solutions.  En  cilet,  une  courbe  du  qua- 


(*)  Ânnali  fit  Maternât icn.  Houio,  i8."kj. 
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tricme  ordre  est  déterminée  par  quatorze  conditions,  et  les  deux 
points  doubles  donnés  équivalent  à  six  conditions^  le  point  double 
dont  la  position  n'est  pas  donnée  équivaut  h  une  condition;  chacun 
des  sept  points  simples  donnés  équivaut  aussi  à  une  condition. 

JNous  ferons  usage  dans  cette  étude  des  notations  employées  et 
des  principes  développés  par  M.  de  Jonquières  dans  son  Essai  sur 
la  génération  des  courbes  géométriques  (*),  ainsi  que  de  la 
TJiéorie  des  transformations  géométriques  de  M.  Cremona  (^). 

II.  La  question  serait  résolue  si  Ton  connaissait  un  point  x  ren- 
dant projectifs  les  deux  faisceaux  de  coniques 

(«1,  «î,  ^,  6)  [i,  2,  3,  4»  5], 
(rt,,  «„  X,  7)  [1,  2,  3,  4»  5]. 

En  effet,  le  lieu  géométrique  du  quatrième  point  d'intersection  P 
de  deux  coniques  correspondantes 

(«1, //„^,  6,  P)     et     (fli,^„x,  7,  P) 

de  ces  faisceaux  serait  une  courbe  C4  satisfaisant  à  la  question.  On 
voit  aussi  que  la  question,  présentée  de  cette  manière,  est  déter- 
minée, car  on  a  deux  inconnues,  les  coordonnées  du  point  x,  et, 
si  l'on  établit  la  correspondance  projective  des  deux  faisceaux  en 
faisant  correspondre  les  coniques 

(^1,  ^j,  X,  6.  1)  et  (^i,  fl„  .r,  7,  1), 
(/7j,  rt„  jr,  6,  1)  et  (rt,,  a„  .r.  7,  ?.), 
(^1,  a„  X,  6,  3)      et      («1,  o„  .r,  7,  3), 

on  dispose,  pour  les  déterminer,  des  deux  équations  qui  expriment 
régal i  té  des  rapports  anharmoniques 

[au  ^îi  -^t  6)  [1,  iy  3,  4]     et     (rt'i,  //„  .r,  7)  [i,  2,  3,  4]. 
(a,,  û„  .r,  6)  [i,  2,  3,  5]     et     (r/j,  /ï„  .r,  7)  [1,  2,  3,  5]. 

Les  cinq  faisceaux  de  coniques 

(<!,,  ^j,  6)  [i,  2,  3,  4,  5] 


(*)   Mémo;re$  présentés  par  divers  savants  à  V Académie  des  Sciences^  t.  XVI. 
(*)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques^  1873.  p.  20'j  et  suiv. 
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dëterminent  sur  une  droite  quelconque  /  cinq  séries  de  couples  de 
points  en  involution.  Supposons  le  point  x  connu;  les  coniques 

(a,,  «„  X,  6,  l),      (oj,  «„  jr,  6,  a),      (a„  a„  a-,  6,  3), 
(«1,  ^„  .r,  6,  4)»      (^1»  «1»  ^»  6,  5) 

appartiennent  respectivement  au  premier,  au  deuxième,  au  troi- 
sième, au  quatrième  et  au  cinquième  faisceau,  et  les  couples  de 
points  qu'elles  déterminent  sur  /  appartiennent  respectivement  aux 
involutions  correspondantes.  En  outre,  ces  cinq  couples  de  points 
forment  une  involution,  parce  qu'ils  appartiennent  à  cinq  coniques 
du  faisceau 

(«1,  «î»  r,  6). 

Le  même  raisonnement  peut  être  appliqué  aux  cinq  faisceaux  de 
coniques 

(«1.  «î.  7)  ['»  ^y  ^>  4.  5],. 

et  l'on  voit  aisément  que  les  cinq  couples  de  points  que  Ton  obtient 
ici  forment  une  involution  projective  avec  la  précédente. 

m.  Le  problème  ci-dessus  peut  donc  être  remplacé  par  le  sui- 
vant :  Sur  une  droite  l  on  a  deux  systèmes  de  cinq  involutions; 
on  demande  de  trouver  dans  chacun  des  sj  sternes  cinq  couples  de 
points  appartenant  respectii^ement  aux  cinq  involutions  et  satis- 
faisant aux  deux  conditions  suivantes  :  i "  que  dans  chaque  sjs- 
tènie  les  cinq  couples  de  points  forment  une  involution  ;  a°  que  ces 
deux  noui^elles  involutions  soient  projectii^es. 

Que  Ton  prenne  un  cercle  M,  un  point  O  sur  sa  circonférence, 
et  que  Ton  joigne  ce  point  O  aux  couples  de  points  de  Tune  des 
involutions,  on  obtiendra  un  faisceau  en  involution.  Les  couples 
de  rayons  conjugués  de  cette  involution  déterminent  sur  la  circon- 
férence M  des  arcs  dont  les  cordes  concourent  en  un  point  b.  Si 
Ton  fait  la  même  opération  pour  les  cinq  involutions  des  deux  sys- 
tèmes, les  cinq  involutions  du  premier  système  donneront  les  cinq 
]>oints  i,,  &29  ^3î  ^M  ^5?  <^^ll^s  du  second  système  donneront  les 
poinu(3<,  ^2,  (3s,  f^^,[^^.' 

Bull,  des  Sciences  mathêm.y  'à*  Série,  t.  III.  (Septembre  i^7<4.)  2^7 
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IV.  Imaginons  deux  points  />  et  it  tels  que  les  faisceaux 

P[^U    ^t»   ^3.   ^41   ^j) 

^(Pii  ?„  jSj,  jS^,  Pj) 

soient  projectifs.  Les  cinq  rayons  du  premier  faisceau  déterminent 
sur  M  cinq  arcs  dont  les  extrémités  projetées  sur  /  donnent  cinq 
couples  de  points  formant  une  involution  ip  et  appartenant  res- 
pectivement aux  cinq  involutions  qui  correspondent  aux  cinq 
points  b;  de  même  les  cinq  rayons  du  second  faisceau  déterminent 
sur  /  cinq  couples  de  points  formant  une  involution  i,  et  apparte- 
nant respectivement  aux  cinq  involutions  du  second  système;  et, 
c:omme  les  deux  faisceaux  ^  et  tt  sont  projectifs  par  liypotliùse,  les 
involutions  ip  et  i,  sont  aussi  projectives. 

Soient  5|,  /|  et  s^j  t2  deux  couples  de  points  conjugués  de  Tinvo- 
lution  ly,;  les  coniques 

(^n  '^i,  6,  .Vj,  r,)     et     («1,  flr„  6,  .v„  /,) 
se  coupent  en  un  point  x\  le  faisceau  de  coniques 

marque  sur  la  droite  /  Tiuvolution  ip,  L'involution  i«  détermine 
de  même  un  point  ^.  Si  les  points  x  et  Ç  se  confondaient  en  un 
seul,  ce  point  fournirait  une  solution  du  problème. 

V.  Ce  problème  est  donc  encore  ramené  à  celui-ci  :  Combien 
peut-on  trousser  de  systèmes  de  points  p  et  t:  qui  donnent  des 
points  X  et\  coïncidents? 

La  solution  de  ce  nouveau  problème  découlera  naturellement 
de  l'élude  des  relations  qui  lient  les  points  x  ety?,  /^  et  tt,  n  et  \. 

Vi.  Système  des  points  p  et  t:.  —  Soit  p  un  point  quelconque. 
Si  l'on  décrit  par  les  points  j3,,  ^2-}  Ps?  1^4  une  conique  C2  capable 
du  rapport  anharmonique  du  faisceau 

puis  par  les  points  (3<,  j3j,  jSs,  (Ss  une  conique  C\  capable  du  rap- 
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porl  anharinonique 

cesdeux  coniques,  qui  ont  en  commun  les  points  |3|,  |32,  /Sa,  se  cou- 
peront en  un  quatrième  point  rr  tel,  que  les  rapports  anharmoniques 
de  quatre  rayons  correspondants  quelconques  des  faisceaux 

p[hi,  ^„  ^,  ^,  h^]     et     Tr(,Sj,  j3„  p^,  p,,  ,65) 

sont  égaux.  Donc,  à  un  point  p  correspond  un  seul  point  tt.  On  voit 
de  la  même  manière  qu*à  un  point  quelconque  tt  correspond  un 
seul  point  p. 

Quand  le  point  p  se  confond  avec  un  des  points  i|  (i  =  i ,  2, 3 , 4  ?  5  ), 
la  direction  pbi  étant  indéterminée,  la  position  du  point  rr  Test 
aussi,  et  tous  les  points  de  la  conique  F/  circonscrite  au  quadrila- 
tère des  points  {3  autres  que  jS/  et  capable  du  rapport  an  harmonique 
du  faisceau  des  droites  qui  joignent  bi  aux  quatre  points  b  autres 
que  bi  satisfont  à  la  question.  Ainsi,  à  cliacun  des  points  bi  corres- 
pondent tous  les  points  d'une  conique  déterminée  Ti  circonscrite 
au  quadrilatère  des  quatre  points  [3  autres  que  (3/.  De  même,  à 
chacun  des  points  jS/  correspondent  tous  les  points  d'une  conique 
déterminée  C/* 

Il  est  facile  de  voir  que  les  cinq  coniques  F/  passent  par  un  même 
point  |3o,  auquel  correspondent  tous  les  points  de  la  conique  Co 
circonscrite  au  pentagone  bi,  £3,  63,  64,  65,  et  que  les  cinq  coni- 
ques C|  passent  par  un  même  point  bo,  auquel  correspondent  tous 
les  points  de  la  conique  Fo  qui  passe  par  les  cinq  points  jS|,  {3,, 

Maintenant,  quand  le  point/;  parcourt  une  droite  quelconque  l\ 
le  point  TT  doit  parcourir  une  courbe  rationnelle  (unicursale), 
puisque  les  points  de  celte  courbe  correspondent  un  à  un  à  ceux 
de  la  droite  /'.  La  droite  /'  coupant  chacune  des  coniques  Q 
(i=  I,  2,  3,  4)  S)  ^^  deux  points,  la  courbe  des  points  tt  passera 
deux  fois  en  chacun  des  points  (3,  et  cette  courbe  ne  peut  avoir 
d'autres  points  multiples^  on  a  donc,  en  représentant  par /t  son 
degré  inconnu, 

■i =  D,     (1  OU     n  =  5. 

2 

Donc,  quand  le  point  p  parcourt  une  droite  quelconque  /',   le 

^7- 
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point  71  parcourt  une  courbe  Fj  ayant  six  points  doubles  aux  six 
points  (3.  II  résulte  Immédiatement  de  la  théorie  des  transforma- 
tions bi rationnelles  que,  quand  it  parcourt  une  droite  quelconque  X, 
le  point  p  décrit  une  courbe  C5  ayant  six  points  doubles  aux  six 
points  b, 

La  correspondance  des  points  peliî  est  birationnelle  et  du  cin- 
quième ordre;  les  points  fondamentaux  de  la  figure  [p)  sont  b\^  i^ , 
b\,  b\,  bl,  b\  \  ceux  de  la  flgure  (tt)  sont  (5?,  jSJ,  (i\,  ^J,  pj,  (5»  (  '  ). 
La  jacobienne  des  courbes  du  réseau  Cs  se  compose  des  six  co- 
niques C/,  celle  du  réseau  Fs  des  coniques  F,-. 

On  sait  que,  quand  le  point /;  décrit  une  courbe  quelconque  Cm^ 
le  point  TT  parcourt  une  courbe  C^m  ayant  des  points  d'ordre  2 m 
aux  points  fondamentaux  (3  de  (tt),  etc.  (^).  Cette  remarque  nous 
sera  utile  plus  loin.  La  correspondance  entre  les  points  /;  et  7r  a  été 
exposée  dans  tous  ses  détails  par  M.  Rud.  Sturm  dans  un  Mémoire 
intitulé  Dàs  Probleni  der  Projectis^itât,  inséré  au  Tome  I  des 
Mathematische  Annalen, 

VIL  Système  des  points  p  et  x.  —  Par  un  point  quelconque  p 
et  deux  des  points  i,  i|  et  ^2  par  exemple,  traçons  deux  droites; 
elles  déterminent  sur  le  cercle  M  deux  arcs  dont  les  extrémités, 
projetées  du  point  O  sur  la  droite  /,  donnent  deux  couples  de 
points  .V|,  ti  et.V29  ^2-  Les  deux  coniques 

qui  ont  en  commun  les  points  a^  «2,  (),  se  coupent  en  un  qua- 
trième point,  qui  est  un  point  x.  Donc,  à  un  point  quelconque  p 
correspond  un  seul  point  x. 

Si  Ton  donne  le  point  x,  le  faisceau  de  coniques 

détermine  sur  /  une  série  de  couples  de  points  en  involution. 
Projetons  ces  couples  du  point  a  sur  M^  chacun  d'eux  détermine 


(')  La  notation  b*  indique  que  le  point  b  est  double. 

(')  Dk  JoNQiiiÈRF.s,  Nouvelles  Annales^  2*  série,  t.  III  {De  la  transformation  géomé^ 
trique,  etc.,  n*  13). 
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une  corde  et  toutes  ces  cordes  vont  concourir  en  un  point/;.  Donc, 
à  un  point  x  ne  correspond  généralement  qu'un  seul  point  p. 

Remarquons  que,  pour  déterminer  le  point/;,  qui  correspond  à  un 
point  X)  il  suffit  de  deux  coniques  quelconques  du  faisceau 

on  peut  donc  choisir  pour  ces  coniques  deux  des  trois  couples  de 
droites  que  Ton  peut  tracer  par  les  quatre  points  ai,  ^2,  x^  6. 

De  cette  remarque  résulte  une  construction  très  simple  du  point  p^ 
qui  correspond  à  un  point  donné  x.  Projetons  du  point  O  sur  M 
les  points  d'intersection  avec  /  des  droites  ai  a^,  ai  6,  a^fi,  et 
nommons  ces  points  ei^2)  ^i,0)  ^2,0-  Supposons  que  nous  prenions 
pour  déterminer  le  point  p  les  coniques  formées  par  les  couples  de 
droites  a^a^  et  0:6,  ai  6  et  a: a^  ;  il  faudra  projeter  sur  M  les  points 
d'intersection  avec  /  de  j: 6  et  de  xa^'^  joindre  le  premier  de  ces 
points  h  ei^t,  le  second  à  ei^e?  ^t  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
nouvelles  droites  sera  le  point  p  cherché. 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  les  rayons  pas- 
sant par  les  points  ^1^2,  e^^^  engendrent  deux  faisceaux  projectifs; 
le  point  p  décrit  donc  une  conique  passant  par  Ci^o  et  ei^e?  on  voit 
aisément  que  cette  conique  passe  aussi  par  le  point  e2,6-  Donc, 
quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  le  point  p  décrit 
une  conique  circonscrite  au  triangle  e^^^  ei^e  ^2,6- 

Il  est  facile  de  voir  que,  quand  le  point  p  décrit  une  droite 
quelconque,  le  point  x  décrit  une  conique  circonscrite  au  triangle 
ai  as  6. 

La  correspondance  entre  les  points  p  et  x  est  donc  birationnelle 
et  du  second  ordre.  Les  points  fondamentaux  de  [x)  sont  ^^21  ^*i,«^ 
<Î2,«;  ceux  de  [p)  sont  ai,  a2,  6.  La  jacobiennc  de  [x)  est  formée 
par  les  côtés  du  triangle  ^1^2  ^1,0  ^2,8?  celle  do  (p)  par  les  côtés 
du  triangle  ai  a2  6. 

Vin.  Système  des  points  ii  et  i,  —  On  établirait  exactement  de 
la  même  manière  que  la  correspondance  entre  les  points  7:  et  ç  est 
birationnelle  et  du  second  ordre,  que  les  points  fondamentaux 
de  (tt)  sont  ai,  a2,  7,  ceux  de  (Ç)  e^^^-i  ^1,7»  ^2,7»  que  la  jaco- 
bienne  de  (tt)  est  formée  par  les  droites  a|a2,  ai7,  a27,  celle 
de  (I)  par  les  droites  e,,2  ^1,7,  ^,,2  ^2,7,  ^1,7  ^2,7- 
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IX.  Système  des  points  xet^,  —  A  un  point  quelconque  x  cor- 
respond un  seul  point  p  de  la  transformation  [;?,  x]^;  à  ce  point  p, 
considéré  comme  appartenant  à  la  transformation  [/!?,  ît]*,  corres- 
pond un  seul  point  TT^  à  ce  point  7r,  considéré  comme  appartenant  à 
la  transformation  [tt,  Ç]^,  correspond  un  seul  point  Ç.  Donc,  à  un 
point  quelconque  x  correspond  un  seul  point  Ç.  On  voit  de  la  même 
manière  i\\xà  un  point  quelconque  ^  correspond  un  seul  point  x. 

Quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque  l\  le  point  p 
correspondant  de  [x,  />]^  décrit  une  conique  C  passant  par  les 
trois  points  e^2î  ^1,69  ^2,6  et  ne  passant  généralement  par  aucun 
des  points  fondamentaux  b.  A  cette  conique,  considérée  comme 
appartenant  à  [/?,  tt]*,  correspond  une  courbe  Cio  ayant  six  points 
doubles  aux  points  |3,  mais  ne  passant  généralement  par  aucun  des 
points  fondamentaux  <?^29  ^«,7?  ^2,7*  A  cette  C<o  correspond  dans 
[tt,  \Y  ^^e  courbe  C20  ayant  trois  points  décuples  aux  points  a^ 
a,,  7,  six  points  doubles  aux  points  (3^,  fi',,  (i'^,  jSg,  /S',,  {Sj  qui  cor- 
respondent aux  points  j3  dans  la  transformation  [tt,  Ç]^.  Donc, 
quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque,  le  point  \  décrit 
une  courbe  rationnelle  de  l'ordre  20,  et  il  résulte  de  la  théorie 
des  transformations  birationnellesque  la  correspondance  entre  les 
points  X  et  ^  est  birationnelle  et  de  l'ordre  20. 

Détermination  des  points  fondamentaux  et  des  Jacobiennes  de 
la  transformation  [x,  ?]^°.  —  Au  point  a^  de  [x)  dans  [x,  p^^ 
correspond  une  droite  fondamentale  de  [p),  \  cette  droite,  consi- 
dérée comme  appartenant  à  [p)  dans  [/>,  ttJ^,  correspond  dans  [tt] 
une  C5  ayant  des  points  doubles  aux  points  [3.  A  cette  C5,  consi- 
dérée comme  appartenant  k  (tt)  dans  [::,  ^]*,  correspond  dans  (Ç) 
une  courbe  ^xo  ayant  des  points  quintuples  en  rt|,  «o^  7  ^^  des 
points  Roubles  en  jS',,,  (3',,  jS'^,  (ig,  (i'^,  jÊ^.  Donc,  le  point  a^  est  un 
point  fondamental  décuple  dans  la  figure  [x)de  la  transformation 
[x,  ^]^®,  et  la  courbe  4><o  fait  partie  de  la  jacobienne  de  [\)  et  a 
un  point  quintuple  nu  point  a. 

Le  même  raisonnement  montre  que  les  points  a^  et  6  dans  la 
figure  (x),  les  points  «i,  «2,  7  clans  (^)  sont  des  points  fondamen- 
taux décuples  de  (x)  et  de  (Ç),  et  que  la  courbe  fondamentale  qui 
correspond  à  a!,^  passe  cinq  fois  en  ce  point. 

Représentons  par  Aq,  b\^  b[,^  //g,  b\^  b'^^  les  points  de  (^  )  qui 
correspondent  aux  points  b  de  ip)  dans  \p.  x]^. 
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Au  point  b\  de  (x)  correspond  dans  la  figure  [p)  de  [p^  x]'  le 
point  &/.  Au  point  bg  de  (p  ),  considéré  comme  appartenant  à  (^} 
de  [p^  ir]'.,  correspond  dans  (r)  une  courbe  fomlamentale  C^. 
A  Cl,  considérée  comme  appartenant  à  (r  )  de  [r,  ^]^,  correspond 
dans  (Ç)  une  4>4  ayant  des  points  doubles  en  Ai,  a^,  7.  Ainsi,  les 
six  points  b'  de  (x)  sont  des  points  fondamentaujc  quadruples 
dans  [x,  ^]^*  auxquels  correspondent  des  quartiques  ayant  des 
points  doubles  en  a,,  a^^  7. 

Représentons  par^,,  ^-,  ej,  les  points  de  (T')  qui  dans  [/^^^p 
correspondent  aux  points  e,^2,  e,,7,  e^^T  de  ^r)  et  par  ^ j,  c^., 
e^7  les  points  de  (x)  qui  correspondent  aux  points  e^  de  ^ p) 
dans  [^,  x]*. 

Au  point  ef  2<*  p^r  exemple,  de  (x)  correspond  dans  (p^  de 
[/?,  x]*  le  point  ^j.  Au  point  e^  ^  de  ^T'  *•  considéré  comme  ap- 
partenant à  [^,  r]*,  correspond  dans  '  r^  le  point  <»,,2.  Enfiu,  au 
point  ei^2,  considéré  comme  appartenant  à  ^r  •  dans  [r«  ^]^«  cor- 
respond une  droite  dans  '  ^  .  Donc,  les  trois  points  e^  sont  des  points 
fondamentaux:  simples  de    x^  dans  [x,  H]**. 

En  résumé,  les  points  fondamentaux  de  (x^  dans  'x«  ^  -*  sont 
«;•,  «;•,  6-,  *•;,  ft/.  A;%  a/,  a/.  b\\  <,:  <,,  <;.  Qnam  aux 
courbes  fondamentales  correspondantes^  notons  seulement  que  celle 
qui  correspond  à  a|*  a  un  point  quintuple  en  a^  et  que  celle  f]ui 
correspond  à  o^  a  un  point  quintuple  en  ce  point.  Cette  remarque 
nous  sera  utile  dans  la  conclusion. 

X.  Conclusion.  — Puisque  la  transformation  [x,  ^]-*  est  du  ving- 
tième ordre,  elle  a  /i-}-2=22  points  doubles  (Transformations 
géométriques,  p.  ^Sj  .Mais  il  faut  observer  qu'au  pointai  corres- 
pond une  courbe  fondamentale  qui  a  un  point  cpuntuple  «*n  a,  ; 
le  point  a,  doit  donc  être  compté  cinq  fois  au  nooibre  des  points 
doubles  de  [x,  J]-*,  et  il  en  est  de  même  du  point  a^.  Ces  deux 
points  ne  pouvant  satisfaire  à  la  question,  il  y  a  douze  courbes 
simples  du  quatrième  ordre  qui  ont  un  point  double  en  chacun  des 
points  donnés  a,  et  a^^t  un  troisième  point  double  en  un  des  douze 
points  ci-dessus  et  qui  passent  par  lc%  sept  points  simples  i,  a,  3, 

4,  5,  6,  7. 

A  ces  douze  courbes  simples  il  convient  d'ajouter  la  courbe 
composée  formée  de  la  courlnf  du  troisième  ordre  déterminée  par 
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les  neuf  points  donnés  ai,at,  i,  2,  3,4»  ^t^y  7  et  par  la  droite  a^a^- 
Si  l'on  considère  que  les  courbes  du  quatrième  ordre  assujetties 
à  avoir  deux  points  doubles  en  deux  points  donnés  ai  et  ^2,  à  avoir 
un  troisième  point  double  de  position  non  fixée  à  Tavance  et  a 
passer  par  sept  points  simples  donnés  sont  déterminées  par  1 3  ou 
i4 —  I  conditions,  on  voit  qu'elles  forment  un  faisceau  dont  la 
base  renferme  deux  points  doubles  communs  à  toutes  les  courbes 
du  faisceau.  Le  nombre  des  points  doubles  des  courbes  de  ce  fais- 
ceau situés  en  dehors  de  la  base  est  donc  donné  par  la  formule 

3(/î  — i)*  —  7/7, 
où 

/I  rir  4      et      p=i1. 

Dans  ce  cas, 

3(/i  —  1)*  —  7/^  =  «3. 

Le  résultat  trouvé  plus  haut  est  donc  vérifié. 

Nous  avons  présenté  au  Congrès  de  Montpellier  une  autre  solu- 
tion géométrique  du  problème  ci-dessus^  nous  renvoyons  pour  cette 
solution  au  Bulletin  de  r^ssociation  française  pour  V av^ancenienl 
des  Sciences, 

XI.  Détermination  graphique  des  douze  courbes  du  {/uatrième 
ordre.  —  1°  Pour  déterminer  graphiquement  les  douze  points 
doubles  autres  que  «i  et  a^  de  la  transformation  [:c,  Ç]^®?  il  faut, 
d'après  la  théorie  générale  des  transformations  géométriques  de 
M.  Çremona  (*  ),  tracer  deux  courbes  du  vingt  et  unième  ordre,  et 
ce  tracé  exige  celui  des  courbes  de  deux  faisceaux  du  vingtième 
ordre.  Cette  opération  est  Impraticable,  à  cause  de  sa  complication; 
mais  on  peut  arriver  h  la  détermination  des  douze  points  cherchés 
par  un  procédé  beaucoup  plus  simple,  que  nous  allons  exposer. 

Nous  allons  clicrcher  les  points  p  ou  les  points  tt  qui  conduisent 
à  ces  points  doubles. 

Prenons  un  pointxquelconque  que  nous  considérons  comme  appar- 
tenant successivement  aux  deux  figures  (j:)et  (f  )  de  la  transforma- 
tion[a:,  Ç]. Considéré  comme  appartenant  à  (x),  cepoint  a  pour  cor- 

(•)  Loc.  eit.f  p.  237. 
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respondant  dans  la  figure  {p)  dans  [;?,  x]^  un  point  p^  et,  considéré 
comme  appartenant  â  la  figure  (  (  )9  il  a  pour  correspondant  un  point 
ir  de  (ir)  dans  [tt,  ^]'.  Si  les  points  p  et  7:  ainsi  obtenus  se  corres- 
pondaient dans  [p,  7r]^,  le  point  x  serait  un  des  points  doubles 
cherchés. 

Puisqu'il  existe  douze  de  ces  points  doubles,  si  nous  prenons  un 
point  quelconque  P,  il  existe  douze  rayons  du  faisceau  de  droites, 
dont  le  centre  est  P,  qui  passent  par  ces  points  doubles.  Un  quel- 
conque r  de  ces  rayons,  considéré  comme  appartenant  à  la  figure  (x) 
dans  [/>,  J:^]^,  a  pour  correspondant  une  conique  C2de(/;).Si  le 
rayon  r  tourne  autour  de  P,  les  coniques  Cj  correspondantes 
forment  un  faisceau  dont  la  base  est  formée  par  les  points  ei^,,^,^^, 
e,^tetlepointP^  correspondant  à  P.  A  ce  faisceau  de  coniques  corres- 
pond dans  la  figure  (tt]  de  [y9, 71 J^  un  faisceau  de  courbes  Fio  qui  ont  des 
points  quadruples  aux  six  points  |3  et  dont  ces  points  ^  et  le 
[loint  Pc,  correspondant  à  P^,,  forment  la  base.  Considérons  main- 
tenant le  faisceau  de  droites  P  comme  appartenant  à  la  figure  (  £  ) 
de  [Ç,7r]^.  A  ce  faisceau  correspond  dans  (tt)  un  faisceau  de  co- 
niques Ta  dont  la  base  est  formée  par  les  points  e^^^t  ^i,Tt  ^2,1  ^^  le 
point  P' ,  correspondant  à  P  dans  [Ç,  TTJ'.Si  nous  regardons  comme 
corresjKindantes  les  courbes  des  faisceaux  rioCtFo  qui  correspondent 
à  un  même  rayon  du  faisceau  P,  ces  deux  faisceaux  engendrent  une 
courbe  ri2  sur  laquelle  se  trouvent  les  points  7:  qui  donnent  lieu 
aux  points  doubles  de  [x,  Ç]^*.  A  un  autre  point  quelconque  Q 
correspond  pareillement  une  nouvelle  courbe  P^.^,  qui  renferme 
aussi  les  points  tt  qui  conduisent  aux  points  doubles  de  [a*,  Ç]^". 
Les  points  tt  cherchés  sont  donc  au  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  Fia  et  de  T\^^  et  il  est  facile  d'éliminer  les  points  étrangers. 

qO  Cette  construction  peut  encore  être  notablement  simplifiée  eu 
choisissant  les  points  a^  et  ^2  au  lieu  des  points  quelconques  P  et 
Q.  En  eil'et,  au  faisceau  de  droites  ai, considéré  comme  appartenaut 
à  (x)  dans  [x,  /?]',  correspond  dans  (/;)  un  faisceau  de  droites  dont 
le  centre  est  eo^c.  A  ce  faisceau,  considéré  comme  appartenant  à  {p) 
dans  [p,  7r]5.  correspond  un  faisceau  de  courbes  Fs  de  (tt). 

Les  points  |B  sont  des  points  doubles  de  la  base  de  ce  faisceau, qui 
est  complétée  parle  point  qui  correspond  à  e^^^  dans  (::). 

Au  faisceau  de  droites  a,,  regardé  comme  appartenant  à  (  ç  )  dans 
[^,  tt]*,  correspond  un  autre  faisceau  de  droites  )». 
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Li'»  fatscf*aux  des  courbes  Fj  et  des  droites  X  engendrent  une 
courbe  Te  du  sixième  ordre,  si  Ton  prend  comme  correspondants 
les  éléments  de  ces  faisceaux  qui  correspondent  h  un  même  rayon  r 
du  faisceau  a, ,  et  cette  courbe  Fo  a  des  points  doubles  aux  six 
points  |3. 

On  trouve  de  la  même  manière  une  courbe  V^  en  partant  du 
point  a^;  n,  a  aussi  des  points  doubles  aux  points  p. 

Ces  deux  courbes  T^  et  T^  ont  donc  en  commun  les  six  points 
doubles  |3  qui  sont  étrangers  à  la  question^  et  elles  se  coupent  en 
36  —  4x6=  I  a  autres  points»  qui  sont  les  points  chercliés. 

3^  Les  courbes  Fo  et  V^  sont  faciles  à  construire.  Ne  nous  occu- 
pons que  de  F^. 

On  connaît,  a  priori,  six  points  doid>1es  de  cette  courbe  :  ce  sont 
les  points  j3  et  deux  points  simples,  le  point  qui,  dans  (ir)  de 
[/>,  ir]*,  correspond  à  e^^a  et  le  point  ej^^.  Il  suflGt  donc  de  trouver 
sept  autres  points  simples  de  cette  courbe  pour  qu'elle  soit  entière- 
ment déterminée. 

Voyons  d'abord  comment  on  peut  trouver  ces  sept  points.  Il  faut 
iK>ur  cela  tracer  deux  courbes  F5  et  les  rayons  X  correspondants^  on 
obtiendra  ainsi  dix  points,  parmi  lesquels  on  en  prendra  sept. 

4*  Construction  d'une  courbe  F3.  —  On  connaît  six  points 
doubles  de  cette  courbe,  les  points  3  et  un  point  simple,  le  point 
de  (ît)  qui  correspond  à  e^^o  dans  (/;)  de  [/>,  tt]^.  On  détermine  di- 
i^H'Ienient  un  autre  point,  et  la  construction  de  F5  est  alors  ra- 
menée à  la  solution  du  problème  suivant  : 

v*!*  Comtruire  une  courbe  du  cinquième  ordre  dont  on  connaît 
six  ÈHiints  doubles  et  deux  points  simples,  —  Pour  plus  de  si  m  pi  î- 
eiié«  nommons  ri>  i,  c,  r/,  e^J  les  six  points  doubles  donnés,  i  et  â 
K\H  deux  points  simples  donnés.  Les  points  a^^  //,  c,  rf,  ^,  /  déter- 
minent un  faisiH^au  de  cubiques  ayant  un  point  double  en  ^  ;  les 
eourbes  detv  faîsiH*au  marquent  une  involutiondu  second  ordre  sur 
une  transversale  passant  par^'.  Par  chacun  des  couples  de  points 
eonjugués  de  celle  involution  et  par  les  sept  points  i,  c,  rf,  e^  J\ 
I,  .4,  faisons  |>asser  de  nouvelles  cubiques  :  ces  nouvelles  cubiques* 
lornu^nt  un  faisceau  projectif  au  faisceau  (a^^  A,  c,  //,  ^, /),  et 
ivtk  cli'ux  faisceaux  engendrent  une  courbe  du  sixième  ordre  qui 
HV  cléronipose  en  une  di*oite  et  la  courbe  du  cinquième  ordre  clicr- 
rliée. 
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Il  nous  resle  donc  le  problème  suivant  : 

6®  Construire  une  courbe  du  sixième  ordre  dont  on  connaît  six 
points  doubles  et  neuf  points  simples. 

La  solution  de  ce  problème  se  trouve  indiquée  dans  V Essai  sur  la 
génération  des  courbes  géométriques  de  M.  de  Jonquîère8(  *  ).  Nous 
allons  la  développer  ici,  en  modiGant  la  démonstration  du  Icmme 
sur  lequel  elle  repose. 

Soientai,a2)/2t,a4,a5,a6  les  six  points  doubles;  i,  2,3,41^9^)7? 
8  et  9  les  neuf  points  simples  donnés.  Le  problème  serait  résolu  si  Ton 
connaissait  deux  points  x  ^Ij  rendant  projectifs  les  deux  faisceaux 

(fl„  flr„  a,,  fl^,  flj,  /fç,   I,  x)  [3,  4»  5,  6,  7,  8,  9], 
(«,,  n,,  «r,,  «r^,  a„  ««,   2,  y]   [3,  4»  5,  6,   7,  8,  9]. 

Que  par  les  sept  points  a^^a^^a^^  a^^a^^a^^  1 ,  et  respectivement 
par  chacun  des  points  3,  4)  ^)  6,  7,  8,  9,  on  fasse  passer  sept  sé- 
ries de  cubiques  :  on  déterminera  sur  une  droite  L  passant  par  le 
pointai  sept  séries  distinctes  de  couples  de  points  en  involution. 
Dans  chacune  des  sept  séries,  il  suffira  de  trouver  les  intersections 
de  deux  courbes  avec  la  droite  L  et  ces  intersections  peuvent  être 
déterminées  par  le  tracé  de  coniques  en  suivant  la  méthode  donnée 
par  M.  Chasies  (*). 

Pareillement,  si  par  les  sept  points  ai,  a^^^  a^^  a^.  aj,  a*,  2,  et 
respectivement  par  les  sept  points  3,  4i  ^y  69  7i  ^9  9  ^^  ^^>^  passer 
des  séries  de  cubiques,  on  détermine  sur  L  2»ept  autres  séries  de 
couples  de  points  en  involution. 

Actuellement,  si  l'on  détermine  les  sept  couples  de  points  A|,B,, 
^S9  B2, ...  du  premier  système  et  les  sept  couples  de  points  A', ,  B',' , 
A 2 ,6^2,  ...  du  second  svstème,  qui  sont  en  involution  dans  chaque 
système  et  qui  se  correspondent  un  à  un,  la  question  sera  résolue, 
car  les  cubiques 

«,,      <Ij,      £/„     <f;,     #Ij,     lîj,      1,      A|,      B|      , 

^1»  ^sf  ''j»  ^;»  ^î»  ^€1    *»  Aj*  ^1  » 
^/,,  «,,   <!,,  £y^,  «j,   a^,    I,   A,,   B,  , 


C'  Loc.  cil..  5  IX.  p.  47-  deaiièin*  Seclioo. 

\^*)  Comptrs  remdm  dn  teances  de  l\4cadémtr  dei    *ciemcrs.  l.   XLI,  5  ^'»  I*-  "If^- 
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passent  évidemment  par  un  même  point  x,  et,  de  plus,  elles  cotres- 
pondent  une  à  une  aux  sept  cubiques 

(a,,  fl,,  /!„  flr^,  r/„  flg,  2,  A'p  tfj, 
(a,,  a,,  flr,,  «4,  «5,  £?,,  2,  A',,  B,), 
(flf,,  rt,,  a,,  «4,  /I5,  «e,  ^,  A3,  B3), 


qui  passent  toutes  par  un  même  point  j)^. 

Dans  chacun  des  systèmes,  il  suffira  de  considérer  trois  courbes 
et  de  construire  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  d'intersec- 
tion inconnus  des  deux  premières,  puis  la  droite  qui  passe  par  les 
points  d'intersection  inconnus  de  Tune  de  ces  courbes  et  de  la  troi- 
sième. Ces  deux  droites  se  couperont  au  point  cherché.  Ces  con- 
structions se  feront  par  la  méthode  de  M.  Chasles  (  '  ). 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Etant  données  sur  une  droite  sept  séries  distinctes  de  couples  de 
points  en  involution  formant  un  premier  système  et  sept  autres 
séries  de  couples  de  points  en  involution  formant  un  second  sys- 
tème, on  demande  de  déterminer  t/uatorze  couples  de  points  con- 
jugués appartenant  aux  quatorze  séries  respectivement  et  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes,  savoir,  que  les  sept  couples  du 
premier  sjstème  soient  en  involution  et  correspondent  un  à  un 
aux  sept  couples  de  points  du  second  sjstème,  qui  doivent  pareil- 
lement être  en  involution. 

Que  Ton  prenne  un  cercle  M  et  sur  ce  cercle  un  point  fixe  O,  Les 
côtés  des  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  couples  de 
points  conjugués  de  chacune  des  ([uatorze  séries  interceptent  dans 
le  cercle  des  cordes  qui  vont  toutes  concourir  en  un  même  point. 
Soient  i^,  ^2^  ^3^  ^4^  is^^c?  ^7  l^*s  points  ainsi  obtenus  pour  les 
sept  premières  séries,  j3|,  jSa,  jSa,  j34,  jSs,  jSe,  Çi^  les  points  donnés 
par  les  involutions  de  la  seconde  série.  Si  Ton  détermine  deux 
points  p  Gt  Tt  qui  rendent  projectifs  les  deux  faisceaux 

(0  P[bu    ^2.    ^3,    ^41    ^51     ^6»    ^z]> 

(2)  Tr(6j,    S„    |33,  ^4,  p,,  ,6e,    S:l, 

(')  CiiASLr.9,  loc.  cit.,  p.   1193,  §  \I,  Remarque. 
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les  quatorze  droites  pb  et  7r(3  interceptent  dans  le  cercle  des  cordes 
(|ui,  vues  du  point  O^  se  projetteront  sur  la  droite  donnée  suivant 
quatorze  couples  de  points  qui  résolvent  le  problème  proposé. 

Nous  avons  étudié  ci-dessus  (VI)  le  système  des  points  p  eX.  r, 
qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[b,,  h^,  ^3,  ^„  hj,)     et     7r(|3i,  |3„  p„  P4,  Ps). 

Supposons  maintenant  qu'à  chacun  de  ces  systèmes  de  points  &  et  (3 
viennent  s'ajouter  de  nouveaux  points  h^  et  jSe,  et  proposons-nous 
de  trouver  les  couples  de  points  ^  et  tt  qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

P[^\y   *«.    '-'3)    ^4»   ^M   ^e)» 
^  l?i>   i^j»   ?3»  ?4»   ?s»   Pe)' 

D'après  le  nombre  des  équations  dont  nous  disposons  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  des  points^  et  tt,  chacun  de  ces  deux 
points  peut  occuper  un  nombre  simplement  infini  de  positions. 
Cela  veut  dire  que  chacun  des  points  /^  et  tt  se  trouve  respective- 
ment sur  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  le  degré. 

Les  points  p  et  7:  qui  satisfont  à  la  question  rendent  projectifs  les 
deux  couples  de  faisceaux  que  Ton  obtient  en  prenant  un  quel- 
conque des  six  groupes  de  cinq  points  h  et  les  groupes  des  points  |3 
correspondants.  Ainsi,  par  exemple,  ces  points  p  et  7r  rendront 
projectifs  les  couples  de  faisceaux 

P[^u  ^î»  ^3f  '^f  ^u)     et     îf  (?i»  S,,  p„  ^4,  ;3,), 
p[h,,  h^,  b^,  h^,  b^]     et     77  (p,.  p„  Pj,  jB^,  PO- 

■Nous  allons  démontrer  d'abord  que  la  courbe  des  points  p  passe 
par  Ao»  ^M  ^2^  ^3^  ^M  '^51  ^8-  Pour  cela,  désignons  par  p^  et  tTs  les 
points  p  cl  71  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

P[i^u    bt,    b,,    b,,    b,)      et      7r(P„    s,,   p3,    p,,    p.;, 

par  /7«  et  TTg  les  points  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 
p{biy  b^,  b^,  b^,  b^)     et     77  (p,,  p,,  j3„  P4,  Sg). 

Au  point  èoî  considéré  comme  poînty!?.-,,  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  Fo  passant  par  (3|,  |52,j3s,/34,  jSs.  A  ce  même  point  &o 9 
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considét^é  comme  p^^  correspond  un  point  que  Ton  détermine  en 
décrivant  sur  |3|,  |3s,  ^t,  ^^  une  conique  capable  du  rapport  anbar- 
monique 

^o(^>  *t»  *i»  **) 

(cette  conique  est  précisément  T^)^  et  sur  |3,,  (32,  jSs,  |3e  une  autre 
conique  capable  du  rapport  anbarmonique 

cette  conique  marque  sur  Fo  le  point  qui  dans  les  deux  transforma- 
tions [ps'f  îTg]'  et  [/>c,  TTe]*  correspond  au  point  io-  Un  raisonne- 
ment analogue  montre  que  les  points  6|,  £29  ^S)  ^4)  ^5  ^t  les  autres 
points  bo  qui  s'adjoignent  aux  autres  groupes  de  cinq  points  b  sont 
sur  cette  courbe  des  points  y?.  Il  en  est  de  même  des  points  P  par 
rapport  à  la  courbe  des  points  ir. 

Faisons  passer  par  les  points  6|,  b^^b^^  b^  une  conique  quel* 
conque  C  et  cherchons  en  combien  de  points  elle  coupe  la  courbe 
des  points  p* 

Soit  p  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Pour  trouver  son 
correspondant  dans  [p^^  îfs]^,  décrivons  sur  (3|,  j3„  ^j,  (B^  une  co- 
nique r  capable  du  rapport  anharmonique 

puis  sur(3|,  j3,,  /Sa,  ps  une  conique  P  capable  du  rapport  anharmo- 
nique 

p[b\^  ^î»   ^3>   ^s)- 

Les  coniques  F  et  H  ont  trois  ^^oints  j3,,  ^2,  ps  communs;  Je  qua- 
trième point  d'intersection  sera  le  point  tt»  cherché. 

Le  point  correspondant  de  /;  dans  [/;«,  Tie  ]*  s'obtient  en  décrivant 
sur  |3,,  j32,  Pa,  (34  la  conique  capable  de 

p[biy  à^f  ^3>  ^*) 

(c'est  la  conique  F  ci-dessus),  puis  sur  |3|,  (32,  jS^,  [3o  la  conique  ca- 
pable du  rapport  anliarmonique 

Celte  seconde  conique  marquera  sur  F  le  point  TTe  cherché. 
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Les  points  r^  et  7:^  situés  sur  la  même  rouique  F  sont  générale- 
ment dilTérents  entre  eux.  Mais  la  conique  F  est  homograpkique  de 
la  conique  C^qui  passe  par  />,  &i,  63,  b^y  64,  et  à  un  point  ir^  de  F 
œrrespoudunseul  point  p  de  C,  et  par  suite  un  seul  point  t:^  de  F.  Di^ 
luenie^  à  un  [x>înt  7:§  de  F  correspond  un  seul  point  ir$  de  cette  même 
courbe.  Les  points  ttj  et  ir^  marquent  donc  des  divisions  projectives 
sur  F^  et  ces  divisions  ont  deux  points  doubles.  Donc  il  n'existe  sur 
la  conique  C  que  deux  points  autres  que  6|,  b^^  63,  b^  de  la  courbe 
des  points  p  qui  satisfont  à  la  question,  et  à  ces  deux  points  corres- 
pondent deux  points  de  F.  ^ï^ous  ix)ncIuons  donc  que  les  coui^bes 
cherchées  des  fwints  p  et  r.  qui  rendent  projectifs  tes  faisceaux 

p    bi       et     Tz'pi]  ;/r=  I,   1^  3,  4t  5,  6) 

sont  deux  courbes  du  troisième  ordre  passant  resf}ectii^ement  /hw 
les  points  bf^  b^^  ^3,  i^,  b^^  b^  et  par  les  six  points  fj^  qui 
viennent  s' adjoindre  à  chacun  des  six  grou/fes  de  cinq  points,  A,  et 
par  les  points  J3|,p2,j33,{54,j25,j3ft  et  les  six  points  j3o  qui  viennent 
s'adjoindre  aux  groupes  de  cinq  points  P/(i  =  i,  a,  3,  4»  ^t  ^)- 

Cela  établi,  il  nous  sera  facile  de  trouver  les  systèmes  de  points  p 
et  7:  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

P[lfij  ^„   /»„   />4,   ^4,   6ç,   6-), 

'^v?!»    pif    ?Z9    /i»    ?5»    ?%9    ?li' 

Le  problème  est  déterminé;  il  n'y  a  qu'un  nombi*e  limité  de  so- 
lutions, parce  que  nous  disposons  d'autant  d'équations  qu'il  y  a 
d'inconnues. 

Pour  que  ces  deux  points  p  et  7:  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[ùi)     et    TT[Si)[i=  I,  2,  3,  .{,  5,  6,  7\ 

il  suflit  qu'ils  rendent  projectifs  en  même  temps  les  deux  couples 
de  faisceaux 

P{^lf   ^î»   '^31   '^f   ^5*    ^«)î      ^(.^1»   Pt^   Piy  ?\t  ?»>  ?«)» 

et 

Pi^ly     ^îi     ^3>     ^4,     ^51     '^)»        ^(?|i     ?f.     ?5,     S4,     .Sj,    p.). 

Or,  les  jjoinls  p  et  r  qui  rendent  projectifs  les  deux  premiers 
faisceaux  appartiennent  respectivement  aux  courbes  C3  et  Fa»  De 
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même,  les  points  p  et  t:  quî  rendent  projectîfs  le  troisième  et  le 
quatrième  faisceau  appartiennent  à  deux  courbes  C,  et  T,  •  Les 
courbes  Cs  et  C,  ont  en  commun  les  points  &i,  &2?  ^3)  ^4?  ^s> 
ainsi  que  le  point  boqui  s'adjointau  groupe  commun  b^yb*t^b^^b^^b^ 
et  se  coupent  par  conséquent  en  trois  autres  points  poi  Poî  Pq*  I-®* 
courbes  Fj  et  F,  se  coupent  aussi  en  trois  points  îTo,  tt'^,  t:\  autres 
que  les  points  (3  (  ^  ).  En  outre,  chacun  des  points  /7o  correspond  à  un 
des  points  tto,  comme  il  est  aisé  de  le  voir.  Donc  il  y  a  trois  couples 
de  points  p  et  tï  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

P{àiy  ^,  ^s,  ^.  ^.  ^6,  ^7)     el     ^(Pu  Pt>  Pz.  P*,  jS»,  P.,  pi)      (*). 

11  résulte  de  là  qu*i7  existe  trois  courbes  du  sixième  ordre 
qui  ont  six  points  doubles  donnés  et  qui  passent  en  outre  par  sept 
points  simples  donnés, 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  (XI,  3^)  dix  points  simples  de  la 
courbe  du  sixième  ordre  au  lieu  de  sept  que  nous  cherchions  ^  un 
des  trois  points  non  utilisés  jusqu'ici  servira  à  reconnaître  celle 
des  trois  solutions  qu'il  faut  choisir. 


(')  Ces  trois  points  se  construisent  par  des  intersections  de  coniques,  en  suivant  la 
méthode  de  M.  Chasles,  Comptes  rendus,  décembre  i855,  p.  1190. 

(')  Voir,  au  sujet  de  ces  deux  dernières  questions,  de  Jonqcières,  lot.  cit.,  p.  72, 
et  Rtn.  Sturm,  loc,  cit. 


îmQQii^ 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  401 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

B.  BONCOMPAGNI.  —  Lettera  inedita  di  Cari.o- Federico  Gauss  a  Sofia 
Germain.  Firenzc,  calcografia  cd  autografia.  Achillo,  Paris,  1879. 

La  Lettre  inédite  de  Gauss  dont  M.  le  prince  Boncompagui  vient 
de  publier  sous  ce  titre  une  reproduction  photolithographique  (*) 
est  datée  de  «  Brunsvic,  ce  3o  april  1807,  jour  de  ma  naissance  ». 

Les  circonstances  qui  ont  précédé  cette  Lettre  sont  fort  roma- 
nesques. Sophie  Germain  avait  Hé  correspondance  avec  Gauss  sous 
le  pseudonyme  d'un  amateur  nommé  Leblanc  (*).  Gauss  répondait 
sous  le  couvert  du  savant  orientaliste  Silvestre  de  Sacy  ('). 

Pendant  la  campagne  de  Prusse,  un  ami  de  la  famille  Germain, 
le  général  Pernety,  fut  chargé  de  diriger  le  siège  de  Breslau.  Sophie 
Germain  en  profita  pour  recommander  au  général  l'illustre  géo- 
mètre, qui  reçoit  bientôt  mille  politesses  du  gouverneur  de  la  ville 
de  Brunswick  et  d'un  chef  dé  bataillon  nommé  Chante],  dépêché  à 
cet  effet.  Etonné,  Gauss  demande  naturellement  à  qui  il  est  rede- 
vable de  ces  gracieusetés.  On  lui  nomme  une  femme  ;  il  ne  la  con- 
naît point.  On  écrit  alors  à  Paris,  et  tout  s'éclaircit  par  une  Lettre  de 
Sophie  Germain  (  *  ). 

La  réponse,  comme  on  peut  le  prévoir,  débute  par  les  plus 
chaudes  félicitations  et  par  les  témoignages  de  la  plus  vive  recon- 
naissance. 

Vient  ensuite  une  importante  critique  de  ces  deux  théorèmes 
trop  généralement  énoncés  par  Sopliie  Germain  : 

«  Si  la  somme  des  puissances  /i^^^^detleux  nombres  quelconques 
est  de  la  forma  hh -^  n/J\  la  somme  de  ces  nombres  euz-mèmes 
sera  de  la  même  forme  ». 


(')  L'histoire  du  recueil  autographe  dont  elle  est  extraite  sera  prochainement  ex- 
posée par  l'éditeur. 

(')  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain.  Édition  Stupuy.  Paris,  1879,  p.  398- 
307. 

(*)  IbiJ.y  p.  3o2. 

(*)  On  voit,  par  le  début  de  la  réponse,  que  celte  Lettre  fut  écrite  le  50  février 
1807. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  V  Série,  t.  III.  (Octobre  1879.)  20 
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«  Si  l'un  des  facteurs  de  la  fonnule  yy  -f-  nzz  (  n  étant  un  nombre 
premier)  est  de  la  forme  (i,o,  ra),  Taulre  appartient  nécessaire- 
ment à  la  même  forme    9. 

En  lin,  nous  remarquons  dans  celle  Letire  les  deux  énoncés  sui- 
vants : 

I.  Sintp  un  nombre  premier  de  la  forme  3it  +  ■•  Je  dis  que  2  (c.  a  d. 
+  3  et  —  2  '  est  résidu  cubique  de  /»,  si  />  se  réduit  à  la  forme 


que  2  est  non-residu  cubique  dep,  si  4/'  se  réduit  a  cette  forme.  P.  E. 

7,   i3,   19,  3i,  37,  43»  61,  67.  73,  79,  97. 
Vous  ne  trooYerés  que 

3i  r=  4  -f  27,     4^  ^:=  16  H-  27 

et 

2  s  4» (  mod.  3 1 1,     o.  =  [—  9 )»  (  mod.  43  ] . 

II.  Soit/7  un  nombre  premier  de  la  forme  8/t  +  1.  Je  dis  que  +  2  et 
—  2  seront  résidus  ou  non-residus  biquarrés  de  p  suivant  ce  que  p  est  ou 
n*est  pas  de  la  forme 

.rx  -f-64x^- 
Par  ex.  parmi  les  nombres 

>7i  4'»  7^»  ^1  97'    '»3,    137, 
vous  ne  trouvez  que 

73  =  94-64,   89  =  25-4-64,    ii3  =  49-^-^4» 

et 

25^  ^2  (mod.  73).     5^^2(mod.  89),     20^^2(mod.  ii3). 

La  forme  de  ces  énoncés  est  certainement  inédite.  Le  premier  se 
trouve,  sous  une  forme  beaucoup  plus  générale,  démontré  dans  le 
célèbre  Mémoire  de  Jacobi,  De  résidais  cubicis  commentatio  nu- 
merosa  (  *  )  ^  le  second  a  été  communiqué  par  Gauss  à  la  Société 


(')  Journal  de  Crelle,  l.  2,  p.  6G-G9;  »827. 
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Royale  de  Gottingue  en  1826  (  *  )  et  démontré  dans  le  VP  Volume 
des  Nouveaux  Commentaires  (  ^). 

Les  autres  passages  de  cette  Lettre  peuvent  être  facilement  éclair- 
cis  et  commentés. 

Les  notes  savantes,  dont  toutes  vos  lettres  sont  si  richement  remplies, 
m*ont  donné  raille  plaisirs.  Je  les  ai  étudiées  avec  attention,  et  j'admire  la 
facilité,  avec  laquelle  vous  avez  pénétré  toutes  les  branches  de  T Arithmétique, 
et  la  sagacité  avec  laquelle  vous  les  avez  su  généraliser  et  perfectionner. 

Outre  la  Lettre  qui  est  Tobjet  de  cet  article,  nous  possédons  de  la 
correspondance  de  Gauss  et  de  Sophie  Germain  : 

1°  Une  Lettre  de  Sophie  Germain  signée  Leblanc^  non  datée, 
probablement  la  première  de  toutes  (')^ 

a®  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  de  Brunswick  le  10  août  i8o5(*). 

3°  La  réponse  de  Sophie  Germain  (^  ); 

4**  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  16  juin  1806,  en  réponse  à  la 
précédente  (®)^ 

5°  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  19  janvier  1808  (^). 

Entre  la  première  et  la  seconde  des  pièces  que  nous  venons  de 
citer,  il  y  a  une  lacune  évidente  pour  le  lecteur;  entre  la  quatrième 
et  la  cinquième,  il  faut  placer  d'abord  la  Lettre  de  Sophie  Ger-  ' 
main,  datée  du  22  février  1807,  à  laquelle  Gauss  fait  allusion  au 
début  de  sa  Lettre  du  3o  avril  \  on  peut  supposer  ensuite  une  ré- 
ponse à  cette  Lettre  du  3o  avril.  Ces  vides  seraient  fort  regrettables 
si  les  quelques  fragments  inédits  qui  se  rapportent  aux  Disquisi- 
tiones  arithmeticœ,  dans  les  papiers  de  Sophie  Germain,  ne  nous 
offraient  un  moyen  à  peu  près  sûr  de  les  combler. 

Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomiques  —  auquels  pour  le  dire  en 


(')  Gottingische  gelehrte  Anzeigen,  der  ente  Band  auf  das  Jahr  i8a5,  eité  par 
Jacobi  {De  résidais  cubicis  commeniatio  numerosa)  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  2, 
p.  66,  lignes  io-i3;  1837. 

(')  Gauss  Werke,  2*"  Band,  p.  65  et  siiÎTantes. 

(')  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain,  Édition  Stupuy,  p.  398. 

(*)  Ibid.y  p.  3o6. 

(•)  Ibid.,  p.  3o8. 

(•)  Ibid,,  p.  Soi. 

(»)  !bid..  p.  3i8. 

:^8. 
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IKissant  je  dois  surtout  la  heureuse  situation,  dont  j'ai  joui  jiendant  la  vie 
de  notre  duc,  le  [sic]  victime  malheureux  de  son  attachement  fidel  [sic)  à 
la  maisim  de  Prusse 

Ce  duc  est  le  duc  Ckarles-Guillaume-Ferdinand,  né  le  9  oc- 
tobre 1735  et  mortellement  blessé  à  la  bataille  d'Auerstaedt(i8o6)« 
c'est  à  lui  que  sont  dédiées  les  Disquisitiones  arithmeticœ. 

Soit/7  un  nombre  premier.  Soient  les/?  —  i  nombres  inférieurs  à  p  par- 
tagés en  deux  classes 

B...i(/>-hi),     ^>-+-3),    1  /,-f.5  ,     ...,    p—i. 

Soit  a  un  nombi*e  quelquonque  non  divisible  par  p.  Multipliés  tous  les 
nombres  A  par  a  ;  prenés  en  les  moindres  résidus  selon  le  module  p^ 
soient,  entre  ces  résidus,  a  appartenants  à  A  et  ^  appartenants  à  B  de  sorte 
que  «-♦-6=:J'(/>  —  1).  Je  dis,  que  a  est  résidu  quarré  de/>  lorsque  6  est 
pair,  non  ix>sidu  loi*sque  C  est  impair. 

On  |)eut  tirer  de  cette  proposition  plusieurs  conséquences  très  remar- 
quables; entre-autres,  elle  dcmnele  moîen  d'étendre  Pinduction,  par  laquelle 
on  rassemble  des  cas  s|>eciels  du  théorème  fondamental  aussi  loin  qu'on  veat^ 
ce  qui  ne  |>ourri»it  se  faii-e  par  les  méthodes  exposés,  art.  106-lâ^. 

J*ai  donné  dans  mon  ouvrage  deux  démonstrations  rigoureuses  de  ce  fa- 
meux theoiTme,  et  j'en  possède  encor  trois  autres  toutes  entîei*ement  difTe- 
rentes  entre  elles;  deux  d'entre  elles  même  peuvent  être  conduites  de  deux 
différentes  manières  cliaqu*une  :  ainsi  je  pourn)is  soutenir  que  je  j>eus  le  dé- 
montrer de  sept  manières  différentes.  I.es  autres  démonstrations  que  je  pnv 
fererois  |>our  PeN^gance  aux  deux  données  dans  mon  ouvnige,  seront  publiées 
aussitôt  que  j'y  tn>uverai  l'occasion. 

Des  trois  démonstrations  ultérieures  que  Gauss  mentionne  dans 
ce  passage,  la  première  a  été  communiquée  à  la  Société  Rovale  des 
Sciences  de  Gottîngue,  le  i5  janvier  1808,  et  imprimt^  dans  le 
XVI*  volume  des  Commentaires  de  celte  Si>ciélé  (  *  )  ^  la  sixonde  a 
été  communiquée  à  la  même  Société  le  24  août  181 8  et  imprimée 
dans  le  Volume  I  de  ses  Xouveanjc  Commentaires  ï  -  1  ;  la  troisième 


(•)  C\-F.  Catiis  trrrU,  I.  II,  p.  4-S.  (H»ltinguc.  lîv-S. 
^^M  /*»«/.,  t.  n.p.  i7-^»i;   iSii. 
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a  été  communiquée  le  lo  février  1817  et  imprimée  dans  le  IV*  Vo- 
lume des  Nouveaux  Commentaires  (*). 

A  propos  des  corrections  suivantes  aux  Disquisitiones  arithme- 
ticœ  : 

Page  146  [cas  (4)]1*  ^^  lises  comme  il  suit  :  «  Facile  vero  perspicitur, 
ex  ista  aequatione  deduci  posse  haec  «'/?R/*,  . .  .(a),  db/ïARa'. . .  (6), 
dztf/iR/?. , .  (y).  Ex  (a)  sequitur,  perindeut  in  (2),  /<  vel  utriusque /i', /;  vel 
iieutrius  residuum  esse.  Sed  casus  prior  ideo  est  impossibilis,  qiiod  ex  hKa' 
et  (Ç)  sequeretur  </R«' conlra  hypoth.  Quamobrem  necessario  est /* N/> 
adeoque,  per  (7)  a'^p.  Q.  E.  D.  » 

Au  reste  à  la  page  i44  il  se  trouve  une  faute  d'impression  non  indi- 
quée, savoir  art.  139,  ligne  3,  au  lieu  dertoN/?,  il  faut  lire  liiflR/i. 

On  peut  remarquer  que  le  second  lapsus  a  été  corrigé  dans  la 
traduction  française  (2). 

J'aurois  repondu  plus  tôt  »!  votre  lettre,  mais  la  découverte  d'une  nouvelle 
planète  par  Mr.  Olbers  m*a  un  peu  distrait. 

Cette  nouvelle  planète  est  Vesta,  entrevue  pour  la  première  fois, 
comme  on  sait,  le  29  mars  1807  ('). 

Par  le  premier  essai  que  j*ai  fait  sur  ^on  orbite,  je  trouve  son  mouvement 
considérablement  plus  vite  que  celui  de  Cérès,  Pallas  et  Junon,  savoir 
1)78"  par  jour.  LUnclinaison  de  Torbite  de  7° 6'.  L'excentricité  0,1. 

Les  cliidres  exacts  sont  pour  le  moyen  mouvement  de  Vesta 
909,978'',  pour  son  inclinaison  7°5'49'^5,  pour  son  excentricité 
0,097505  (^). 

Je  viens  d'achever  un  ouvrage  étendu  sur  les  méthodes,  qui  me  sont 
propres,  à  déterminer  les  orbites  des  planètes.  Mais  quoique  je  l'aie  écrit  en 
allemand,  je  trouve  beaucoup  de  difficulté  d'y  engag<*r  un  libraire. 

11  s'agit  dans  ce  passage  du  fameux  Ouvrage  de  Gauss  imprimé 


(')  r.-F.  Gauss  U'erke,  t.  II,  p.   iSq-iG^;   i8i8. 

(  '  j  Recherches  arithmctiqueSf  Irotl.  Poullet-Delisic.  Paris,   iSo-j",  p.  loî. 
(')  Astronomisches  Jahrbuch  f'ùr  Berlin,   1807,  p.  211, 

(*j  Monatliche  CorrespoudcnZy    Band  XV,    p.   .kjo-ôoo;  Juiii    1807.  Gauss  H'erhc, 
I.  M,  p.  iîi;. 
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eu  latin  sous  le  titre  :  Jlieoria  motus  corporuni  cœlestiuin  in  sec- 
tionibus  conicis  soient  ambientiuni,  Hamburgi,  sumtibus  Frîderici 
Pertbes  et  J.-H.  Besser,  1809.  Dans  une  Lettre  datée  du  19  jan- 
vier 1808,  Gauss  écrit  à  Sophie  Germain  (  *  ). 

L'ouvrage  sur  le  calcul  des  orbites  des  planètes  dont  je  vous  ai  parlé 
dans  ma  dernière  lettre  est  enfin  sous  presse.  J'espère  qu'il  sera  achevé 
dans  quelques  mois.  Je  n'ai  pas  redouté  la  peine  de  le  traduire  tn  latin  aQn 
qu'il  puisse  trouver  un  plus  grand  nombre  de  lecteurs. 

Ces  curieux  détails  et  les  précieuses  remarques  que  nous  avons 
citées  constituent  pour  M.  le  prince  Boncompagni  un  nouveau  titre 
a  la  reconnaissance  des  géomètres.  C.  H. 


GRAM  (J.-P.)-  —  Om  R^kkeudviklingbr,  bestemte  vid  Hj.elp  ap  de  mindste 
KvADRATERS  METHODE  (').  —  KjôbenhavD,  1879.  In-8**,  laa  pages. 

Soit  donnée  la  forme  d'une  série  convergente  à  coeflScients  in- 
connus, qui  doit  représenter  soit  une  fonction  qui  prend  des  valeurs 
données  pour  certaines  valeurs  de  l'argument,  soit  une  fonction 
donnée,  et  supposons  qu*on  veuille  se  contenter  d'un  nombre  de 
termes  de  cette  série  fixé  d'avance.  L*auteur  s'est  proposé  de  déter- 
miner les  coefficients  de  manière  que  la  série  donne  alors  la  meil- 
leure approximation  aux  valeurs  données  ou,  dans  un  intervalle 
donné,  à  la  fonction  donnée,  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement  si 
Ton  prend  les  coefficients  des  premiers  termes  de  la  série  infinie  qui 
représenterait  exactement  la  fonction.  L'auteur  regarde  comme  la 
meilleure  l'approximation  où  la  somme  des  carrés  des  dillércnces 
des  valeurs  données  o  et  de  celles  qui  résultent  de  la  série,  ces 
carrés  étant  multipliés  par  les  poids  v^  est  un  minimum*,  dans  le 
cas  d'une  fonction  continue,  la  somme  sera  remplacée  par  une  in- 
tégrale définie. 

L'auteur  résout  son  problème  en  substituant  aux  fonctions  qui 


(*)  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain.  Édition  Stiipuy,  p.  330. 
(•)  Sur  des  développements  en  séries  au  moyen  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Thèse  soutenue  à  rUniversité  de  Copenhague.) 
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forment,  au\  coefficients  inconnus  près,  les  termes  de  la  série 
donnée,  des  fonctions  linéaires  <{;  de  ces  fonctions  données,  qui 
dépendent  encore  du  poids  u  et  qui  satisfont  à  la  condition 

la  somme  S  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  Targument  pour 
lesquelles  on  connaît  les  valeurs  o  de  la  fonction  clierchée.  En  fai- 
sant usage  de  ces  nouvelles  fonctions  <j^,  il  faut  prendre  le  nombre 
demandé  de  termes  de  la  série  suivante  : 

__  i^lij,  (o)        ^.lv'l,,{o)  _^  'l^^lv^J^o) 
^  ï.v'y^  2;i'}*  lp\fl 

Cette  série  s'appelle  une  série  d^ interpolât! on. 

Si  le  nombre  des  termes  est  égal  à  celui  des  valeurs  données  o, 
Texpression  trouvée  sera  exacte.  On  peut  se  demander  si  la  même 
chose  a  lieu  dans  le  cas  où  la  série  doit  représenter  une  fonction 
continue  donnée,  si  Ton  prend  un  nombre  infini  de  termes.  Cela 
dépend  de  certaines  conditionsde  convergence  discutées  parVauteur. 

L'auteur  applique  les  développements  trouvés  à  des  fonctions 
continues  données.  La  série,  devant  remplacer  dans  Tintervalle 
depuis  o  à  I  (et  d'autres  intervalles  donnés  peuvent  se  réduire  à 
celui-ci)  une  série  développée  suivant  des  puissances  de  x,  sera 
développée  suivant  des  fonctions  sphériques.  Les  séries  de  Fourier 
et  les  développements  suivant  des  fondions  de  Btrsscl  ou  des  fonc- 
tions cylindriques  sont  aussi  des  séries  d'interpolation.  Ces  déve- 
loppements utiles  se  présentent  ainsi  d'un  point  de  vue  commun. 

L'auteur  applique  ensuite  sa  méthode  à  des  fonctions  dont  les 
valeurs  sont  données  pour  des  ai*guments  équidistants  et  à  des 
égalisations  de  résultats  numériques  trouvés  par  observation. 


ilElBERG  (J.-L.).  —   Qu.«:8TioNE8  Abciiimede.£.  Inest  de  arenœ  numéro  H- 
bellus.  —  Hauniœ,  1879.  In-8°,  168  piiges  en  latin  et  3o  pages  en  grec  ('). 

L'auteur  philologue,  qui  prépare  une  édition  grecque  des  œuvres 


(')  lhè82  souteiiiie  à  IXiiivcrtrité  de  Co|)eiiha(vm>. 


ioS  PREMIËItË  PARTIE. 

d'Arcliimède,  s*occupe  ici  de  la  vie,  des  écrits,  des  macbiiies,  de 
rAritliniéti(|ue  et  du  diahïcte  du  grand  géomètre  grec,  et  ajoute, 
comme  s[)écimrn  de  Tiklition  qu'il  se  propose,  sa  restauiatioa  du 
texte  grec  du  Mémoire  sur  le  nombre  des  grains  de  sable  (--//'e/ia- 
ria).  La'  Chapitre  sur  TArithmétique  d'Arcliimède,  où  il  expose  et 
critique,  par  exemple,  les  dillérentes  hypothèses  sur  le  calcul  des 
racines  carrées  d'Archimède,  montre  qu'il  [possède  les  cou  naissances 
mathématiques,  et  en  particulier  des  Mathématiques  de  l'antiquité, 
indispensables  pour  la  tâche  qu'il  s'est  proposée. 


KLEIN  (F.).  —  Weitere  Uxterslxuungen  uber  das  Ikosaeder.  —  Matbem. 
Ann.,  t.  \[[,  p.  5o3-56o. 

GORDAN  (P.)*  —  Ueber  die  Aufloscnge.n  ter  Gleiciiv.ngen  S-ten  Grades. 
—  Malb.  Ann.,  t.  XIII,  p.  375-404. 

KLEIN  (F.).  —  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Fcnctionen  tnd 
DIE  Ai'PLësi'NG  DER  Gleiciiungen  5-ten  Gr.\des.  —  Malh.  Ann.,  t  XIV, 
p.  1 1 1-1751. 

On  a  rendu  compte  dans  le  Bulletin  des  reclierches  faites  anté- 
rieurement sur  les  formes  binaires  qui  se  reproduisent  par  des 
transformations  linéaires  ;  on  a  indiqué  comment  Télude  de  la 
forme  binaire  du  douzième  degré,  représentée  géométriqueineiil 
par  les  douze  sommets  d'un  icosaèdre  régulier,  se  relie  étroite- 
ment à  la  théorie  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré  (  *). 
C'est  cette  connexion  même  entre  les  deux  questions  que  M.  Klein 
et  M.  Gordan  ont  prise  pour  point  de  départ  de  leurs  recherches 
sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans  le  premier 
des  Mémoires  dont  nous  rendons  compte,  on  montre  connnent  les 
soixante  mouvements  de  rotation  qui  ramènent  l'ieosaèdre  sur  lui- 
même  se  décomposent  en  douze  sous-groupes  et  comment  on  est 
ainsi  conduit  î\  une  résolvante  du  cinquième  degré.  La  liaison   de 


(')  D'un  autre  côU»,  ces  recherches  trouvent  une  application  ilireclc  dans  la  théorie 
des  équations  linéaires  du  second  ordre  iiit4'grai)le8  algébriquement. 
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celle  dernière  avec  les  racines  de  V équation  icosaédrique  conduit 
aux  Jéveloppemenls  algébriques  obtenus  par  MM.  Kronecker  et 
Brioschi  et  dont  une  partie  était  restée  sans  démonstration,  et  four- 
nit une  méthode  très  simple  qui  ramène  au  problème  de  Tico- 
saèdre  la  résolution  de  Téquation  générale  du  cinquième  degré. 

Dans  son  Mémoire,  M.  Gordan  obtient  explicitement  l'expres- 
sion des  racines  d*une  équation  du  cinquième  degré  au  moyen  des 
irrationnelles  icosaédriques,  et  cela  sous  une  forme  appropriée  au 
calcul  numérique.  Les  mélkodes  algébriques  étant  ainsi  exposées 
et  poussées  suffisamment  loin,  M.  Klein,  dans  le  dernier  Mémoire, 
tourne  ses  efforts  du  côlé  des  fonctions  elliptiques^  pour  appro- 
fondir la  question,  il  est  nécessaire  de  donner  à  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  ellipliques  une  base  nouvelle  :  le 
travail  de  M.  Klein  sert  ainsi  de  transilion  à  des  recherches  ulté- 
rieures (*  ). 

On  peut  dire,  en  premier  lieu,  comme  résultat  définitif  de  ces 
divers  travaux,  que  la  forme  binaire  du  douzième  degré  représentée 
géométriquement  par  l'icosaèdre  constitue  la  base  véritable  d'une 
tliéorie  rationnelle  de  l'équation  du  cinquième  degré.  En  second 
lieu,  les  remarques  qui  suivent  ne  sont  pas  sans  importance  pour  la 
théorie  des  équations  algébriques. 

1°  Le  fondement  de  toutes  les  recherches  sur  les  équations  algé- 
briques se  trouve  dans  la  théorie  de  Galois  -,  mais  cette  théorie  ne 
fournit  pas  tous  les  éléments  dont  on  a  besoin  pour  le  problème  de 
la  résolution.  Deux  équations  peuvent  avoir  le  même  groupe  (au 
sens  de  Galois)  sans  qu*il  soit  possible  de  passer  rationnellement 
de  l'une  h  l'autre,  et  la  résolution  d'une  des  équations  peut  être 
essentiellement  plus  facile  que  celle  de  Tautre  :  par  exemple,  l'équa- 
tion icosaédrique  est  une  équation  du  soixantième  degré,  dont  le 
groupe  embrasse  soixante  substitutions  ;  elle  est,  au  sens  de  Galois, 
sa  propre  résolvante -,  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  en 
lui  adjoignant  la  racine  carrée  de  son  discriminant,  a  le  même 
groupe^  mais  il  n'est  pas  possible  de  la  réduire  à  une  équation  ico- 
saédrique tant  qu'on  ne  lui  a  pas  adjoint  au  moins  une  telle  racine 
carrée,  laquelle  n'a  aucune  influence  sur  le  caractère  du  groupe  de 


(')  Ucbcr  die  Transformation  'j-Cen   Orcfnun^  der  elliptischfn  Functionen  (Math. 
Jnn,,  t.  XIV). 
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Galois.  Un  travail  de  M.  Kronecker,  de  1861,  conlient  déjà  des 
résultats  analogues. 

a**  La  théorie  des  invariants  joue  également  un  rôle  important 
dans  les  mômes  recherches  \  mais  les  choses  ne  se  passent  pas  comme 
pour  les  équations  des  deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés  \ 
pour  ces  équations,  il  est  avantageux  de  regarder  le  premier 
membre  comme  une  forme  binaire  et  d'étudier  cette  forme  dans  le 
sens  de  la  théorie  des  invariants.  C'est  de  cette  façon  que,  dans  les 
travaux  de  M.  Brioschi  et  de  M.  Hermite,  est  traité  le  premier 
membre  de  Téquation  du  cinquième  degré,  dont  les  invariants  ser- 
vent de  point  de  départ  aux  recherches  ultérieures.  Mais  les  mé- 
thodes qui  réussissent  pour  les  équations  dont  le  degré  est  inférieur 
à  5  ne  présentent  plus  le  même  avantage  quand  on  veut  les 
appliquer  aux  équations  de  degré  supérieur.  Les  racines  de  Tune 
des  premières  équations  jouissent  en  eil'et  de  cette  propriété  de 
pouvoir  se  permuter  au  moyen  de  transformations  linéaires  bi- 
naires, ce  qui  n*a  plus  lieu  pour  Téquation  du  cinquième  degré.  Il 
est  beaucoup  plus  avantageux  de  relier  les  équations  de  degré  supé- 
rieur à  des  formes  qui  se  reproduisent  pai  des  transformations  li- 
néaires, maisqui  ne  sont  plus  nécessairement  binaires.  Pour  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  il  existe  encore,  en  fait,  une  telle  forme 
binaire;  seulement  elle  est  du  douzième  degré.  Le  système  qui,  au 
sens  de  la  ihéorie  des  invariants,  appartient  à  celle  forme,  et  qui 
d'ailleurs  possède  le  caractère  le  plus  simple,  joue  dans  ces  recherches 
le  rôle  le  plus  imporlant. 

1.  L'icosaèdre  est  une  forme  binaire  déterminée  du  douzième 
ordre J' [ru ^r, 2)  =  o,  dont  le  système  complet  se  réduit  au  hessien  H 
et  au  déterminant  fonctionnel  (y,H)  =  T,  dont  le  carré  s'exprime 
linéairement  au  moyen def^  et  de  H'  ;  on  peut  donnera  /'la  forme 
canonique 

(i)  /=>:i>:2(>:l' -H  II  >:;»;■;- r.;"), 

et  l'on  a 

On  peut  énoncer  ainsi  le  problème  fondamental  :  Etant  données 
les  valeurs  de  /et  rfeT,  trouver  les  valeurs  correspondantes  de  y,|. 
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722-  Une   fois  ce  problème  résolu  pour  la  forme  canonique,  il  Test 

ausd  pour  la  forme  générale.  Le  rapport  in  =  -^  dépend,  à  cause  de 

l'équation  (i),  d'une  équation  du  soixantième  degré  ^  c'est  cette 
équation  que  l'auteur  appelle  équation  icosaédrique.  Elle  a  la  forme 
suivante,  quand  on  emploie  la  forme  canonique  : 

Dans  le  cas  général,  au  contraire,  elle  est 

où  6  est  un  invariant  rationnel  et  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de/*,  X  est  le  paramètre  de  l'équation  icosaé- 
drique. La  propriété  capitale  de  cette  équation  consiste  en  ce  que 

les  soixante  racines  y]  =  ~  se  déduisent  d'une  racine  quelconque  au 

moyen  de  substitutions  linéaires,  indépendantes  de  X.  Pour  la  forme 
canonique,  les  racines  sont 

o,     GO,      (e-M^)i%     (|î+,3],v         |--cos-^-4-<sin-^    > 
d'où  l'on  déduit  les  soixante  substitutions 


r'  z=  -   -, 


r,  —  s''[£-\-  r) 
(a,v=ro,  1,2,3,4)- 

Ces  substitutions,  au  moyen  de  transformations  linéaires,  don- 
nent les  substitutions  correspondantes  pour  la  forme  générale.  De 
ce  groupe  de  soixante  substitutions  d'une  variable  unique  n  on  peut 
déduire  un  groupe  de  soixante  couples  de  substitutions  binaires  à 


4ia  PREMIÈRE  PARTIE. 

déterminant  -f- 1 ,  en  remplaçant  %  par  —  et  ri  par  -r  et  en  séparant 

les  numérateurs  et  les  dénominateurs. 

Toute  fonction  des  racines  de  Téquation  icosaédrique  peut,  au 
moyen  des  formules  (4),  s'exprimer  au  moyen  d'une  seule  racine. 
Ces  substitutions  (4)  forment  le  groupe  de  Galois  pour  Téquation 
icosaédrique.  On  obtient  immédiatement  les  résultats  suivants  au 
moyen  de  la  représentation  conforme  (Schwarz,  Journal  de 
Borchardt,  t.  70) .  La  splière  des  r<  est  décomposée  par  les  plans  de 
symétrie  de  Ticosaèdre  en  cent  vingt  triangles  alternativement  égaux 

et  symétriques  dont  les  anglcssonl  ^i  ^i  -\  les  soixante  triangles 

d'une  espèce,  les  soixante  triangles  de  l'autre  représentent  les  demi- 
plans  positifs  ou  négatifs  desX.  Les  soixante  racines  d'une  équation 
icosaédrique  sont  toujours  représentées  par  soixante  points  homolo- 
gues des  triangles  correspondants  et  les  permutations  dans  le  groupe 
de  Galois  s'obtiennent  par  les  soixante  rotations  qui  ramènent  l'ico- 
saèdre  sur  lui-même.  Au  moyen  de  ces  soixante  rotations,  on  peut 
former  des  sous-groupes  de  2,  3,  5,  4?  ^9  ><>7  i^  substitutions,  dont 
les  trois  premiers  appartiennent  au  type  de  la  division  du  cercle, 
les  trois  suivants  au  type  de  la  double  pyramide,  et  le  dernier  au 
type  du  tétraèdre.  Les  groupes  de  points  qui, pour  ces  sous-groupes, 
restent  invariables  fournissent  des  résolvantes  de  l'équation  de 
l'icosaèdre,  et  les  degrés  de  ces  résolvantes  sont  respectivement 
3o,  20,  12,  i5,  10,  6,  3. 

On  obtient  une  résolvante  du  sixième  degré  au  moyen  des  six 
couples  de  points  opposés  de  l'icosaèdre.  Soit  (&(y;,,>32)=  o  un  tel 
couple  de  points,  dont  le  déterminant  soit  égal  à  -f-  5,  :;  =  ç-  sera 
une  fonction  à  six  valeurs,  racine  de  l'équation 

36  _  i,,y%3  _^  i44Hz  -4-  5/2  =z  G. 

Le  discriminant  de  cette  équation  est  égal,  sauf  un  facteur  nu- 
mérique, à  T\  Lorsque  l'on  donne,  comme  on  l'a  supposé,  la 
valeur  de  T,  on  connaît  ainsi  la  racine  quatrième  du  discriminant^ 
dans  les  autres  cas,  la  racine  carrée  de  ce  discriminant  est  con- 
nue rationnellement.  Cette  équation  est  un  cas  spécial  de  l'équation 
du  multiplicateur  de  Jacobi  pour  la  transformation  du  cinquième 
ordre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  c'est  là  le  point  de 
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départ  des  recherches  de  M.  Kronecker  sur  la  résolution  de  Téqua- 
tîoa  du  cinquième  degré. 

La  résolvante  du  cinquième  degré  correspond  au  sous-groupe  du 
type  du  tétraèdre.  Pour  un  tel  sous-groupe,  douze  rotations  laissent 
invariables  deux  tétraèdres  réguliers  T|  et  t^  formant  ensemble  les 
arêtes  d'un  cuboïde  (  Tf^ûrjel)  W,  puis  un  octaèdre  t  et  l'agrégat 
des  douze  points  correspondants.  Mais  pour  les  fonctions  les  plus 
simples  qui  soient  racines  de  la  résolvante  du  cinquième  degré,  on 
doit  évidemment  choisir /(>3|,r.2)  et  W(>3,,>;2)î  parce  que  ce  ne  sont 
pas  les  fonctions  Ti(rî|,y;2)  et  T2(î^i,  ïî»)  qui  se  reproduisent,  mais 
bien  leurs  cubes.  On  obtient  les  cinq  octaèdres  £(r/,,if5 2)  au  moyen 
de  Téquation  du  cinquième  degré 

(6)  /•—  io/V-4-45(/'-'-i2T=:o, 

qui  est  un  cas  particulier  de  la  résolvante  de  Brioschi  pour  Téqua- 
tion  de  Jacobi  du  sixième  degré 5  quant  à  l'équation  en  W,  elle  est 

(7)  WM-4o/*W2— 7'2o/HW-4-  i^*H-  =  o. 

Des  valeurs  de  ^  et  de  W^  on  déduit,  par  le  procédé  suivant,  une 
résolvante  générale  dont  les  racines  y  satisfont  aux  conditions 
2  j'  =  o,  Z j  -  =  o  .  Posant 

(8)  \  )/w^       ^ 


Vv  = i TTT  » 


OÙ  X,  a  sont  des  constantes  arbitraires,  on  obtiendra  une  équation 
du  cinquième  degré 

9)  y'-^  5Aj>'4-5Br-hC  =  o, 

dont  les  coefficients  dépendent  seulement  du  paramètre» 

X=i728-. 

En  choisissant  le  rapport  -  de  façon  que  x\  =  o,  ce  qui  exige  la  ré- 

solution  d'une  équation  du  troisième  degré,  cette  équation  prendra 
la  forme  donnée  par  Jerrard. 


4i4  PREMIÈRE  PARTIE. 

Pour  étudier  Téqualiou  générale  (du  sixième  degré)  du  mullipli- 
cateur  de  Jacobi,  équation  qu'il  introduit  dans  la  seconde  Partie  de; 
son  Mémoire,  M.  Klein  part  encore  du  problème  icosaédrique  sous 
la  forme  canonique  : 

Étant  donné  un  icosaèdre  sous  la/orme  canonique,  ainsi  que 
les  valeurs  numériques  des  ins^ariants  simultanés  que  possède  cet 
icosaèdre,  joint  à  une  certaine  Jbrme  quadratique 

on  se  propose  de  déterminer  les  coefficients  de  cette  dernière 
forme. 

Le  sy stème  simultané  se  eomposedudiscri m inantÂ  =  AJ-h  A|  A2 
de  la  forme  quadratique  et  de  trois  formes  B',  C,  D,  entre  les- 
quelles existe  une  relation.  Le  problème,  en  lui-même,  admet 
soixante  solutions,  et,  si  Ton  connaît  une  des  formes  quadra- 
tiques qui  constituent  ces  solutions,  on  obtient  les  cinquante-neuf 
autres  en  appliquant  à  :t:<,  Xj  les  cent  vingt  substitutions  binaires 
icosaédriques. 

On  n'obtient  ainsi  que  soixante  formes,  parce  qu'à  une  substi- 
tution binaire  en  correspond  une  autre  obtenue  en  changeant  seu- 
lement le  signe  des  variables.  Ce  groupe  de  substitutions  est  encore 
le  groupe  de  Galois  du  nouveau  problème. 

En  regardant  les  coefficients  de  la  forme  quadratique  comme  les 
coordonnées  trimétriques  d'un  point  d'un  plan,  on  obtient  une 
figure  liée  étroitement  à  la  représentation  plane  de  la  surface  dia- 
gonale du  troisième  ordre  de  Clebscli. 

Si  la  forme  quadratique  est  le  carré  d'un  binôme,  en  sorte  que 

le  point  Ao  '  A|  :  A2  se  trouve  sur  la  conique  A  =  o,  dont  les  points 
représentent  le  système  de  quantités  yji  J  y}2.  La  forme  B  ;=  o  repré-r 
sente  un  système  de  quinze  droites  obtenues  en  joignant  les  six 
poi^ts  fondamentaux  qui  répondent  à  la  séparation  de^ en  facteurs 
à\k  sfseond  degré  *,  cette  figure  forme  dix  hexagones  de  Brianchon. 
Les  courbes  B'=  o,  C'  =  o  ne  s'interprètent  pas  aussi  simple- 
pient;  mais,  à  Taide  de  l'équatiop  A  =  o,  on  peut  les  modifier  de 
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manière  qu'elles  aient  au^  points  fondamentaux  des  points  mul- 
tiples de  Tordre  le  plus  élevé  possible.  On  obtient  ainsi  deux  ex- 
pressions B  et  C  qui,  égalées  à  zéro,  représentent  des  courbes  de 
degrés  6  et  lo,  d'espèces  4  et  o,  ayant  aux  points  fondamentaux  : 
la  première,  des  points  doubles^  la  seconde,  des  couples  de  points 
de  rebroussement  (points  quadruples) . 

L'équation  du  sixième  degré  de  Jacobi  est  déGnie  par  les  équa- 
tions 

(5  — A)«  — 4A(z  — A)'>-hioB(3  — A)'  — C(3  — A)-+-5B*  — AC  =  o, 

^.■=  Ao  -h  «* Aj  -+.  |-*A,  ; 

la  racine  quatrième  de  son  discriminant  est,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  égal  à  D.  Ainsi,  le  problème  icosaédrique  se  confond 
avec  la  résolution  de  l'équation  de  Jacobi,  en  adjoignant  à  cette 
dernière  la  racine  quatrième  de  son  discriminant. 

Pour  effectuer  le  calcul,  on  montre  que  les  racines  de  l'équation 
quadratique 

</  =  Ai-r^  -l-2Ao-Ci.rj —  A,.rJ  =:=  O, 

si  on  les  désigne  par  -^9 -^9  dépendent  des  équations icosaédriques 

dont  les  paramètres  X|,  X2  sont  des  fonctions   rationnelles  de 

v/A,  B,  C,  D. 

Le  calcul  de  ces  paramètres  s'effectue  complètement  au  moyen 
d'une  équation  quadratique,  et  Ton  obtient  finalement 

•Ay  ^^^^   ïjj  ^j,         Aj  ^^^   ~~"   ïîl  '91  » 
l*   '/  1        .  fil   '9i-h   ^éî'tl 

2 

Dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Klein  expose  une 
méthode  nouvelle,  fondée  sur  l'équation  icosaédrique,  pour  laréso-r 
lutiomdes  équations  du  cinquième  degré  dans  lesquelles  la  sqmm^ 
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des  racines  et  celle  de  leurs  carrés  sont  nulles,  ainsi  que  cela  a  lieu 
dans  Téqualion  (9),  obtenue  précédemment  comme  une  résol- 
vante. 

Toute  équation  du  cinquième  degré  peut  être  ramenée  à  cette 
forme  au  moyen  de  transformations  rationnelles.  L'auteur  enijdoie 
les  considérations  géométriques  qui  suivent.  Les  cinqracines  1  ©ij^'n 
7  2,^*3,^^  d'une  équation  du  cinquième  degré,  liées  entre  elles  par 
l'équation  de  condition  2j  ■-=  o,  sont  regardées  comme  les  coor- 
données pentardrir/nes  d*un  point  de  l'espace,  pouvant  prendre  eu 
général  cent  vingt  positions  dillérentes  obtenues  parla  permutation 
des  cinq  racines;  les  permutations  reviennent  à  des  collinéations 
de  Tespace.  Si  maintenant  on  a  aussi  2)  -  =  o,  les  cent  vingt  points 
sont  situés  sur  une  surface  ^  du  second  degré;  les  génératrices  de 
cette  surface  sont  transformées  comme  il  suit  par  les  cent  vingt  col- 
linéations :  pour  les  soixante  collinéations  qui  résultent  de  permu- 
tations paires  des  racines,  chaque  faisceau  se  reproduit;  pour  les 
soixante  autres  collinéations,  les  deux  faisceaux  s'échangent.  Les 
génératrices  d'une  même  espèce  constituent  une  multiplicité  ra- 
tionnelle de  première  dimension,  susceptible  d'être  représentée  au 
.moyen  d'un  paramètre  X.  Une  collînéation  qui  ramène  sur  lui- 
même  un  faisceau  de  génératrices  revient  à  une  transformation  li- 
néaire de  X.  Il  suit  de  là,  d'après  un  théorème  général,  que  les 
soixante  valeurs  de  X  relatives  aux  soixante  génératrices  d'un  même 
ensemble  dépendent  d'une  équation  icosaédrique.  Le?  paramètres 
des  génératrices  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  y.  Ces  paramètres  sont  choisis  d(;  façon 
que  l'équation  icosaédrique  se  présente  sous  forme  canonique;  cela 
étant  fait,  on  a  les  racines  y  en  fonction  rationnelle  des  racines 
de  cette  équation,  ou  en  fonction  rationnelle  d'une  seule  de  ces 
racines. 

La  forme  canonique  du  paramètre  se  déduit  de  l'étude  des 
groupes  particuliers  de  génératrices  de  chaque  faisceau,  de  ces 
groupes  qui,  au  lieu  de  soixante,  comprennent  douxe,  vingt  et 
trente  droites.  On  parvient  ainsi  à  former  l'équation  icosaédrique 
au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans 
les  formules  finales  pour  les  racines  y  entre  la  racine  carrée  du 
discriminant  de  l'équation  du  cinquième  degré,  et  ainsi  cette  ra- 
cine carrée,  qui  n'a  aucune  influence  sur  le  nombre  des  substitutions 
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du  groupe  de  Galois,  est  nécessaire  pour  la  résolution  de  Téquation 
du  cinquième  degré. 

Relativement  h  la  résolution  d'une  équation  icosaédrique,  il 
convient  encore  dédire  qu'elle  peut  s'obtenir,  ainsi  qu'on  le  montre 
dans  les  §§  7-9  de  la  première  Section,  au  moyen  d'une  série  hy- 
pergéométrîque,  par  le  quotient  de  deux  solutions  particulières  de 
l'équation  différentielle  hypergéomé trique. 

II.  Dans  le  travail  de  M.  Gordan,  la  relation  entre  l'équation 
icosaédrique  et  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  où 
l'on  suppose  nulles  les  sommes  des  racines  et  des  carrés  des  racines 
est  établie  de  telle  façon,  que  les  expressions  qui  entrent  dans  les 
formules  se  présentent  comme  les  co variants  d'une  certaine  forme 
doublement  binaire,  dont  l'auteur  cherche  d'abord  à  constituer  le 
système  complet. 

Représentons  par  j'o  Ticosaèdre 

par  }  I  sa  forme  hessienne,  par  ^3  le  déterminant  fonctionnel 
de^'o  et  dej^i  ^  J^mJ>'2îJK3  forment  le  système  complet  relativement 
aux  cent  vingt  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire  à  toutes  les  fonc- 
tions entières  qui  ne  changent  point  par  les  substitutions  icosaé- 
driques. 

Si  maintenant  on  considère  une  forme  avec  deux  séries  de  va- 
riables j-|,  ^^2  et  X|,  j:2,et  qu'on  applique  aux  j'  une  de  ces  substi- 
tutions et  aux  X  la  substitution  obtenue  en  changeant  la  racine 
cinquième  de  l'unité  e  en  e^,  on  peut  se  demander  quelles  sont 
celles  de  ces  formes  qui  se  reproduisent  par  cette  transformation 
simultanée  et  chercher  à  constituer  le  système  complet  au  moyeu 
duquel  pourront  être  composées  toutes  les  formes  jouissant  de  cette 
propriété. 

On  obtient,  comme  forme  de  moindre  degré  en  x  et  en  j)', 

On  se  propose  ensuite  de  trouver  le^covariants  de  y,  en  suppo- 
sant qu'on  fasse  subir  aux  variables  x  et  y  des  transformations 
linéaires  indépendantes  l'une  de  l'autre.  En  employant  le  procédé 

Bul/.  (hs  Scirncfx  tnathém.^  T  Série,  t.  IH.  (Octobre  1879.)  ^Q 
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ronnu  sous  le  nom  de  f'ebersc/iichung,  on  \yosv  symboliquement 

F=4a',     et     *-^;'5;, 

On  obtient  trente-sîx  formes,  dont  toutes  les  autres  sont  des  fonc- 
tions entières;  CCS  trente-six  formes  s'exprîment  rationnellement  au 
moyen  de  cinq  d*entre  elles. 

Pour  Téquation  du  cinquième  degré,  il  y  a  lieu,  ainsi  qu'on  Ta 
vu  précédemment,  de  considérer  les  sous-groupes  du  type  du  té- 
traèdre. Pour  les  sous-groupes,  trois  formes  fondamentales,  que 
nous  désignerons  par  g'|,g'2 9  g's)  ^'t  qui  sontdu  sixième,  du  huitième 
et  du  douzième  degré,  restent  invariables.  On  peut  maintenant  cher- 
cher le  système  complet  des  formes  avec  deux  séries  de  variables 
qui  se  reproduisent  quand  on  fait  subir  à  j  et  à  x  deux  de  ces  trans- 
formations, dont  la  seconde  se  déduira  de  la  première  par  le  chan- 
gement de  e  en  e^  *,  la  forme  la  plus  simple  n  laquelle  on  parvienne 
est  la  forme  bilinéaire 

En  appliquant  le  même  procédé  que  précédemment  (  Ueberschie- 
hung)  aux  formes  g-i,  g^^  g^j,  y^^  ou  obtient  un  système  de  vingt 
ibrmes  ;  les  formes  icosaédriques  peuvent  être  composées  avec  elles; 
elles  s'expriment  toutes  rationnellement  au  moyen  de  cinq  d'entre 
elles  .  On  a  en  particulier  l'équation 

( i4)  /' -+-  5/// -  5^/.  -  ;'  r^  o, 

dans  laquelle  les  formes  icosaédriques  o  et  ^  sont  définies  par  les 
équations 

(l5)  y -_-  5  (/,/),,,       .>.:,2(/,v    ,.,. 

En  regardant  y^  comme  inconnue,/,  (p,  ^  comme  données,  et  en  ap- 
pliquant h  X  et  à  y  les  cent  vin^t  substitutions,  on  obtient  les  cinq 
racines  de  l'équation  (  1 5  ) 

Mais  le  produit  des  dinérences  de  ces  ^v,  égal  à  la  racine  carrée  du 
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discriminant  de  l'ëquation,  est  une  forme  A  que  Ton  peut  construire 
avec  les  formes  du  système  icosaédrique. 

Regardant  celte  racine  carrée  comme  donnée^  on  peut  déduire; 
des  relations  du  système  icosaédrique  une   forme  C   à  Taide  de 

laquelle  on  peut  déterminer  le  rapport  ~  par  une  équation  icosaé- 

drique,  puis  trouver  "/^  sous  forme  rationnelle. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  M.  Gordan  reprend  la  question  avec 
la  forme  de  Jerrard  et  établit  la  connexion  de  sa  solution  avec  celle 
de  M.  Hermite. 

III.  Dans  le  troisième  Mémoire,  M.  Klein  établit  cejte  connexion 
d'une  manière  nouvelle.  Le  point  de  départ  de  ses  recherches  est 
dans  une  certaine  représentation  géométrique  de  la  dépendance  du 

rapport  des  périodes  w  =  —  de  l'intégrale  elliptique  1  — — ^  etl'inva- 

riant  absolu  —de  la  forme  binaire  biquadratiquey(x).  Si  cet 

invariant  parcourt  un  demi-plan  positif  (ou  négatif),  cose  meut  sur 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  formés  par  des  arcs  de  cercle.   Aux 

sommets  de  ce  triangle,  dont  les  angles  sont-^j  y  >  o,  correspondent 

les  valeurs  de  J,  savoir  o,  1 ,  00  .  Le  plan  des  w,  d'après  leprincîpede 
symétrie,  est  entièrement  recouvert  de  tels  triangles,  ainsi  que 
-M.  Dedekind  Ta  montré  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  modu- 
laires. Ces  figures  triangulaires  jouent  le  même  rôle  dans  la  théorie 
de  la  transformation  que  les  parallélogrammes  dans  celle  des  fonc- 
tions doublement  périodiques.  Soit  J'  l'invariant  d'une  intégrale 
elliptique  se  déduisant  de  la  précédente  par  une  transformation 
du  /i'*""  ordre,  n  étant  un  nombre  premier.  J'  et  J  sont  liés  entre 
eux  par  une  équation  du  (/i -h  i  )'*"*  degré  ^  la  considération  du 
triangle  permet  d'étudier  le  système  de  ramification  (^e/Ttvei^ii/i^) 
de  J',  regardé  comme  fonction  de  J.  L'espèce  p  de  la  surface  de 
Uiemann  à  employer  est  nulle  pour  /i  =  2,  3,  5,  j»,  i3,  et  l'on  peut 
ainsi  exprimer  Jet  J'en  fonctions  rationnelles  d'un  paramétrer.  Ces 
fonctions  rationnelles  se  déterminent  complètement  par  la  multi- 
plicité de  certains  fadeurs,  en  sorte  qu'il  y  a  là  une  méthode  nou- 
velle pour  l'étude  des  équations  de  transformation.  Pour  /i=  5, 
7,  i3,  on  a  I('s  équations  qui  suivent,  équations  où  l'on  suppose  J 

^9- 
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et  V  exprimés  de  la  même  façon  au  moyen  de  r  et  de  t^..  et  où  l'on  a 
donné  les  relations  entre  t  et  '.'  : 

Transformation  du  cinquième  ordre, 

J  :  J  —  I  :  I  -=  r- —  I or  -*-  ">  ' 

:  T*  —  9.9.T  -t.  1^5;  ^  T«  —  4t  —  I  *  :  —  i7a8T, 

Transformation  du  septième  ordre, 

J:  J—  I  :  I    -(t--4-  i3t-t-  49    t'-4-  5t  -i-  I  ' 
:  T'-h  i4T'-f-63T'-f-70T— 7)«:  17287, 

tt'  —  49  ; 

Transformation  du  treizième  ordn», 

J:J— I  :  1 

^  t'-^  5t4-  i3;  ;t'»-+-  7 t' -h  ?.o t* 4-  197  -f- 1)' 

:  (t2 -h 6t -V  i3;  T«4- lOT» 4- 46t^ -+- io8T^-f- i27.T»-h  38t  —  I  ;« 
:  1728T, 

77^=13. 

La  variable  t  est  une  fonction  de  17  =  e'*"  qui,  dans  les  cas  cou- 
sidérés,  est  égale  à 

12ÔM»,     49M«,      i3M, 

où 


M 

N 


7«n(i  —  i7*')« 


M.  Klein  se  pose  ensuite  la  question  suivante  :  Quelle  est  la 
relation  de  l'équation  de  Jacobi  du  sixième  ordre  et  de  Téquatiou 
icosaédrique  avec  Téquation  de  transformation  ainsi  obtenue  pour 
Al  =  5? 

Le  passage  dcTéquation  de  Jacobi  du  sixième  degré,'  dans  le  cas 
où  A  =  o,  se  fait  immédiatement  en  posant  t  =  z^  dans  Téquation 
obtenue  pour  n  =  5  entre  J  et  t  et  en  prenant  les  racines  cubiques 
des  deux  membres. 
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On  ubtîeut  ainsi 

5*  —  M«»  +  I  îl  ^  3  -f-  5  =  o, 

équalion  qui  a  été  utilisée  par  M.  Kronccker  dans  sa  résolution  de 
Téquation  du  cinquième  degré,  qui,  toutefois,  se  présente  dans  son 
travail  sous  une  forme  plus  compliquée,  parce  qu'il  considère  le 
module  A'^  au  lieu  des  invariants  rationnels  g2  et  A. 

Pour  Téquation  icosaédrique,  elle  s*oblîent  en  formant  la  résol- 
\  ante  de  Galois  de  Téquation  qui  relie  J  et  J'  (  pour  w  =  5  ),  et  c'est 
(le  plus  la  forme  la  plus  simple  de  cette  résolvante.  Ça  racine, 
regardée  comme  fonction  de  J,  se  ramifie  de  façon  que,  des  soixante 
feuillets  de  la  surface  de  Riemann  il  y  en  ait  trois,  quatre  et^cinq 
qui,  respectivement,  se  réunissent  pour  J=  i,  a,  oo  . 

Par  suite,  p  est  encore  nul,  et  Ton  peut  obtenir  la  résolvante  de 
Galois  sous  sa  forme  la  plus  simple  en  introduisant  comme  incon- 
nue la  fonction  y;,  qui,  sur  la  surface  de  Riemann,  ne  prend  qu'une 
fois  chaque  valeur,  et  l'on  trouve  l'équation  icosaédrique 

La  relation  entre  y]  et  ci)  se  représente  géométriquement  de  la  façon 
suivante:  m  se  meut  sur  un  des  cent  vingt  triangles  aux  angles  ^* 

->  -z  que  les  plans  de  symétrie  de  Ticosaèdre  découpent  sur  la 

sphère  lorsque  &>  se  meut  sur  un  des  triangles  dont  nous  avons  pré- 
(x*demment  expliqué  la  formation.  Analytiquement  cette  relation 
s'obtient  au  moyen  de  la  formule  connue 

r.i  -^  I  H-  7*—  q^—  (f^^—  q^^—q^*^  .  .  . 

La  signification  de  l'équation  icosaédrique  dans  la  transformation 
du  cinquième  degré  se  trouve  ainsi  complètement  établie;  finale- 
ment M.  Klein  déduit  de  la  théorie  de  l'icosaèdre  les  formules  uti- 
lisées par  MM.  Hermite  et  Brioschi  pour  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré.  Il  reste  à  prouver  que  poiu*  les  irrationnelles 
icosaédriques  existent  des  équations  modulaires.  Or,  si  J  et  J'  sont 
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liés  par  une  transformation  du  /i'*"*'  ordre,  n  étant  un  nombre  pn> 
mier  différent  de  /*,  il  y  a  aussi  entre  les  irrationnelles  icosaé- 
driques  correspondantes  r,,  r/  une  ë(iuation  du  (/i  -f-  i)**"*  degré.  Eu 
prenant  n  =  a,  on  tombe  sur  une  équation  du  troisième  degré  qui 
fournit  le  moyen  de  passer  de  l'icosacdre  à  la  forme  de  Jerrard  el 
résout  ainsi  la  question  posée. 


HATTENDORFF  (K.).  —  Algbbraischr  Analysis.  llannover,  1877.  —  In-8*, 
'198  pages. 

M.  llattendorfl*  se  plaint  dans  sa  Préface  du  dédain  que  professent 
pour  les  méthodes  purement  algébriques  les  étudiants  en  Mathéma- 
tiques, qui,  à  peine  sortis  du  (gymnase,  veulent,  sans  avoir  reçu 
la  préparation  suffisante,  aborder  de  suite  le  Calcul  inûnitésimal. 
Son  Livre  est  destiné  à  leur  faciliter  cette  préparation. 

Il  est  divisé  en  deux  Parties,  dont  la  première  est  consacrée  aux 
nombres  réels,  la  seconde  aux  noiiJircs  complexes. 

Après  avoir  introduit  la  notion  de  limite,  M.  Hattendorff  ap- 
plique cette  notion  à  la  détermination  de  la  mesure  du  cercle, 
regardé  comme  limite  de  polygones  réguliers  inscrits  ou  circon- 
scrits dont  le  nombre  de  côtés  augmente  indéfiniment,  à  la  déûni- 

• 

tion  du  nombre  tt,  à  la  recherche  de  la  valeur  limite  de  pour 

X  =:  o,  à  la  définition  du  nombre  e,  obtenu  sans  l'intermédiaire  de 
la  série,  comme  la  limite  de  (  i  H 1    >  pour  m  infini. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  séries  tant  à  termes  positifs  qu'à 
termes  positifs  ou  négatifs  ^  la  règle  de  convergence  de  Gauss,  dans 
toute  sa  généralité,  aurait  pu  être  donnée  dans  ce  Chapitre.  Puis  il 
introduit  les  séries  doublement  infinies,  dont  on  devrait,  aussi  bien, 
dire  quelques  mots  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales;  le 
théorème  sur  la  multiplication  des  séries  trouve  là  sa  place  natu- 
relle. 

Vient  ensuite  la  déGnition  des  fonctions  continues  el  uniformes: 
les  fonctions  entières,  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable,  tant  (|u'elles  sont  convergentes,  sont 
continues. 
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Ces  préliminaires  établis,  on  passe  à  Tétude  des  fonctions  simples 
(i  •+•  J?)*",  û-*",  logx,  sinx,  cosx,  arcsinx,  arecosj:,  arctangx  et 
des  séries  qui  les  représentent. 

Telles  sont  les  matières  contenues  dans  la  première  Partie. 

L'introduction  des  nombres  complexes  exige  des  définitions  nou- 
velles pour  les  opérations  élémentaires,  pour  la  fonction  expo- 
nentielle et  la  fonction  logarithmique,  les  fonctions  circulaires  ;  la 
fonction  exponentielle,  dont  la  définition  est  le  point  de  départ  de 
toutes  les  autres  définitions,  est  regardée  comme  la  limite,  pour  m 
infini,  de 


.r 

i-h  - 


/// 


11  est  ensuite  nécessaire  d'étendre  aux  nombres  complexes  la 
notion  des  séries  infinies,  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la 
fonction  d*une  quantité  complexe  et  par  la  continuité  d'une  telle 
fonction,  d'étendre  enfin  les  notions  ainsi  acquises  aux  fonctions 
et  aux  séries  simples  déjà  étudiées^  enfin,  tout  en  restant  dans  le 
domaine  de  l'Algèbre,  il  convient  d'introduire  la  notion  de  dérivée 
et  de  montrer  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  cette  science  \  les 
propositions  fondamentales  sur  la  possibilité  de  développer  en 
série  une  fonction  continue  et  uniforme  et  sur  la  forme  de  ce  dé- 
veloppement trouvent  là  leur  place. 

M,  Hattendorff  passe  ensuite  à  l'étude  des  produits  infinis^  sinx 
et  cosx  sont  mis  sous  cette  forme.  Quelques  mots  sont  même 
consacrés  aux  fonctions  doublement  périodiques  et  à  la  transfor- 
mation, par  une  méthode  due  à  Caiichy,  des  produits  qui  figurent 
au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ces  fonctions  en  séries  in- 
finies. 

Après  la  décomposition  en  facteurs,  vient  naturellement  la 
décomposition  en  fractions  simples.  C'est  dans  ce  Chapitre  que 
sont  placés  le  théorème  sur  la  variation  du  logarithme  d'une  fonc- 
tion dont  la  variable  indépendante  ou  plutôt  le  point  qui  la  figure 
décrit  un  contour  simple,  et  le  théorème  fondamental  sur  la  décom- 
position en  facteurs  d'une  fonction  entière,  qui  peut  en  être  regardé 
comme  une  conséquence  \  on  peut  ensuite  aborder  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles,  et,  plus  généralement,  du  quotient 
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de  deux  produits  infinis^  Tapplication  à  la  fonction  tangj?  est  tout 
indiquée. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  fractions  continues. 


MÉLANGES. 

SUR  LES  SYSTÈMES  DESMIQUES  DE  TROIS  TÉTRAÈDRES  ; 
Par  m.  CYPARISSOS  STEPHANOS. 

Les  systèmes  de  trois  tétraèdres  formant  trois  surfaces  d'un  fais- 
ceau du  quatrième  ordre,  systèmes  quW  peut  appeler  desmiques 
(de  $^(TfAT],  faisceau),  jouent  dans  la  Géométrie  de  Tespace  le  même 
rôle  que  les  systèmes  de  quatre  triangles  appartenant  à  un  même 
faisceau  de  cubiques  dans  la  Géométrie  du  plan. 

Cependant,  tandis  que  ces  derniers  systèmes  ont  été  Tobjet  des 
reclierclies  de  plusieurs  géomètres  et  que  leurs  propriétés  sont 
maintenant  bien  connues,  Texistence  des  systèmes  desmiques  de 
trois  tétraèdres  à  peine,  autant  que  nous  savons,  a  été  entrevue. 

Dans  le  présent  travail,  nous  avons  tenté  d'exposer  quelques- 
unes  des  propriétés  les  plus  remarquables  d'un  système  desmique 
de  trois  tétraèdres,  en  nous  réservant  de  compléter  cette  étude, 
dans  une  certaine  mesure,  une  autre  fois,  à  Taide  de  considérations 
dillérentcs. 

Premières  prophiétés  d'un  système  desmiqle  de  trois  tétraèdres. 

1.  On  remarque  sur  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  des- 
mique douze  sommets  E,  douze  faces  F  et  dix-huit  arêtes  G  (  *  ). 


(')  Il  convient  de  nq^r  ici  que  la  recherche  que  nous  allons  entreprendre 
porte  à  des  tétraèdres  n'offrant  aucune  particularité  projective  dans  la  ditpMltioB  db 
leurs  faces. 

Nous  n'examinerons  donc  pas  ici  les  faisceaux  ponctuels  de  cônet  eoi 
quatrième  ordre  comprenant  trois  cônes  formés  de  quatre  plant.  Nom 
Heulement  qu'on  arrive  h  des  faisceaux  de  ce  genre  en  projetant  d'oi  pifÉI:^ 
la  section  plane  d'un  faisceau  comprenant  trois  tétraèdres  propi 
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Nous  dirons  qu'un  point  E  et  un  plan  F  sont  opposés  lorsqu'ils 
forment  deux  éléments  opposés  d'un  des  tétraèdres  A,  B,  C  •,  nous 
appellerons  de  même  deux  droites  G  opposées  lorsqu'elles  forment 
deux  arêtes  opposées  d'un  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

Nous  emploierons  aussi  quelquefois,  pour  abréger,  les  expres- 
sions un  couple  de  droites  G,  un  couple  d'arêtes  d'un  tétraèdre, 
au  lieu  de  ces  autres  un  couple  de  droites  G  opposées,  un  couple 
d'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre, 

2.  Les  seize  droites  L  formant  l'intersection  commune  des 
trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  desmique  sont  distribuées 
par  quatre  sur  les  douze  plans  F.  Par  chacune  de  ces  droites  L 
passent  trois  plans  F  appartenant  respectivement  aux  tétraèdres 
A,  B,  C. 

Par  le  point  d'intersection  e  de  deux  droites  L  situées  dans  un 
plan  F  passent  toujours  deux  autres  droites  L.  Ces  quatre 
droites  L  prises  deux  à  deux  déterminent  six  plans  F,  groupés 
•  en  trois  paires  ;  les  plans  de  ces  paires  appartiennent  respective^ 
ments  aux  tétraèdres  A^B^C  et  se  coupent  sui\fant  trois  droites  G 
passant  par  e. 

Toute  droite  L  est  rencontrée  par  neuf  autres  droites  L,  situées 
par  trois  sur  les  trois  plans  F  passant  par  la  première  et  convergeant 
aussi  par  trois  vers  trois  points  e  situés  sur  la  première. 

Les  droites  L  se  rencontrent  donc  quatre  par  quatre,  en  1  =  1 2 
points  e. 

I  2i    3 

3.  Sur  toute  droite  G  se  trouvent      *     :=  1  points  e.  Les  huit 

\o 

droites  L  passant  par  ces  deux  points  sont  situées  par  quatre  sur 
les  deux  plans  F  dont  l'intersection  est  formée  par  la  droite  G 
considérée. 

Par  ces  mêmes  points  passent  deux  à  doux  les  faces  des 
tétraèdres  A,  B,  C,  auxquels  n'appartient  pas  la  droite  G  considérée, 
(le  manière  que  les  arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  passent  par  l'un  de 
ces  points  sont  opposées  à  celles  qui  passent  par  l'autre. 

Pour  que  deux  tétraèdres  déterminent  un  faisceau  du  qua- 
trième ordre  comprenant  un  troisième  tétraèdre,  il  faut  donc  que 
chacune  des  arêtes  de  l'un  rencontre  deux  arêtes  opposées  de  l'autre, 
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ou  bien  il  faut  que  chaque  couple  d'arêtes  opposées  de  l'un  s'ap- 
puie sur  un  couple  d'arêtes  opposées  de  l'autre. 

On  peut  dire  de  deux  tétraèdres  affrant  entre  eux  cette  dernière 
disposition  qails  s'appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes, 

4.  Considérons  maintenant  un  point  e(^o)  et  les  trois  droites  G 
appartenant  respectivement  aux  tétraèdres  A,  B,  C  et  passant  par 
ce  point.  Sur  chacune  de  ces  trois  droites  se  trouve  un  nouveau 
point  e  par  lequel  passent  les  droites  G  opposées  aux  deux  autres  ; 
ces  trois  points  <?|,  e2,  ^3  forment  donc  un  triangle  dont  les  trois 
côtés  ejCa,  63 e|,  et  e^  coïncident  respectivement  avec  les  droites  G 
opposées  aux  trois  droites  e^e^^  ^0^29  <?o^3-  Les  quatre  points  e»,  e^^ 
e^y  e^  forment  ainsi  les  sommets  d'un  nouveau  tétraèdre,  dont  les 
trois  couples  d'arêtes  opposées  appartiennent  respectivement  aux 
tétraèdres  A,  B,  C. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  nouveaux  tétraèdres  a^  b^  c,  ayant 
pour  sommets  les  douze  points  e. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  deux  quelconques  des  * 
tétraèdres  d'un  système  desmique  s'appuient  entre  eux  par  leurs 
arêtes.  Nous  découvrons  maintenant  de  plus  que  les  couples  d'arêtes 
de  deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  appuyés  sur  un  même  couple 
d'arêtes  du  troisième  s'appuient  aussi  entre  eux  de  façon  à  former 
avec  ce  troisième  couple  les  six  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre. 

Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  mêmefais- 
ceau  du  quatrième  ordre,  il  faut  donc  que  de  leurs  arêtes  se  compo- 
sent trois  nouveaux  tétraèdres  a,  i,  c,  ayant  avec  chacun  des 
premiers  un  couple  commun  d'arêtes. 

5.  Par  chacune  des  quatre  droites  L  situées  sur  une  face  d'un  des 
tétraèdres  A,  B,  C  passe  une  face  de  chacun  des  deux  autres 
tétraèdres.  Deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  sont  donc  situés 
en  homologie  [ou-enperspectiv^e)  de  quatre  manières  difjérentes ; 
les  quatre  faces  du  troisième  tétraèdre  sont  les  bases  de  ces  homo- 
logies  (  *  ) . 

(^)  La  seule  mention  que  nous  connaissions  de  deux  tétraèdres  situés  en  perspec- 
tive de  quatre  manières  différentes  se  trouve  dans  le  Mémoire  de  Cremona  :  Teoremi 
stereontetrici  dai  quali  si  deducono  le  proprie  ta  delV  esagrammo  di  Pascal^  n*  33 
(H.  Accad,  dei  Linccin  Mem.  délia  classe  di  Scienze  fis.y  mate/n.  e  natur.,  i8y?Jb.2 
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Réciproqlemem"  :  Lorsque  deux  tétraèdres  sont  situés  en  homo- 
iogie  de  quatre  manières  différentes,  le  tétraèdre  formé  par  les 
quatre  bases  d 'homologie  appartient  au  faisceau  déterminé  par 
les  deux  premiers.  En  effet,  les  seize  droites  suivant  lesquelles  les 
quatre  bases  d^ioinologie  coupent  les  faces  de  l'un  de  ces  tétraèdres 
coïncident  avec  les  droites  suivant  lesquelles  les  mêmes  bases  cou- 
pent les  faces  de  l'autre. 

6.  Tâchons  maintenant  de  préciser  la  nature  des  quatre  homo- 
logies  suivant  lesquelles  on  peut  faire  correspondre  entre  eux  deux 
tétraèdres  d'un  système  desmique. 

Dans  toute  correspondance  bomologique  entre  deux  espaces, 
deux  droites  homologues,  si  elles  ne  se  confondent  pas,  se  rencon- 
trent en  un  point  coïncidant  avec  son  homologue,  situé  dans  la 
base  d'homologie,  et  déterminent  un  plan  coïncidant  aussi  avec 
son  homologue,  passant  par  le  centre  d'homologie.  Une  droite  ne 
peut  être  sa  propre  homologue  que  si  elle  appartient  à  la  base 
d'homologie  ou  si  elle  passe  par  le  centre  d'homologie.  On  sait  de 
plus  que  pour  qu'une  homologie  soit  involutive  il  suffit  que  deux 
éléments  distincts  de  l'espace  se  permutent  entre  eux  par  elle. 

Conformément  à  cela,  dans  toute  correspondance  homologique 
entre  deux  tétraèdres  A  et  B  d'un  système  desmique,  à  tout  couple 
d*arètes  de  A  correspond  celui  des  couples  d'arêtes  de  B  sur  lequel 
il  s'appuie.  Le  tétraèdre  a  déterminé  par  deux  couples  homologues 
a  de  plus  deux  arêtes  appartenant  au  troisième  tétraèdre  C  du  sys- 
tème et  coïncidant  avec  leurs  homologues.  En  effet,  Tune  de  ces 
deux  arêtes  est  située  sur  la  base  d'homologie  et  joint  deux  sommets 
de  a  correspondant  à  eux-mêmes,  tandis  que  T autre  passe  par  le 
centre  d'homologie  et  forme  l'intersection  de  deux  faces  de  a  cor- 
respondant à  elles-mêmes. 

Le  tétraèdre  a  se  transforme  donc  en  lui-même,  de  sorte  que  ses 
deux  autres  sommets  situés  sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'homo- 
logie se  permutent  entre  eux  et  que  ses  deux  autres  faces  passant 
par  Tarête  appartenant  à  la  base  d'homologie  se  permutent  aussi 
entre  elles. 

Nous  reconnaissons  ainsi  que  : 

Les  quatre  correspondances  homologiques  de  deux  des  té- 
traèdres A,  B,  C  d'un  système  desmique  doi\fent  être  ins^oluti^es . 
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7.  Nous  venons  de  voir  comment  dans  toute  correspondance  ho- 
mologique  entre  les  tétraèdres  A  et  B,  aussitôt  qu'une  arête  de  C 
est  située  sur  la  base  d'homologie,  Tarète  opposée  passe  par  le 
centre  d'iiomologie.  On  en  déduit  que  : 

Dans  toute  correspondance  homologique  de  deux  des  fe- 
iraèdres  d'un  système  desmique,  ayant  pour  base  une  face  F  du 
troisième  tétraèdre,  le  centre  d'homologie  coïncide  ai^ec  le  som- 
met E  opposé  à  cette  face. 

De  ce  fait  il  s'ensuit  que  : 

Les  points  E  opposés  aux  trois  plans  F  passant  par  une  droitelà 
sont  situés  sur  une  même  droite  A . 

Ces  droites  A  sont  donc  au  nombre  de  seize  et  convergent  par 
quatre  aux  quatre  sommets  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C.  Par 
conséquent  : 

Les  sommets  de  trois  tétraèdres  appartenant  à  un  mémejais" 
ceau  ponctuel  du  quatrième  ordre  Jorment  trois  enveloppes  de 
la  quatrième  classe  appartenant  à  un  même  faisceau  tangentieL 

8.  A  ce  même  fait  se  rattachent  les  particularités  suivantes  : 


Deux  sommets  quelconques  d*un 
des  tétraèdres  A,  B,  C  sont  séparés 
harmoniquement  par  les  arêtes  oj)- 
posées  des  deux  autres  tétraèdres  sur 
lesquelles  s'appuie  la  droite  G  joi- 
gnant ces  deux  sommets. 

Deux  quelconques  des  trois  points 
E  situés  sur  une  droite  A  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième point  E  et  le  plan  F  opposé  à 
ce  point. 


Deux  faces  quelconques  d'un  des 
tétraèdres  A,  B,  C  sont  séparées  har- 
moniquement par  les  arêtes  opposées 
des  deux  autres  tétraèdres  sur  les- 
quelles s*appuie  la  droite  d'intersec- 
tion G  de  ces  deux  plans. 

Deux  quelconques  des  trois  plans  F 
passant  par  une  droite  L  :sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième plan  F  et  le  point  E  opposé  à 
ce  plan. 


TÉTRAÈDRES  APPUYÉS  ENTRE  EUX  PAR  LEURS  ARETES. 


9.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  qu'il  était  possible  de  con- 
struire trois  tétraèdres  appartenant  à  un  même  faisceau  ^  nous  avons 
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été  conduit  ainsi  à  un  certainnombrede  propriétés  de  ces  tétraèdres 
et  reconnu  entre  autres  (n"  3)  que  deux  quelconques  de  ces 
télraèdi-es  doivent  s'appuyer  entre  eux  par  leurs  art''tcs. 

Il  convient  donc  (IVxamîncp  ici  les  propriétés  de  deux  tétraèdres 
A  et  B  appuyés  entre  eux  par  leurs  arêtes.  Cette  étude  nous  con- 
duira ensuite  au  résultat  important  que  deux  tétraèdres  offrant 
celte  disposition  appartiennent  lonjoura  à  un  système  desmiquc  de 
trois  tétraèdres. 

10.  Nous  allons  d'abord  montrer  comment,  étant  donnés  lo 
tétraèdre  A  et  nu  sonimcl  Bo  de  B,  on  peut  construire  ce  second 
tétraèdre  d'uue  manière  unique. 

Le  tétraèdre  B  aura  pour  arêtes  passant  par  Bo  tro 
B^,  B)  appuyées  respectivement  sur  les  trois  couple: 
posées  de  A.  Les  plans  B^B],  B,  B|,  b,  B»  ca  seront  aii 

Considérons  la  section  du  tétraèdre  A  par  un  de  ces 
par  exemple  :  les  traces  des  quatre  faces  de  A  i 


t  droites  li,, 
d'arèles  op- 
si  des  faces, 
plans,  B^ 
ce  plan  déter- 
minent un  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples  de  sommets 
opposés  sont  formés  par  les  traces  des  ari^tcs  opposées  de  A.  Des 
trois  diagonales  de  ce  quadrilatère,  deux  passent  pnr  B^  el  coïnci- 
dent avec  les  droites  Bj  et  Hj,  tandis  que  la  troisième  B*,  s'appuie 
sur  les  deux  arêtes  opposées  de  A  que  B,  rencontre.  11  convient  de 
remarquer  ici  que  1?,  coupe  les  droites  Bj  el  Bj  eu  des  poinis  déter- 
minés simplement  par  les  points  où  cliacune  de  ces  droites  rcn- 
eontre  les  arêtes  de  A  ;  ainsi,  par  exemple,  le  point  (  Bj  H'J  est  le 
conjugué  harmonique  du  point  Bg  par  rapport  aux  deux  poinis  de 
rencontre  de  la  droite  B^,  avec  deux  arêtes  opposées  de  A. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  droites  tf, ,  B^,  B',,  situées  respective- 
ment dans  les  plans  HgB),  HiB,,  B|  B,  et  appartenant  de  plus  à  un 
même  plan.  En  elTet,  ces  droites  se  rencontrent  deux  à  deux  sui- 
vant trois  points  distincts  (B^B,),  [B'jlïJ,  (ifilfa)  situés  respec- 
tivement sur  les  droites  B(,  Bj,  Bj  et  coïncidant  avec  les  points 
conjugués  harmoniques  du  point  Bo  par  rapport  aux  couples 
d'arêtes  de  A  que  ces  droites  ri^ncontreiit. 

Le»  droites  B,,  B'j,  ffj,  appuyées  respectivement  sur  des  arêtes 
de  A  rrncoDtréi-K  par  B,,  Hj,  B»,  fnnnenl  avec  ces  licrnières  droite» 
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les  six  arêtes  du  tétraèdre  B.  Ce  tétraèdre  est  ainsi  déterminé  d'une 
manière  unique. 


11.  Comme  la  disposition  mutuelle  des  deux  tétraèdres  A  et  B  a 
été  définie  au  moyen  de  droites  (leurs  arêtes),  qu'on  peut  consi- 
dérer soit  comme  séries  de  points,  soit  comme  ayes  de  faisceaux  de 
plans,  il  s'ensuit  qu'à  toute  propriété  relative  à  des  sommets,  des 
arêtes  et  des  faces  des  deux  tétraèdres,  correspond,  suivant  le  prin- 
cipe de  dualité,  une  autre  propriété  relative  à  des  faces,  des  arêtes 
et  des  sommets  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

Ainsi,  étant  donné  le  tétraèdre  A,  nous  pouvons  procéder  à  la 
construction  du  tétraèdre  B,  en  partant,  non  plus  d'un  de  ses  som- 
mets, mais  d'une  de  ses  faces ^  car  nous  pouvons  d'abord  construire 
les  trois  arêtes  de  B  situées  sur  la  face  donnée  et  ensuite  ses  trois 
autres  arêtes  passant  par  ses  trois  sommets  ainsi  déterminés. 

12.  De  même  que  deux  sommets  quelconques  de  B  sont  séparés 
harmonique  ment  par  les  deux  arêtes  de  A  que  rencontre  l'arête 
de  B  déterminée  par  ces  deux  sommets  (n**  10),  de  même  deux 
faces  quelconques  de  B  sont  séparées  harmoniquement  par  les 
deux  arêtes  de  A  que  rencontre  l'arête  de  B  sui\fant  laquelle  se 
coupent  ùes  deux  faces. 


Il  suit  de  là  que  : 

'  Le  plan  polaire  de  tout  sommet 
dé  B,  par  rapport  au  tétraèdre  A 
considéré  comme  surface  du  qua- 
trième ordre,  coïncide  avec  la  face 
de  B  opposée  à  ce  sommet. 


Le  point  polaire  de  toute  face  de  B 
par  rapport  à  l'enveloppe  de  la  qua- 
trième classe  formée  par  les  sommets 
de  A  coïncide  avec  le  sommet  de  B 
opposé  à  cette  face. 


Eu  un  mot,  le  tétraèdre  B  est  autopolaire  par  rapport  au 
tétraèdre  x\,  et,  comme  les  deux  tétraèdres  A  et  B  sont  liés  entre 
eux  par  des  relations  réciproques,  on  peut  dire  que  les  deux 
tétraèdres  A  e^  B  sont  autopolaires  entre  eux. 

On  peut  démontrer  de  plus  que,  réciproquement,  pour  qu'un 
tétraèdre  soit  autopolaire  par  rapport  à  un  autre,  il  faut  que  ces 
deux  tétraèdres  s'appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

13.  Le  tétraèdre  B  se  transforme  en  lui-même  dans  c/iacunr 


lies  trois  Iioinologics  involutives  gauches  {'),  ny  mit  pour  axes  les 
ilivers  couples  d'aréles  opposées  ile  A.  Deux  sotiimels  du  B  soûl 
liomologmjs  suivaut  uoe  tli;  ces  homologies  s'ils  soûl  séparés  liar- 
moniqutoienl  par  les  axes  d'Iiomolugie,  et,  par  eoiiséqueul,  s'ils 
ilélermineiil  une  ari^le  de  13  appiiyuc  sui'  ces  axes  ;  de  mènie,  deux 
l'aees  de  B  sont  liomologues  si  elles  sont  séparées  liaruioui(|uemeiit 
par  les  deux  axes  d'iiomolugic,  cl,  par  coiisétjueut,  si  elles  se  cou- 
pent suivRiit  une  arête  de  U  appuyée  sur  ecs  axes. 

Ou  déduit  de  là  que  tout  couple  d'arêtes  opposées  de  B  est  j(;'- 
parê  harinonitjuement  par  chacun  des  couples  d'aréles  de  K  t/u'il 
ne  rencontre  /«*;  c'cst-.i-dire  que  sur  louto  droite  appuyée  sur  le 
premier  couple  et  l'un  de  ces  deruiers  sont  déterminés  deux  roupies 
de  points  séparés  liarmonîqucment  entre  eux. 

14.  Lorsque  deux  couples  d'arêtes  d'un  tétraèdre  s'appuîeut  res- 
pectivement sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre,  les  droites  de 
ces  quatre  couples  sont  situées  sur  une  même  surface  du  second 
itrdre  dont  cliaque  système  Je  génératrices  renferme  un  couple 
d'arêtes  de  eliacun  des  deux  tétraèdres. 

Supposons  maintenant,  déplus,  que  les  couples  d'arêtes  de  ce.*! 
tétraèdres  appartenant  à  un  même  système  de  génératrices  soient 
séparés  entre  eux  harmoniquemeut,  et  examinons  la  disposition 
mutuelle  des  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres. 

On  sait  que,  si  deux  droites  s'appuient  sur  deux  arêtes  opposées 
d'un  tétraèdre  et  sont  en  outre  séparées  harmoniquemeut  par  deux 
autres  arêtes  opposées  du  même  tétraèdre,  elles  sont  séparées  aussi 
liarmoniquemcnt  par  le  troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  (^  |. 
On  peut  démontHT  de  plus  facilement  que,  si  deux  droites  sont 
séparées    harmoniquement    par     deux    couples     d'arêtes     d'un 


iiici|;r*phic  entra  iliiux  rspacM  ilan<  Uquelle  les  divo»  (laintt  dp  deiii  droilci  llii' 
(•un  J'hamologie)  non  conlcnu»  dani  iln  m^mo  plan  carrr«[>oadent  à  eui-m^mcs 
a  Eauïc  lin  l'analogie  remarquable  i|u'Dn  dn^oiivre  onXn  trUr  corrctpandan»  et  ['lia 
malugie  àr.  Poacalalr  Slaiiilt  a  Giuminu  lea  proprii'të)  ito  tt*  corrcapondaiicea  dan 
la  GtomMrU  </<r  Loge  (n-  !30,  «le.  J  et  la*  Beltrëgr  lur  Geom.  dtr  In^c  (  g  G  ),  . 
•iouna  le  ncini  i\» gtieltaart-lii'vitttaritektt  S*tltm  I  un  nspiire  dont  le*  êtémpiils  aoii 
n«topi*i  «n  piiirM  par  ('"flit  d'nnn  hnmoli'gie  iiivnbiihr  /taiirte. 
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tétraèdre,  elles  s^ appuient  sur  le  troisième  couple  d'arêtes  du 
fnême  tétraèdre. 

ir  résulte  de  la  d'abord  que  tout  couple  d'arêtes  do  Tun  des 
tétraèdres,  appartenant  à  la  surface  du  second  ordre,  est  séparé 
karmoniquement  par  le  couple  d'arêtes  de  Tautre  qui  n'appartient 
pas  à  cette  surface;  puis  ou  voit  que  les  deux  couples  d'arêtes  de 
ces  tétraèdres  qui  ne  sont  pas  situés  sur  la  surface  du  second  ordre 
s'appuient  l'un  sur  l'autre.  On  peut  donc  conclure  que  : 

Lorsque  deiLX  couples  d'arêtes  d'un  tétraèdre  s'appuient  res^ 
pectivement  sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre  et  que  ceux  de 
ces  quatre  couples  qui  ne  se  rencontrent  pas  sont  séparés  entre  eux 
harmoniquement,  les  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres 
s'appuient  aussi  entre  eux. 

CONSTRLXTIOI^    EFFECTIVE    d'uN    SYSTEME    DESMIQIiE 

DE    TROIS    TÉTRAÈDRES. 

15.  Lorsque  deux  tétraèdres  A  et  B  s'appuient  entre  eux  par 
leurs  arêtes,  tout  couple  d'arêtes  de  A  détermine  avec  le  couple 
d'arêtes  de  6  sur  lequel  il  s'appuie  quatre  points  et  quatre  planA 
formant  les  sommets  et  les  faces  d'un  nouveau  tétraèdre  ayant 
pour  arêtes  les  droites  de  ces  deux  couples.  On  obtient  ainsi  trois 
nouveaux  tétraèdres  a,  J,  c,  dont  chacun  contient  un  nouveau 
couple  d'arêtes-,  ces  trois  nouveaux  couples  doivent  appartenir  à  un 
même  tétraèdre  C  si  les  tétraèdres  A  et  B  sont  situés  en  perpective 
de  quatre  manières  diflférentes  (n"*  4-,  5). 

Considérons  deux  des  tétraèdres  a,  ^,  c;  puisque  deux  couples 
d'arêtes  de  l'un  s'appuient  respectivement  sur  deux  couples  d'a- 
rêtes de  l'autre,  et  qu'en  outre  de  ces  quatre  couples,  apparte- 
nant aussi  aux  tétraèdres  A  et  B,  ceux  qui  ne  se  rencontrent  pas 
sont  séparés  entre  eux  harmoniqudment  (n**  13),  il  s'ensuit  que  les 
couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  n'appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  A  et  B  s'appuient  l'un  sur  l'autre  (n^  14).  Cela  étant  vrai 
pour  deux  quelconques  des  tétraèdres  «,  J,  c,  on  voit  que  ; 

Les  arêtes  de  ces  tétraèdres  a^b^  c  qui  n  appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  K  et  \i  forment,  en  effet,  les  arêtes  d'un  nouv^enu 
tétraèdre  C. 
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Le  tétraèdre  C  s'appuie  manifestement  par  .tes  arêtes  sur  cha- 
cun des  tétraèdres  A  et  II. 

16.  Considérons  maintenant  l'Iiomologio  involutive  ayant  pour 
centre  un  des  sommeU  de  C  el  pour  base  la  face  opposée  à  ce  som- 
met, et  arrèlons-nous  c»  particulier  sur  deux  arotcs  opposées  de  C, 
dotit  l'une  va  passer  par  le  centre  d'Iiomologic,  tandis  que  l'autre 
est  située  sur  la  base  d'iiomologie.  Ces  deux  ari^tcs  de  C  déter- 
minent avec  les  deux  arùlos  de  Â  sur  lesquelles  elles  s'appuient  un 
des  tétraèdres  u,  ^,  c,  qui  se  traiisrormc  en  lui-même.  En  ellet, 
d'abord  les  sommets  de  ce  tétraèdre  situés  dans  la  base  d'immologic 
correspondent  à  eux-mêmes-,  puis  ses  deux  autres  sommets,  situés 
sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'bomologie,  se  permutent  entre 
eux,  parce  qu'ils  sont  séparés  harmoniquement  parles  sommets  de  C 
situés  sur  cette  arête  (n°  12),  c'est-à-dire  par  le  centre  et  la  base 
d'Iiomologic.  De  même,  les  faces  de  ce  tétraèdre  passant  parle  centre 
d'iiomologie  corres^iondent  à  elles-mêmes,  tandisque  ses  deux  autres 
faces,  passant  par  l'arête  située  dans  la  base  d'Iiomologic,  se  per- 
mutent entre  elles.  Les  arêtes  de  ce  tétraèdre  ont  donc  pour  droites 
bomologucs  des  arêtes  du  même  tétraèdre,  et,  par  conséquent,  le 
troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tctraè-dre  appartient  au  tétraèdre  ho- 
mologue (le  A. 

Et  comme  cela  a  lieu  pour  chacun  des  tétraèdres  n,  i,  c,  il  s'en- 
suit que  le  tétraèdre  homologue  de  A  coïncide  avec  B.  Ainsi  se 
trouve  démontré  que  : 

Les  deux  tétraèdres  A  et  ïi  se  transforment  entre  eux  dans 
toute  homologie  involutive  ayant  pour  centre  un  sommet  de  C  et 
pour  hase  la  face  opposée  h  ce  sommet  { '). 

Les  trois  tétraèdres  A ,  B,  C  forment  donc  un  système  desmique. 

Nous  avons  vu  priïcédemmeiit  (n"  4)  que,  pour  que  trois  tétraèdres 
appartiennent  â  un  mêni 

1  puisse  fiirincr  trois  nouveaux  tétraèdres  n,  A,  c 
des  prfiiulcrs  un  roupie  commun  d'an'tes.  Le  Tail 


('  )  Connue,  dune 

de  B  lur  lequel  il  s't 

An  télraëJrei  A  tX 

Bull,  d't  Scifn 


434  PUEMIÈHE  PARTIR. 

tant  que  nous  venons  de  prouver  nous  apprend  maintenant  que  : 

Lorsqu'on  peut  former  as^ec  les  arêtes  de  trois  tétraèdres  A ,  B,  CI 
trois  nouveatur  tétraèdres  a,  b,  c  ayant  avec  chacun  des  premiers 
un  couple  commun  d'arêtes,  les  tétraèdres  A,  B,  (]  appar- 
tiennent à  un  même  faisceau, 

17.  La  possibilité  de  Texistence  d'un  système  desmique  étant 
•ainsi  démontrée,  nous  indiquons  ici  comment,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, on  peut  facilement  construire  un  pareil  système  de  trois 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Etant  donnés  le  tétraèdre  A  et  un  sommet  B©  de  B,  on  déter^ 
mine  les  trois  autres  sommets  de  B  en  prenant  les  points  conjugués 
harmoniques  de  Bo  par  rapport  aux  trois  couples  d' arêtes  opposées 
de  A,  et  Von  construit  les  sommets  du  tétraèdre  C  en  prenant  les 
quatre  points  homologues  de  Bo  dans  les  quatre  homologies  invo- 
lutives  déterminées  par  un  sommet  de  A  et  la  face  opposée  à  ce 
sommet. 

Etant  donnés  le  tétraèdre  A  et  une  face  de  B,  on  peut  con- 
struire d'une  manière  analogue  les  trois  autres  faces  de  B  et 
celles  de  C. 

18.  On  peut  se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  disposition  mu- 
tuelle des  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  desmique  en  sup- 
posant que  trois  sommets  de  l'un  d'eux,  par  exemple  de  A,  coïncident 
avec  trois  points  du  plan  à  l'infini,  lorsque  les  seuls  éléments  de 
ce  tétraèdre  qui   restent   en  distance  finie  forment  autour   d'un 

point  Ao  comme  sommet  un  trièdre  dont  les  faces  et  les  arêtes  A|, 

A 2,  A3  appartiennent  au  tétraèdre  A.  Nous  pouvons  même,  en 
introduisant  des  conditions  métriques  nouvelles,  supposer  que  les 
faces  de  ce  trièdre  soient  deux  à  deux  perpendiculaires  entre  elles. 
Maintenant,  si  nous  admettons  pour  sommet  de  B  un  point  quel- 
conque Bo  de  l'espace,  point  que  nous  pouvons,  sans  restriction  de 
la  généralité,  supposer  comme  également  distant  des  trois  faces  du 
trièdre  A©,  les  trois  autres  sommets  de  ce  tétraèdre  coïncideront 
avec  les  points  B,,   B2,  B3,   symétriques  de  Bo   par  rapport   aux 

arêtes  A| ,  A j.  A.»  de  A.  Le  tétraèdre  C,  d'autre  part,  aura  pour  soin- 
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mets  :  i"  le  point  Cg,  symétrique  d«  Bd  par  rapport  au  point  A<,; 
2*  les  trois  points  C|,  Cj,  C^,  symétriques  de  Bo  par  rapport  aux 
trois  faces  Aj  A,,  AjA,,  A, Ai  de  A. 


Les  huit  sommets  des  tétraèdres  B  et  C  forment  ainsi  les  huit 
sommets  d'un  cube  ayant  pour  axes  les  trois  droites  A,,  Aa,  A,, 
tandis  que  leurs  arêtes  coïncident  avec  les  douze  diagonales  des 
carrés  formés  sur  les  douze  faces  de  ce  cube. 

On  peut  maintenant  se  rendre  aisément  compte  comment  le 
tétraèdre  C  est  l'homologue  de  B  dans  les  quatre  homologies  invo- 
lutives  ayant  pour  centres  les  sommets  de  A  et  pour  bases  les  faces 
respectivement  opposées  à  ces  sommets,  homologies  qui  se  pré- 
sentent ici  sous  la  forme  de  corretpondances  de  symétrie.  Ou  voit 
tout  d'abord  qu''aux  [wiuts  Bo,  B|,  Bj,  Bi  correspondent,  dans  la 
symétrie  ayant  pour  centre  le  point  Ag,  les  points  Co,  C|,  Ci,  d, 
et  que  de  même,  dans  les  symétries  ayant  respectivement  pour 
bases  les  plans 

Â.Ai.     -Ï7ÂT.     A,  A,. 

aux  points  B|>,  B,,  Bj,  B:i  eorres[>ondent  les  point.s 

c,,c„.C3,c,.   c„Cj.c„,c„    C3.(:!,c,.c„. 

On  peut  remarquer  ici  ce  fait  curieux  que  les  quatre  arrange- 
ments OI33,  io39,  33ot,  33IO  des  quatre  sommets  de  C  corres- 
pondant aux  divers  sommets  de  B  sont  identiques  avec  ceux  qui 
représentent  les  quatre  modes  de  relation  homographique  existant 
entre  deux  groupes  de  quatre  points  d'une  droite,  oIVrant  le  mime 
rapport  anharmonique. 

3o. 
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Le  système  des  seize  droites  A  sur  chacune  desquelles  se  trouve 
un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  i''  par 
les  douze  arêtes  du  cube  mentionné^  2?  par  les  quatre  diagonales 
de  ce  cube  passant  par  son  centre. 

Les  centres  des  six  carrés  formés  sur  les  six  faces  de  ce  même  cube 
déterminent  les  sommets  d*un  octaèdre  régulier.  Toute  face  de 
chacun  des  tétraèdres  B  et  C  contient  trois  sommets  de  cet  octaèdre, 
de  manière  que  les  huit  faces  de  ces  tétraèdres  constituent  les  faces 
de  cet  octaèdre,  sans  qu'aucune  de  leurs  arêtes  coïncidât  avec  quel- 
qu'une des  arêtes  de  l'octaèdre. 

Le  système  des  seize  droites  L  par  chacune  desquellesjpasse  une 
face  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  i®  par  les 
douze  arêtes  de  l'octaèdre  considéré-,  2"  par  les  quatre  droites  déter- 
minées sur  le  plan  de  l'infini  par  les  quatre  paires  des  faces  paral- 
lèles du  même  octaèdre. 

PROPRIÉTÉS    DE    DEUX    TÉTRAÈDRES    d'un    SYSTEME    DESMIQUB 

PAR    RAPPORT   AU   TROISIEME. 

19.  Deux  tétraèdres  A,  B  d'un  système  desmique  ont,  par  rap- 
port au  troisième  C,  diverses  propriétés,  dont  on  peut  considérer 
comme  primitives  les  suivantes  : 

Chacun  des  tétraèdres  A,  B  est  son  propre  homologue  dans 
les  trois  homologies  involutiyes  gauches  ayant  pour  axes  deux 
arêtes  opposées  de  C. 

Les  tétraèdres  A  ^^  B  se  transforment  entre  eux  par  les  quatre 
homologies  ins^olutives  ayant  pour  centre  un  sommet  de  C  et  pour 
hase  la  face  opposée  à  ce  sommet. 

Dans  toute  homologie  involutive  gauche,  une  surface  du  second 
ordre  ne  peut  être  transformée  en  elle-même  que  si  elle  passe  par 
les  deux  axes  d'hoinologie  ou  bien  si  chacun  de  ces  axes  forme  la 
polaire  de  l'autre  par  rapport  à  celte  surface.  De  même,  dans  toute 
homologie  involutive  ordinaire,  une  surface  du  second  ordre  ne 
pcîut  être  transformée  en  elle-même  que  si  le  centre  d'homologie 
a  pour  plan  polaire,  par  rapport  h  cette  surface,  la  base  d'homo- 
logie. 

Les  surfaces  donc  du  second  ordre  conjuguées  par  rapport  au 
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tétraèdre  C  sont  les  seules  qui  se  transforment  en  elles-mêmes 
dans  les  sept  homologies  ins^olutives  déterminées  par  deux  élé- 
ments opposés  de  C. 

D*oii  il  s*ensuit  que  :  udussitôt  qu'une  surface  du  second  ordre, 
conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre  C, 


passe  par  un  des  sommets  de  l 'un  des 
tétraèdres  A,  B,  elle  passe  aussi  par 
les  sept  autres  sommets  de  ces  deux 
tétraèdres. 

Les  huit  sommets  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  intersections 
d'un  nombre  doublement  infini  de 
surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
|>ar  rap|>ort  au  tétraèdre  C. 

20.  Parmi  les  surfaces  du  réseau 
pcmctuel  ainsi  constitué  se  trouvent 
quatre  faisceaux  ])onctuels  de  cônes. 
Les  cônes  de  chacun  de  ces  faisceaux 
ont  j)Our  cientre  commun  un  des 
sommets  de  C  et  pour  génératrices 
communes  les  quatre  droites  A  pas- 
simt  par  ce  sommet. 

Parmi  les  surfaces  du  mcme  ré- 
seau, il  y  en  a  six  formées  de  deux 
plans.  Deux  pareils  plans  se  coupent 
suivant  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  faces/ de  l'un  des  té- 
traèdres a^  b^  c  qui  passent  par  cette 
arête. 


touche  une  ilea  faces  de  l 'un  des  té- 
traèdres A,  B,  elle  touche  aussi  les 
sept  autres  faces  de  ces  deux  tétraè- 
dres» 

Les  huit  faces  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  plans  tingents 
communs  à  un  nombre  doublement 
infini  de  surfaces  de  la  seconde  classe 
conjuguées  par  rapport  au  tétraè- 
dre C. 

Parmi  les  enveloppes  <le  la  seconde 
classe  comprises  dans  le  réseau  tan- 
gentiel  ainsi  constitué  se  trouvent 
quatre  faisceaux  tangentiels  de  co- 
niques. Les  coniques  de  chacun  dt; 
ces  faisceaux  sont  situées  sur  une 
face  de  C  et  ont  pour  tangentes  com- 
munes les  quatre  droites  L  situées 
sur  cette  face. 

Parmi  les  enveloppes  du  même 
réseau,  il  y  en  a  six  formées  de  deux 
points.  Deux  pareils  points  sont  si- 
tués sur  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  sommets  e  d'un  des 
tétr.ièdres  a^  b,  c  situés  sur  cette 
arête. 


A  la  rîgufiur,  à  toute  surface  formée  de  deux  plaus^ passant  par 
une  arête  de  C  il  faut  associer  Tenveloppe  de  la  seconde  classe 
formée  par  les  deux  points  e  situés  sur  la  même  droite,  pour  avoir 
ainsi  un  être  géométrique  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe, 
comme  le  sont  ceux  compris  dans  les  deux  réseaux. 

Ces  deux  réseaux  ont  en  commun  une  infinité  d'êtres  géomé- 
triques du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe  formant  trois  fais- 
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ceaux  en  même  teuips  ponctuels  et  tangentiels.  Les  surfaces  de 
chacun  de  ces  faisceaux  ont  quatre  génératrices  communes  formées 
par  deux  couples  homologues  d'arêtes  des  deux  tétraèdres  A  et  B; 
chacun  de  ces  faisceaux  contient  donc  deux  êtres  géométriques  du 
second  ordre  et  de  la  seconde  classe  constitués  par  deux  plansy  et 
deux  points  e  situés  sur  rinterseclion  de  ces  deux  plans. 

Ces  trois  faisceaux  ont  deux  à  deux  une  surface  commune.  Sur 
chacune  de  ces  trois  surfaces  se  trouvent  deux  couples  d*arêtes 
de  A  et  les  couples  d'arêtes  de  B  qui  en  sont  les  homologues  (  n**  H). 

21.  Le  tétraèdre  C  restant  invariable,  si  Ton  fait  mouvoir  un 
des  sommets  de  A  ou  de  B  sur  un  plan  II,  les  sept  autres  sommets 
de  A  et  de  B  décrivent  des  plans  qui  sont  les  homologues  de  II  dans 
les  sept  homologies  involutives  déterminées  par  deux  éléments 
opposés  de  C  et  constituent  par  conséquent  avec  II  les  faces  de  deux 
tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

De  même,  si  Ton  suppose  qu'une  face  de  A  ou  de  B  so  meut  en 
passant  par  un  point  quelconque  Z,  les  sept  autres  faces  de  A  et 
de  B  enveloppent  sept  points  qui  constituent  avec  S  les  sommets  de 
deux  tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

Si  maintenant  un  sommet  de  A  ou  de  B  parcourt  une  droite  T, 
les  sept  autres  sommets  de  A  et  de  B  décrivent  aussi  des  lignes 
droites  qui  sont  les  homologues  de  T  dans  les  sept  homologies 
involutives  déterminées  par  deux  éléments  opposés  de  C  et  coïn- 
cident avec  les  droites  enveloppées  par  sept  faces  de  A  et  de  B 
lorsque  la  huitième  passe  par  la  droite  T. 

Toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  par  rapport  au 
tétraèdre  C  et  tangente  à  T  touche  nécessairement  ces  sept  autres 
droites.  De  plus,  ces  sept  droites  sont  situées  sur  une  même  surface 
du  second  ordre  passant  par  la  droite  T  et  conjuguée  par  rapport 
au  tétraèdre  C. 

Ces  huit  droites  forment  deux  tétrades*,  chacune  des  droites 
de  Tune  de  ces  tétrades  rencontre  les  quatre  droites  de  l'autre 
suivant  les  points  où  elle  perce  les  quatre  faces  de  C*,  elle  déter- 
mine, en  outre,  avec  les  mêmes  droites  quatre  plans  passant  res- 
pectivement par  les  quatre  sommets  de  C. 

Le  rapport  anharmonique  déterminé  par  les  quatre  faces  de  C 
sur  chacune  de  ces  huit  droites  est  le  même. 
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t.'1-s  lii'  loute  surracc  du  sucoiiJ  oi'drc  conjuguét; 

i6(li-c  C  se  distribuent  donc,  par  l'ellei  des  sept 

ivta   dt'tcrminécs   par    deux  éléments  opposés 

hilé  de  groupes  de;  huit  droites  analogues  à  celui 

'  (liacun  de  ces  groupes  se  transforment 

Pït's  ({uaire    liomologies   involutives    ayant   pour 

di-  C  ri  pour  hase  la  face  opposée  n  ce  sont- 

;foriiK'iit  en  outre  eu  elles-mêmes  dans  les  trois 

itives    ayant   pour   axes    deux   arêtes    opposées 

S  groupes,  il  y  en  a  trois  formés  par  quatre  droites 
iiiaïune.  Les  génératrices  de  la  surface  qui  s'ap- 
i  opposées  de  C  forment  les  quatre  droites 
groupe, 
mées  (Je  droites  appartenant  à  un  même  système 
a  surface  du  second  ordre  ont  toutes  un  cova- 
sixièiiie  ordre  (celui-là  que  Clehsch  dénote 
les  trois  couples  de  génératrices  de  ce  système 
;  respectivement  sur  les  trois  couples  d'aràtes  de  C- 
itesde  géiiiTatrices  sont  sépaiés  deux  à  deux  entre 
nement. 


r  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  même 
DUS  savons  qu'il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  construirt: 
arêtes  il  trois  Douvcaux  tétraèdres  a,  by  c  ayant  avec 
tétraèdres  A,  H,C  un  couple  commun  d'arêtes.  11  résulte 
alïoii  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec  les  tétraèdres  n,  b,  c 
^derniers   télrnèdres   appartiennent  aussi  à  un   même 


narcils 


•ystèmes  Jesmiques  accompagnent  tnévitahlement 
;  il»  jieuven  t  dune  être  appelés  systèmes  desmiques  con- 


;  tout  couple  de  droites  G  appartient  ù  uu  tétraèdre  de 
Iw  deux  systctiies  desmiqucs,  on   peut  représenter  bien 
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conveiiableiiieiil  les  neuf  couples  de  droites  G  par  les  symboles 

A^,  A6,  kCf 
B<7,  B^,  Br, 
Crt,     C^,     Ce, 

Deux  de  ces  couples  se  rencontrent  ou  sont  séparés  eiiti*e  eux 
liarmoniquenient  suivant  ({ue  leurs  symboles  ont  une  lettre  com- 
mune ou  non. 

^ous  avons  déjà  employé  (n"*  -4,  20)  les  lettres  e  et^ pour  dési- 
gner les  sommets  et  les  faces  des  tétraèdres  «,  i,  c. 


24-.  Par  tout  |>oint  e  passent  quatre 
droites  L  qui  déterminent  trois  paires 
de  plans  F;  les  plans  de  ces  paires 
appartiennent  resj)ectivement  aux  té- 
traèdres A,  B,  C  (n»2). 

Par  tout  point  E  passent  quatre 
droites  A  qui  déterminent  trois  paires 
de  plans/;  les  plans  de  ces  |Kiires 
sont  formés  respectivement  par  des 
faces  des  tétraèdres  a^  b^  c. 

Par  chacune  des  droites  G  passent 
deux  faces  d'un  tétraèdre  de  chacun 
des  systèmes  desmiques;  ces  deux 
coupl^ss  de  ])lans  sont  séparés  entre 
eux  harmoniquement. 

De  même  que  par  toute  droite  L 
passe  une  face  de  chacun  des  tétraè- 
dres A,  B,  C,  de  même  par  toute 
droite  A  passe  une  face  de  chacun  des 
tétraèdres  a,  h,  c. 


Sur  tout  plan /sont  situées  quatre 
droites  A  qui  déterminent  un  qua- 
drilatère complet,  dont  les  trois  paires 
de  sommets  opposés  sont  formées  res- 
pectivement par  des  sommets  E  des 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Sur  tout  plan  F  sont  situées  quatre 
droites  L  qui  déterminent  un  qua- 
drilatère complet,  dont  les  trois  paires 
de  sommets o|>posés sont  formées  res- 
pectivement par  des  sommets  e  des 
tétraèdres  «,  b^  c. 

Sur  chacune  des  droites  G  sont 
situés  deux  sommets  d'un  tétraèdi*e 
de  chacun  des  systèmes  desmiques; 
ces  deux  j)aires  de  points  sont  sépa- 
rées entre  elles  harmoniquement. 

De  même  que  sur  toute  droite  A 
se  trouve  un  sommet  de  chacun  des 
tétraèdres  A,  B,  C,  de  même  sur  toute 
droite  L  se  trouve  un  sommet  de  cha- 
cun des  tétraèdres  a,  by  c. 


Les  droites  A  jouent  donc,  par  rapport  à  l'un  des  systèmes 
desmiques,  le  même  rôle  que  les  droites  L  par  rapport  à  l'autre. 

De  même  que  les  points  E  opposés  aux  plans  F  passant  par  une 
droite  L  sont  situés  sur  la  droite  correspondante  A  (n°  7  ),  de  même 
les  plans  y  opposés  aux  points  e  situés  sur  une  droite  A  passent 
par  la  droite  corresuondanlc  L. 
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25.  Considérons  deux  tétraèdres  quelconques,  D  et  J,  ayant  un 
couple  commun  d^arétes  Drf.  Toute  face  de  chacun  de  ces  tétraèdres 
passe  par  Tune  de  ces  arêtes  et  coupe  l'autre  suivant  un  sommet 
du  même  tétraèdre  ;  de  même  tout  sommet  de  chacun  de  ces  té- 
traèdres est  situé  sur  Tune  de  ces  arêtes  et  détermine  avec  Tautre 
un  plan  qui  forme  une  face  du  même  tétraèdre.  Ainsi,  ci  tout  som- 
met de  chacun  de  ces  tétraèdres  correspond,  d'une  manière  réci- 
proque, une  face  du  même  tétraèdre. 

Deux  faces  des  deux  tétraèdres  D  et  r/,  passant  respectivement 
par  les  deux  droites  du  couple  Drf,  se  coupent  suivant  une  droite 
coïncidant  avec  celle  qui  joint  les  sommets  correspondant  aux 
faces  considérées.  Les  huit  droites  H  ainsi  obtenues  peuvent  être 
distribuées  en  quatre  paires  5  deux  droites  H  constituent  une 
paire  ou  sont  conjuguées  si  chacune  forme  Tintersection  des 
faces  opposées  aux  sommets  des  tétraèdres  D  et  d  situés  sur 
Tautre. 

Deux  faces  de  D  passant  par  Tune  des  droites  Dd  forment  avec 
les  faces  de  d  passant  par  Tautre  un  tétraèdre  ayant  deux  sommets 
communs  avec  cliacun  des  tétraèdres  D  et  r/,  et  pour  arêtes,  à  côté 
des  droites  D^/,  quatre  droites  H.  Tout  sommet  de  ce  nouveau 
tétraèdre  appartient  h  celui  des  deux  tétraèdres  D,  d  auquel  appar- 
tient aussi  la  face  opposée  à  ce  sommet^  par  conséquent,  aussitôt 
qu'une  droite  H  forme  une  arête  de  ce  nouveau  tétraèdre,  la  droite  H 
qui  en  est  la  conjuguée  forme  l'arête  opposée  du  même  tétraèdre. 
On  obtient  ainsi  deux  tétraèdres  ayant  pour  arêtes  communes  les 
droites  Dd, 

Les  faces  du  tétraèdre  D  coupent  celles  de  d  suivant  seize  droites, 
dont  quatre  coïncident  avec  chacune  des  droites  Dr/  et  les  autres 
avec  les  huit  droites  H.  Ces  mêmes  seize  droites  forment  les  droites 
joignant  les  sommets  de  D  aux  sommets  de  d, 

A  toute  combinaison  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec 
chacun  des  tétraèdres  «,  J,  c  correspondent  ainsi  huit  droites  H. 
On  obtient  ainsi  soixante-douze  droites  H. 

Les  faces  des  tétraèdres  A,  B,  C  coupent  celles  des  tétraèdres  /i, 
A,  c  suivant  1 2. 1 2  =  i44  droites,  dont  quatre  coïncident  avec  cha- 
cune des  droites  G,  tandis  que  les  autres  stmt  formées  par  les 
soixante-douze  droites  H.  Ces  mêmes  cent  quarante-quatre  droites 
joignent  les  sommets  des  A,  B,  C  aux  sommets  des  a,  i,  c. 
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26.  Chacun  des  neuf  couples  de  droites  G  est  rencontré  par 
quatre  autres  appartenant  aux  deux  tétraèdres  qui  contiennent  ce 
couple^  et  il  est  séparé  harmoniqucment  par  les  quatre  couples  res- 
tant (n^S3)}  qui  sont  situés  sur  une  surface  S2  du  second  ordre, 
correspondant  au  couple  considéré. 

On  a  ainsi  neui  surfaces  S^^  dont  quatre  passent  par  tout  couple 
de  droites  G  correspondant  aux  quatre  couples  G  séparés  liarmo- 
niquemunt  par  le  couple  considéré. 

Deux  couples  G  séparés  entre  eux  harmoniquement  sont  aussi 

séparés  harmoniquement  par  un  troisième  couple  de  droites  G.  11  y 

a  six  pareils  groupes  de  trois  couples  G,  représentés  par  des  sytn- 

boles  appartenant  respectivement  aux  divers  rangs  et  colonnes  du 

Tableau  : 

A  a,     B^,     Ce, 

C6,     Ac,     Ba, 

Bf,     Ca,     Ab. 

Sur  les  trois  couples  G  de  chacun  de  ces  groupes  s'appuient 
deux  droites  imaginaires  G',  formant  deux  génératrices  communes 
aux  trois  surfaces  du  second  ordre  correspondant  aux  divers  couples 
de  ce  groupe  et  comprc*nant  par  suite  les  deux  autres  couples  du 
groupe.  On  obtient  ainsi  six  couples  de  droites  G',  qui  peuvent  être 
représentés  par  les  symboles  des  couples  G  qu'ils  rencontrent. 

Sur  chacune  des  surfaces  So,  celle  par  exemple  qui  correspond 
au  couple  A  a,  sont  situés  deux  couples  de  droites  G',  formant  les 
deux  couples  de  génératrices  de  cette  surface  appuyés  sur  le  couple 
Art;  cesdeux  couples  G' sontreprésentés  par  les  symboles  A  a.  Bi.  Ce 
et  Aa.Ci.Bc. 

27.  Les  trois  couples  de  droites  G' 

Aa,Bb.Cc,     Cb  Ac.Ba,     Bc.Ca.Ab 

rencontrent  chacun  des  couples 

Art.C^.Br,      Hb.Ac.Ca,      Cb.Ba.Ab. 

Ces  six  couples  de  droites  G'  appartiennent  donc  à  une  même  sur- 
face (imaginaire)  du  second  ordre  S.». 

JJeux  droites  opposées  G  sont  j>olaires  Tune  de  Tautre  par  r«pf*    ^^H 
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port  à  cette  surface  S^,  parce  qu'il  y  a  deux  couples  de  génératrices 
de  cette  surface  appuyés  sur  ces  deux  droites  et  coïncidant  avec 
deux  couples  de  droites  G'.  Chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C,  a,  i,  c 
est  donc  conjugué  par  rapport  à  la  surface  Sj . 

Par  rapport  à  la  même  surface  S^,  toute  droite  L  a  pour  polaire 
la  droite  A  correspondante  (n"  24)  ;  de  même  deux  droites  H  con- 
juguées sont  polaires  l'une  de  l'autre. 

Dans  la  corrélation  polaire  déterminée  par  la  surface  S^,  chacune 
des  surfaces  Sa  se  transforme  en  elle-même.  Deux  génératrices  de  Sa 
sont  polaires  Tune  de  l'autre  par  rapport  à  S'^  si  elles  sont  séparées 
harmoniquement  par  le  couple  G  auquel  correspond  cette  surface  Ss, 
et  sur  lequel  s'appuient  les  génératrices  communes  à  la  surface  So 
considérée  et  à  Svj. 


28.  Les  points  d'intersection  d'une 
droite  G  avec  la  surface  S',  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  les  cou- 
ples de  sommets  E  et  ^  situés  sur 
celte  droite. 

Les  points  d'intersection  d'une 
droite  A  (ou  L)  avec  la  surface  S', 
forment  la  hessienne  des  trois  som- 
mets E  (  ou  e  )  situés  sur  cette  droite. 

La  section  de  la  surface  S',  par  un 
|)lan  F  (ou y)  coïncide  avec  la  co- 
nique qui  forme  une  partie  consti- 
tuante de  la  hessienne  de  la  courhe 
du  quatrième  ordre  formée  par  les 
quatre  droites  L  (ou  A  j  situées  dans 
ce  plan. 


Les  plans  tangents  menés  à  S,  par 
une  droite  G  sont  séparés  harmoni- 
quement par  les  couples  de  faces  F 
et/"  passant  par  cette  droite. 

Les  plans  tangents  de  la  surface  S'^ 
qui  passent  par  une  droite  L  (ou  A  ) 
forment  la  hessienne  des  trois  faces  F 
(ou/)  pass«int  pur  cette  droite. 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S , 
et  ayant  pour  sommet  un  des  points 
E  (ou  e)  forme  une  partie  consti- 
tuante de  la  hessienne  du  cône  de  la 
quatrième  classe  formé  par  les  quatre 
droites  A  (ou  L)  passant  par  ce 
point. 


FORMATION    ET    PROPRIÉTÉS    d'uN    SYSTEME    REMARQUABLE    DE    QUINZE 

TÉTRAÈDRES. 


29.  Si  nous  représentons  par  i,  2,  3  les  trois  couples  de  droites 
imaginaires  correspondant  aux  rangs  du  Tableau 

A  a,  B^,  Cr, 
C^,  Ac,  Ba» 
Bt\      Crt,      kh. 


•4. 

i5. 

i6, 

'4. 

îS, 

26. 

34, 

35. 

36. 
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et  par  4)  5,  6  ]es  trois  autres  couples^  correspondant  aux  colonnes 
du  même  Tableau,  nous  pourrons  repi*ésenter  les  neuf  couples  de 
droites  réelles  correspondant  respectivement  aux  divers  éléments 
de  ce  Tableau  par  les  symboles 


(0 


Les  couples  représentés  par  deux  de  ces  symboles  sont  séparés  entre 
eux  barmoniquenient  ou  se  rencontrent  suivant  que  leurs  sym- 
boles ont  un  indice  commun  ou  non. 

D'une  manière  analogue,  nous  pouvons  représenter  les  six  couples 
de  droites  imaginaires  non  plus  par  les  symboles 

I,     2,     3,      /\,     5,     6, 

mais  respectivement  par  ces  autres  : 

(2)  23,  3 1,  12,     56,  64,  4^' 

On  remarquera  que  les  couples  représentés  pardeux  de  ces  nouveaux 
symboles  se  rencontrent  si  leurs  symboles  n*ont  pas  d'indice  coni- 
mun,  et  que,  de  plus,  deux  couples  imaginaires  représentés  par  des 
symboles  ayant  un  indice  commun  sont  séparés  entre  eux  harmo- 
niquemenl.  Par  exemple,  les  trois  couples  23,  3i,  12  sont  séparés 
deux  à  deux  entre  eux  liarmoniquement,  parce  qu'ils  forment  trois 
couples  de  génératrices  de  S'j  appuyés  respectivement  sur  les  trois 
couples  d*arètes  d'un  quelconque  des  tétraèdre^A,  B,  C,  «,  A,  c 
(n"22). 

Si  l'on  compare  maintenant  les  symboles  (i)  des  couples  réels  et 
les  symboles  (  2  )  des  couples  imaginaires,  on  s'aperçoit  qu'un  couple 
réel  ne  rencontre  un  autre  imaginaire  que  si  leurs  symboles  n'ont 
pas  d'indice  commun^  on  peut  démontrer  déplus  que  deux  couples 
pareils  sont  séparés  liarmoniquement  aussitôt  que  leurs  symboles 
ont  un  iudice  commun.  Considérons,  par  exemple,  les  couples  24 
et  23  ;  le  couple  réel  24  forme  avec  les  deux  couples  imaginaires  3  i 
et  56,  sur  lesquels  il  s'appuie,  un  tétraèdre  5  or,  comme  le  couple 
23  s'appuie  sur  le  couple  56  et  est  séparé  liarmoniquement  par  le 
couple  3i,  il  s'ensuit  qu'il  est  séparé  aussi  liarmoiiitjuement  par  le 
couple  24  (n**  1^4). 
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On  tire  de  tout  cela  que  : 

Deux  quelconques  des  quinze  couples  de  droites  considérés  sont 
séparés  entre  eux  harmoniquement  ou  se  rencontrent  suivan  t  que 
leurs  symboles  ont  un  indice  commun  ou  non. 

30.  Ces  quinze  couples  de  droites,  que  nous  désignerons  par  la 
seule  lettre  Ç,  Jouissent  des  propriétés  communes  résultant  du 
caractère  symétrique  de  leur  représentation  et  correspondant 
aux  propriétés  combinatoires  des  symboles  de  ces  couples. 

Il  n'est  donc  pas  étonnant  que  les  propriétés  de  ces  quinze 
couples  Ç  ollrcnt  la  plus  grande  analogie  avec  celles  d'un  système 
de  quinze  droites  de  l'espace,  situées  par  trois  dans  quinze  plans 
et  représentées  par  les  quinze  combinaisons  de  six  indices  diilé- 
rcnts,  pris  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  droites  situées  dans 
un  même  plan  aient  des  symboles  formés  de  quatre  indices  diilé- 
rents,  système  étudié  à  fond  par  Cremona  dans  le  remarquable 
Mémoire  déjà  cité  (n^'S,  note). 

En  faisant  une  étude  attentive  de  Tensemble  des  quinze  couples  Ç, 
on  arrive  à  la  détermination  de  six  complexes  linéaires  situés  deux 
à  deux  en  involution,  et  Ton  voit  que  toutes  les  propriétés  de  ces 
couples  peuvent  être  déduites  de  la  considération  de  six  corrélations 
focales  [Nullsysteme)  correspondant  aux  symboles 

I,  2,  3,  4>  5,  6, 

et  qui,  superposées  deux  à  deux,  donnent  lieu  aux  quinze  liomo- 
logies  involutives  gauches  ayant  pour  axes  les  divers  couples  de 
droites  g  (n«  39,  40). 

On  s'engage  ainsi  sur  un  terrain  qui  est  loin  d*ètre  inexploré. 
En  edet,  Félix  Klein,  dans  son  travail  bien  connu,  Zur  llieorie 
der  Linienconiplexe  der  erstcn  und  zweiten  Grades  (  *  ),  a  fait  con- 
naître l'ensemble  important  des  figures  qu'on  découvre  parla  consi- 
dération simultanée  de  six  complexes  linéaires  situés  deux  a  deux 
en  involution,  complexes  qu'il  a  nommés  Jond amen taiu:  à  l'égard 
de  leur  rôle  envers  les  complexes  du  second  ordre. 


(')  Mathematiachr  Annnlen^  t.  Il;  communiqué  en  extrait  aux  Gëttinger  Nachrich" 
trn,   1869. 
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Expliquer  comment  ou  peut,  dans  la  foule  des  propriétés  des 
couples  (j*,  découvrir  Texistence  des  six  complexes  fondamentaux, 
telle  sera  notre  tache  principale  dans  ce  qui  suit^  notre  point  de 
départ  étant  diHérent  de  celui  de  M.  Klein  et  nos  procédés  pure- 
ment géométriques,  nous  espérons  ajouter  quelque  chose  à  la  con- 
naissance plus  complète  des  iigures  déterminées  par  six  com^ 
plexcs  fondamentaux*  Nous  nous  attacherons  particulièrement 
au  système  des  quinze  tétraèdres  dont  les  arêtes  sont  formées  par  des 
droites  (j,  et  qui  ont  la  propriété  de  constituer  par  trois  inngt 
systèmes  desmiques  de  tétraèdres,  propriété  que  Klein  n'a  pas 
remarquée. 

31.  Tout  couple  de  droites  (Jest  rencontré  par  six  autres  couples 
et  séparé  liarmoniqucment  par  les  huit  restant. 

Deux  couples  (j  qui   se  rencontrent  forment  un   quadrilatère 

gauche;  le  nombre  de  ces  quadrilatères  est  — '—  =  4^.  Aux  deux 

couples  d*un  quadrilatère  gauche  correspond  un  troisième  couple, 
qui  forme  avec  les  premiers  les  arêtes  d'un  tétraèdre.  Les  quinze 

couples  de  droites  informent  donc  par  trois  les  arêtes  rfe  ~-  =  i5 

tétraèdres  T.  Six  de  ces  tétraèdres  sont  réels,  les  Â,  B,  C,  a,  i,  c, 
tandis  que  les  neuf  autres  ont  un  seul  couple  d*arètes  réelles. 

Tout  couple  Cj"  appartient  h  trois  tétraèdres  T;  chacun  des  douze 
autres  tétraèdres  a  ua  couple  d*arèlcs  appuyé  sur  le  couple 
considéré. 

Les  trente  droites  (J  se  coupent  par  trois  suivant  les  soixante 
sommets  G  de  ces  tpnnze  tétraèdres  T  et  sont  situées  par  trois  sur 
les  soixante  faces  ^  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Sur  chacune  de  ces 
droites  Q  se  trouvent  six  points  Q,  formant  trois  paires  de  sommets 
appartenant  respectivement  à  trois  tétraèdres  T  et  séparées  deux 
à  deux  entre  elles  hannoniquement.  Par  chacune  de  ces  droites 
passent  aimsi  six  plans  ^f ,  formant  trois  paires  de  faces  apparie- 
nant  respectivement  à  trois  tétraèdres  T  et  séparées  deux  à  deux 
entre  elles  harmoniquement. 

32.  Considérons  trois  couples  Ç  formant  un  tétraèdre  T.  Chacun 
des  douze  autres  couples  Ç  s*appuio  sur  un  couple  d'ariHes  de  ce 
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tétraèdre  et  e$t  divisé  harmoniquement  par  les  deux  autres^  de 
ees  douze  couples,  quatre  rencontrent  chacun  des  couples  d'arêtes 
du  tétraèdre  considéré  et  forment  avec  ce  couple  les  arêtes  de  deux 
tétraèdres  T  ayant  les  droites  de  ce  couple  pour  arêtes  communes. 
Cliacun  des  tétraèdres  T  a  un  couple  d'arêtes  commun  avec  six 
autres  tétraèdres  T;  les  huit  tétraèdres  restant  s'appuient  sur  ce 
tétraèdre  par  leurs   arêtes.   Les  paires  de  tétraèdres  T  appuyés 

entre  eux  par  leurs  arêtes  sont  donc  en  nombre  de  — '—  =  ()o. 

Considérons  deux  tétraèdres  T,  A'  et  I^,  appuyés  entre  eux  pftr 
leurs  arêtes-,  les  couples  homologues  de  ces  tétraèdres  déterminent 
trois  nouveaux  tétraèdres  T,  a\  b\  c\  dont  chacun  contient  un 
couple  Cj  non  appartenant  aux  tétraèdres  A'  et  1^.  Ces  trois  couples 
de  droites  (j^  constituent  les  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre  ï,  Cf, 
formant  avec  les  tétraèdres  A'  et  B'  un  système  desmique,  dont  le 
conjugué  est  formé  par  les  tétraèdres  a',  b\  d . 

Les  quinze  tétraèdres  T  se  groupent  ainsi  par  trois  en  -^  =  io 

systèmes  desmiques ,  formant  dix  paires  de  systèmes  desmiques 
conjugués. 

Tout  tétraèdre  T  appai  tient  à  quatre  systèmes  desmiques,  dont 
chacun  contient  deux  autres  tétraèdres  de  ceux  qui  s'appuient  sur 
le  tétraèdre  considéré.  Les  systèmes  conjugués  à  ces  quatre  systèmes 
desmiques  sont  formés  de  tétraèdres  ayant  avec  le  tétraèdre  consi- 
déré un  couple  commun  d'arêtes. 

Deux  tétraèdres  T  nj  anl  un  couple  commun  d'arêtes  appar- 
tiennent donc  de  deux  manières  différentes  à  deux  systèmes 
desmiques  T  conjugués. 

Les  paires  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
sont  au  nombre  de  quarante-cinq. 

33.  Deux  couples  de  droites  Ç  séparés  entre  eux  harmonique- 
ment forment  une  tétrade  harmonique  de  droites.  Le  nombre  de 

,       1            i5.8       . 
ces  tétrades  est =  oo. 

2 

Comme  deux  couples  Ç  formant  une  tétrade  harmonique  ont  dea 
symboles  (/A,  ki)  contenant  trois  indices  diiférents  i,  y,  A*,  il  s'cn« 
suit  que  les  trois  couples  Ç  dont  les  symboles  contiennent  deu\ 
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des  trois  autres  indices  /,  m,  n  s*appuient  sur  les  droites  de  cette 
tétrade  et  sont  situés  par  conséquent  sur  la  surface  du  second 
ordre  contenant  les  droites  de  la  tétrade. 

Aux  deux  couples  jk  et  ki  d'une  tétrade  harmonique  correspond 
un  troisième  couple  i/\  séparé  harmoniquement  par  chacun  de  ces 
couples,  et  dont  le  symbole  contient  des  indices  appartenant  respec- 
tivement aux  symboles  de  ces  mêmes  couples.  Ce  troisième  couple 
rencontre  tous  les  trois  couples  C^  appuyés  sur  les  premiers;  il  est 
donc  situé  sur  la  surface  du  second  ordre,  déterminée  par  les  droites 
de  la  tétrade  harmonique. 

On  peut  arriver  h  la  môme  surface  du  second  ordre  en  partant 
d'une  quelconque  des  six  tétrades  harmoniques  qu'elle  contient. 

Les  quinze  couples  y  sont  donc  situés  par  six  sur  dix  surfaces 
62  du  second  ordre. 

De  ces  surfaces  une  est  imaginaire  et  coïncide  avec  la  surface  S'^, 
tandis  que  les  neuf  autres  sont  réelles  (  hyperboloïdes  gauches)  et 
coïncident  nécessairement  avec  les  neuf  surfaces  Sa,  que  nous  avons 
déjà  considérées  (n°  27). 

Chacune  de  ces  surfaces  $2  peut  être  désignée  indilTéremment  par 
un  des  symboles 

//X-./w//,     fjA     ou     iniNy 
qui  indiquent  suflisamment  les  couples  Ç  qui  s'y  trouvent. 

Q 

Par  chacun  des  couples  Ç  passent- =  4  surfaces  621  dont  cha- 
cune contient  trois  couples  rencontrant  le  couple  considéré.  Par 

3 . 1 
deux  couples  Cj appuyés  entre  eux,  passent  donc  -~  =  2  surfaces 

$2-  Deux  surfaces  $2  ^^  coupent,  par  conséquent,  toujours  sui^'ant 
deux  couples  de  droites  g*. 

Tout  tétraèdre  T  dont  un  couple  d'arêtes  est  situé  sur  une  sur- 
face ^2    a  aussi  un  autre  couple  d'arôtes  situé  sur  la  même  surface. 

34.  Chacun  des  neuf  couples  Ç  situés  en  dehors  de  la  surface 
ijk.lmn  est  formé  de  droites  dont  Tune  est  la  polaire  de  l'autre 
par  rapport  à  cette  surface  ,  car  ce  couple  appartient  à  un  tétraèdre 
Tdont  les  deux  autres  couples  sont  situés  sur  la  surface  considérée. 

Ces    neuf  couples  Ç  constituent  les   arêtes    de  six  tétraèdres  T 
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~  conjugues  par  rapport  à  la  surface  ijji./mn  et  formant  deux  sys- 
tèmes desuiiques  coiijuguiis.  AÎDsi,  ceux  de  ces  neuf  couples  dont 
les  symboles  appartiinncnt  aux  dners  rangs  du  Tablraii 


déterminent  trois  tétraèdres  d'un  système  dcsmique,  tandis  <]ue  les 
couples  dout  les  symboles  apparlienncnt  aux  diverses  colonnes  du 
ra<^me  Tableau  déterminent  trois  autres  tiitracdres  formant  le  sys- 
tème desmique  conjugué. 

Les  tlix  paires  de  systèmes  desmîques  conjugués  (n"  32}  cor- 
respondent aux  diverses  surfaces  Sj.  Les  deux  systèmes  A,  B,  C 
et  a^ù,  c  correspondent  en  particulier  à  la  surface  S',. 

Chacun  des  tétraèdres  T  est  conjugué  par  rapport  à  quatre  sur- 
faces Si-  Deux  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes  sont 
simultanément  conjugués  par  rapport  à  deux  surfaces  Sj. 

Deux  surfaces  Sa  sont  toujours  conjuguées  par  rapport  à  deux 
tétraèdres  T  ayant  pour  ariHes  communes  les  droites  du  couple  (|' 
appuyé  sur  les  deux  couples  (J  communs  à  ces  deux  surfaces.  Les 
cinq  couples  (j  appartenant  à  ces  deux  tétraèdres  forment  les  seuls 
couples  ff  situés  en  dehors  de  ces  deux  surfaces. 

3S.  A  toute  paire  de  systèmes  deamiques  T  eonjngucs  corres- 
pondent seize  droites  L  et  autant  de  droites  A .  Sur  chacune  de  ces 
droites  se  trouve  un  commet  de  chacun  des  tétraèdres  de  l'un  des 
systèmes,  eu  même  temps  que  passe  par  elle  une  face  de  chacun 
des  tétraèdres  du  système  conjugué.  Ainsi  : 

Les  soixante  points  G  sont  situés  par  trois  sur  trois  cent  vingt 
droites  j^  par  lest/uetles  passent  aussi  par  trois  les  soixante  plans  ^ . 
Les  trois  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  G  situés  sur 
une  de  ces  droites  appartiennent  à  un  même  sjstème  desmique, 
au  système  conjugué  duquel  appartiennent  les  lélrnr-dres  dnni 
les  faces  .f  passent  par  la  même  droite. 

A  toute  paire  de  tétraèdres  T  ayant  un  roupie  commun  d'arêtes 
correspondent  huit  droites  H  (n*  25),  sur  chacune  desquelles  est 

Bull,  du  Scientrs  maïkém.,   i-  Scriv,  t.  III.  (Oclobre  f»-,9.)  3l 
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situé  un  sommet  de  eliacun  des  deux  tétraèdres,  tandis  que  par 
elle  passe  une  face  de  chacun  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Cooune  il 
y  a  quarante- cinq  pareilles  paires  de  tétraèdres  T,  il  s'ensuit  que  : 

Les  soixante  points  G  sont  situés  par  deux  sur  8.45  =  36o 
droites  H^par  lesquelles  passent  aussi  par  deux  les  soixante  plans 
,f .  A  chacune  de  ces  droites  H  correspondent  deux  tétraèdres 
T,  ayant  pour  sommets  les  points  C  situés  sur  cette  droite  et 
pour  Jaces  les  plans  ^  qui  j  passent. 

Les  soixante  points  C  déterminent,  pris  deux  à  deux,  — '—  z=z  lyyo 

(i.5 
droites.    De  ces  droites, -^  =  i5  coïncident   avec  chacune  des 

droites  (L  — ^  =  3   coïncident  avec  chacune  des  droites  JT  ,  et  les 

autres  coïncident  avec  les  droites  H.  Le  nombre  1770  égale  en  eflet 

la  somme 

1 5 .  3o  -+-  3 .  320  -f-  36o. 

Ces  mêmes  dix  sept  cent  soixante-dix  droites  forment  les  inter- 
sections des  soixante  plans  ^^pris  deux  à  deux. 


36*  Par  tout  point  G  passent  : 
1^  trois  faces  du  tétraèdre  T  dont  ce 
point  G  est  un  sommet,  faces  for- 
mant un  trièdre  ayant  pour  arêtes 
les  trois  droites  (J  passant  par  ce 
point  ;  1^  deux  faces  de  chacun  des 
six  tétraèdres  T  ayant  avec  le  té- 
traèdre précédent  un  couple  commun 
d'arêtes.  De  ces  douze  plans,  quatre 
passent  par  chacune  des  arêtes  du 
trièdre  et  coupent  la  face  opposée 
de  ce  trièdre  suivant  quatre  droites 
H  ;  les  douze  droites  H  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  passant  par  le  point  G 
considéré.  Ces  douze  plans  se  coupent 
de  plus  par  trois  suivant  seize  droites 
4^,  les  seules  passant  par  le  même 
point  G. 


Sur  tout  plan  ^  sont  situés  : 
I®  iro's  sommets  du  tétraèdre  T  dont 
ce  plan  ^  forme  une  face,  sommets 
déterminant  un  triangle  ayant  pour 
côtés  les  droites  Cj  situées  dans  ce 
plan  ;  2*^  deux  sommets  de  chacun 
des  six  tétraèdres  ï  ayant  avec  le  té- 
traèdre précédent  un  couple  commun 
d'arêtes.  De  ces  douze  points,  quatre 
sont  situés  sur  chaque  côté  du  triangle 
et  sont  projetés  du  sommet  opposé 
de  ce  triangle  par  quatre  droites  H  ; 
les  douze  droites  II  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  situées  sur  le  plan  ^ 
considéré.  Ces  douze  points  sont  si- 
tués de  plus  par  trois  sur  seize  droites 
^,  les  seules  situées  dans  le  même 
plan  ff . 


Quant  à  la  disposition  des  douze  droites  H  et  des  seize  droites  4^, 
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autour  d'un    point  C  ou  sur  un   plan  ^,  nous  pouvons  remarquer 
ce  qui  suit. 


Les  douze  droites  H  passant  par  un 
point  G  sont  situées  par  trois  sur 
seize  plans  N. 

Les  seize  droites  4^  passant  par 
le  même  point  sont  situées  par  couples 
sur  quarante-huit  plans  Q,  dont 
chacun  contient  aussi  une  droite  H 
passant  par  le  point  considéré. 


Les  douze  droites  H  situées  dans 
un  plan  S  convergent  par  trois  vers 
seize  points  M. 

Les  seize  droites  J^  situées  dans 
le  même  plan  passent  par  couples  par 
quarante-huit  points  P,  par  chacun 
desquels  passe  aussi  une  droite  H 
située  dans  le  plan  considéré. 


Les  soixante  points  C  sont  situés  par  quatre  sur  neuf  cent 
soixante  plans  N  et  par  six  sur  quatre  cent  quatre-vingts  plans  Q. 
Sur  chacun  des  plans  N  sont  situées  une  droite  ^et  trois  droites 
H  5  tandis  que  sur  chacun  des  plans  Q  sont  situées  quatre  droites 
J^  Jorniant  un  quadrilatère  complet,  dont  les  trois  diagonales 
sont  des  droites  H . 


De 


3  même: 


Les  soixante  plans  ^  passent  par  quatre' par  neuf  cent  soixante 
points  M  et  par  six  par  quatre  cent  quatre-vingts  points  P.  Fers 
chacun  des  points  M  conver^gent  une  droite  J^  et  trois  droites  H^ 
tandis  que  z^ers  chacun  des  points  P  com^ergent  quatre  droites  ^ 
et  trois  droites  M  formant,  etc. 

Par  chacune  des  droites  bipassent  trois  plans  N  contenant  res- 
pectivement les  points  G  opposés  aux  plans  §  passant  par  cette 
droite.  Sur  chacune  de  ces  mêmes  droites  ^sont  situés  aussi  trois 
points  M,  formant  les  traces  des  trois  plans  S  opposés  aux  trois 
points  G  situés  sur  celte  droite. 

37.  Tout  couple  de  droites  Ç  détermine  une  liomologie  involu- 
tive  gauche,  suivant  laquelle  deux  points,  ou  deux  droites,  ou 
deux  plans  forment  deux  éléments  homologues  aussitôt  qu'ils  sont 
séparés  harmoniquement  par  les  droites  du  couple  (j*  considéré, 
droites  qui  constituent  les  deux  axes  d'homologie. 

Suivant  chacune  de  ces  homologies,  les  quatorze  autres  couples 
(^  se  transforment  en  eux-mêmes;  d'abord  les  couples  appuyés  sur 
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les  axes  d'iioniologîe,  dont  les  droites  correspondent  à  elles- mêmes, 
puis  les  couples  séparés  harmoniquement  par  les  axes  d'Iiomologie, 
dont  les  droites  se  permutent.  Tout  tétraèdre  T  se  transforme  donc 
par  cette  homologie  en  lui-même;  pareillement,  toute  surface  62 
se  transforme  en  elle-même. 

Ces  quinze  homologies  Ç  constituent  un  groupe  de  transforma^ 
lions,  parce  qu'on  n'obtient  pas  de  nouvelles  homographies  en  mul- 
tipliant ces  transformations  deux  à  deux.  Ainsi,  de  la  superposition 
de  deux  homologies  involutîves  Ç  dont  les  axes  se  rencontrent  ré- 
sulte riiomologie  involuiive  Çdont  les  axes  s'appuient  sur  les  axes 
des  premières  ;  d'autre  part,  la  superposition  de  deux  homologies 
involutives  (/dont  les  axes  sont  séparés  entre  eux  harmoniquement 
donne  lieu  k  Thomologie  Ç  dont  les  axes  sont  séparés  harmonique- 
ment par  les  axes  de  chacune  des  premières  et  sont  de  plus  situés 
sur  une  même  surface  $2  que  ces  axes. 

38.  De  même,  toute  surface  $2  détermine  une  corrélation  po- 
laire suivant  laquelle  chacun  des  quinzes  couples  Cj  se  transforme  en 
lui-même.  En  efTel,  les  couples  (/situés  sur  cette  surface  ont  des 
droites  correspondant  à  elles-mêmes,  tandis  que  les  neuf  autres 
couples  ont  des  droites  dont  chacune  est  la  polaire  de  l'autre  par 
rapport  à  cette  surface.  Dans  chacune  de  ces  corrélations  polaires, 
les  quinze  tétraèdres  T  se  transforment  en  eux-mêmes  ;  de  même, 
les  neuf  autres  surfaces  $2  se  transforment  en  elles-mêmes. 

Comme  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une  des  surfaces 
$2  établit  entre  les  génératrices  d'une  autre  surface  Sj  une  corres- 
pondance involutive  (  *  )  identique  avec  celle  déterminée  par  l'ho- 
mologie  involutive  (J  dont  les  axes  s'appuient  sur  les  génératrices 
communes  de  ces  deux  surfaces,  il  s'ensuit  que  : 

L' homographie  résultant  de  la  superposition  {^)  de  deux  cor- 


(•)  On  trouve  dans  le  §  5  des  Beitràge  zur  Géométrie  der  Loge  de  Staiidt,  para- 
graphe intitulé  Involutorische  Regelschaaren  in  Polar sjrstemen,  les  propriétés  princi- 
pales des  correspondances  établies  par  des  corrélations  polaires  et  focales  (Polarsy- 
Ktemcn)  sur  les  deux  systèmes  de  (jénératrices  d'un  hyperboloîde  gauche  transformé 
en  lui-même. 

(')  L'opération  de  lu  superposition  de  deux  transformations  peut  se  faire  de  deux 
manières  diflerenlcs,  qui  dans  tous  les  cas  que  nous  aurons  ii  considérer  ici  conduisent 
à  des  résultai»  identiques. 
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relations  polaires  déterminées  par  deux  surfaces  S2  est  identique 
avec  l'homologie  inv^olutive  Ç  dont  les  axes  s'appuient  sur  les  gé- 
nératrices communes  aux  deux  surfaces  considérées. 

La  corrélation  résultant  de  la  superposition  de  la  corrélation 
polaire  déterminée  par  une  surface  $2  ^t  d'une  homologie  invo- 
lutive  Ç  dont  les  axes  sont  situés  en  dehors  de  cette  surface  $2 
est  identique  avec  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une 
autre  surface  63,  coupant  la  précédente  suivant  deux  couples  de 
droites  Q  appuyés  sur  les  axes  de  l'homologie  im^olutiveÇ  con- 
sidérée, 

39.  Examinons  maintenant  les  corrélations  qui  résultent  de  la 
combinaison  d'une  corrélation  polaire  déterminée  pal*  une  des  sur- 
faces 6s  et  d'une  homologie  involutive  Cj  dont  les  axes  sont  situés 
sur  cette  surface. 

Considérons  pour  cela  la  corrélation  polaire  ijh.lmn  et  l'homolo- 
gie involutivejf/r^  nous  allons  voir  que  la  corrélation  résultante  delà 
superposition  de  ces  deux  correspondances  est  focale.  En  effet,  si 
2)  et  £' sont  deux  points  homologues  dans  l'homologie  considérée, 
le  plan  polaire  II  de  S'  par  rapport  à  la  surface  ijk.lmn^  qui  sera 
le  correspondant  du  point  £  dans  la  nouvelle  corrélation,  passe  tou- 
jours par  le  point  S. 

Cette  nouvelle  corrélation  laisse  invariable  la  correspondance 
établie  entre  les  génératrices  de  ijk.lmn  par  l'homologie  involu- 
tive y/r.  Une  droite  correspond  à  elle-même,  suivant  cette  corré- 
lation focale,  c'est-à-dire  elle  appartient  au  complexe  linéaire  dé- 
terminé par  cette  corrélation,  aussitôt  que  sa  droite  homologue  dans 
l'homologie  involutive yA*  coïncide  avec  sa  polaire  par  rapport  à  la 
surface  ijk.lmn.  Ainsi,  les  droites  des  couples  dont  les  symboles 

jk\  jl^  jm^  yVi,  /•/,  //!/,   //<,  ////,  //J,  mn 

présentent  les  dix  combinaisons  des  indices  y,  A,  /,  m,  /ipris  deux 
h  deux  appartiennent  à  ce  complexe.  Au  contraire,  les  droites  des 
autres  couples  dont  les  symboles 

conlieunenl  Tindice  /  se  permutent  entre  elles. 
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Il  est  manifeste  que  l'on  arrive  n  la  même  corrélation  en  combi- 
nant respectivement  les  diverses  corrélations  polaires 

/y/-,   ///,  ///w,   //*/?,  iki,   ikm^  iÂn,   Hm^   ilu^  imn 

avec  les  homologies 

y/-,   y/,    //w,   y'/î,    A/,    /7/1,    /71,    //7f,    //î,    /////. 

On  voit  ainsi  que  : 

En  combinant  successivement  la  corrélation  polaire  déterminée 
par  une  quelconque  des  surfaces  S^  avec  les  six  homologies  im^o- 
lutives  gauches  ayant  pour  axes  les  couples  Ç  situés  sur  cette  sur- 
face, on  arrive  à  un  système  unique  de  six  corrélations  focales  ^ 
qui  peui^ent  être  représentées  par  les  symboles 

I,  !i,  3,  4,  5,  6. 

Dans  chacune  de  ces  six  corrélations,  les  quinze  couples  Ç  se 
transforment  en  eux-mêmes,  de  manière  que  les  droites  des  dix 
couples  Ç  dont  les  symboles  ne  contiennent  pas  l'indice  représen- 
tatif de  la  corrélation  correspondent  à  elles-mêmes,  tandis  que 
les  droites  de  chacun  des  cinq  autres  couples  se  permutent  entre 
elles. 

40.  De  la  combinaison  de  deux  quelconques  de  ces  corrélations 

focales    résulte  une   homographie  coïncidant  avec  l'homologie 

involutive  gauche  dont  les  axes  forment  le  couple  Ç  représenté  par 

un  symbole  contenant  les  deux  indices   représentatifs  des  deux 

corrélations. 

Les  six  complexes  déterminés  par  ces  six  corrélations  focales 
sont  donc  situés  en  involulion  deux  h  deux  et  forment,  pris 
ensemble,  un  système  de  complexes  fondamentaux,  suivant  l'ex- 
pression de  M.  Klein  (n*'  30). 

Le  système  de  six  complexes  fondamentaux  est  susceptible  d'un 
nombre  00* '^  de  déterminations^  toutefois  on  ne  peut  considérer  le 
système  des  six  complexes  /'ee/5  auquel  nous  venons  d'arriver  que 
comme  un  cas  du  système  de  complexes  de  M.  Klein,  lequel  peut 
renfermer  aussi  deux,  quatre  et  même  six  complexes  imaginaires. 
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Mais  il  est  évident  que  la  particularité  de  notre  système,  provenant 
de  ce  que  nous  avons  supposé  les  tétraèdres  primitifs  A,  B,  C  comme 
réels,  est  purement  occasionnelle  et  qu'elle  disparait  complètement 
aussitôt  qu'on  laisse  les  éléments  déterminatifs  de  ces  tétraèdres 
être  quelconques. 

41.  De  même  que  toute  liomologîc  învolutîve  ï/ provient  de  la 
superposition  des  deux  corrélations  focales  i  et  y,  de  même  toute 
corrélation  polaire  ijk  ou  Imn  résulte  de  la  superposition  dans  un 
ordre  quelconque  des  trois  corrélations  focales  i,  j\  k  ou  de  ces 
autres  /,  m,  /i. 

Si  Ton  désigne  maintenant  par 

•      «      •  • 

la  correspondance  résultant  de  la  superposition  des  corrélations 
focales  (composantes) 

'i>  'îï  '31   •  •  •>  '/i> 

prises  parmi  les  six  corrélations  i,  2,  3,  4?  ^>  6,  et  par  o  Tliomo- 
graphie  identique,  c'est-à-dire  celle  dans  laquelle  tout  élément  de 
Fespace  correspond  à  lui-même,  on  pourra  résumer  toutes  les  pro- 
priétés des  six  corrélations  focales  relatives  aux  correspondances 
qui  en  sont  composées  dans  les  relations  suivantes  : 

1 23456  ^  ijklmn  ^  o. 

En  effet,  de  ces  relations  et  de  Tidentité  oi^i  on  peut  tirer 
<rabord  la  relation 

rjAlm  ==  //, 

qui  exprime  la  propriété  delà  superposition  d'une  corrélation  po- 
laire i/'Â'  et  d'une  homdiogie  involutive  Im  (n°  39).  On  obtient  de 
même  les  relations 

ijAl^m/i    fit     fjjA^ik, 

qui  expriment  les  propriétés  de  la  superposition  de  deux  komologies 
(j  [i\°  37).  On  en  obtient  eniîn  de  nouveau  ijk  ^ Imn. 
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En  général,  si  l'on  considère  la  correspondance  involutive 

... 

'l't'J    •  •  •    'a> 

qui,  comme  on  voit,  est  homographique  ou  corrélative  suivant  que 
h  est  pair  ou  impair,  on  peut  démontrer  qu'elle  peut  être  obtenue 
en  superposant  ses  corrélations  composantes  dans  un  ordre  quel- 
conque. En  utilisant  dès  lors  les  relations 

fV  =  o,     o/^/,     iti3456^o, 

on  pourra  réduire  le  nombre  de  ses  corrélations  composantes  à  être 
moindre  que  quatre. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  : 

Les  six  corrélations  focales  i,  a,  3,  4»  5,  6^  les  quinze  homolo^ 
gies  involutivfes  Qet  les  dix  corrélations  polaires  f^^  forment  avec 
l'homographie  identique  un  sj  sterne  fermé  ou  groupe. 
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IJAGRE  (J.-B.-J.)  et  PENY  (C).  —  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des 
ERREURS,  avec  des  applications  aux  sciences  d'observation  en  général  et  à  la 
Géodésie  en  particulier.  —  Bruxelles,  Muquardt;  Paris,  Gautliier-Villars, 
1879.  In-S",  xx-582  pages. 

La  première  édition  du  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des 
erreurs  de  M.  Liagre  date  d'environ  vingt-sept  ans  et  est,  depuis  plu- 
sieurs années,  devenue  introuvable.  Le  succès  de  ce  Volume,  qui . 
s'adressait  à  tous  les  astronomes  et  physiciens  qui,  sans  être  à  même 
de  faire  une  étude  approfondie  des  grands  Traités  de  Jacques  Ber- 
iioulli,  d'Euler,  deCondorcet,  deLaplace,de  Gauss,deLegendre,  de 
Cournot,  etc.,  avaient  cependant  besoin,  pour  leurs  déterminations 
d'orbites  ou  pour  la  discussion  de  leurs  expériences,  d'être  initiés  au 
mécanisme  du  calcul  des  erreurs  et  des  résultats  les  plus  probables 
(Vune  série  d'observations,  était  d'ailleurs  des  mieux  justifiés. 
M.  le  lieutenant  général  Liagre,  s'inspirant  des  travaux  de  ses  de- 
vanciers, avait  en  efl'et  exposé  d'une  manière  didactique  et  avec  une 
rare  clarté  les  principes  généraux  qui  régissent  cette  branche  im- 
portante des  Mathématiques  appliquées,  et,  par  des  exemples  soi- 
gneusement choisis  dans  l'Astronomie,  la  Géodésie,  l'Art  militaire 
ou  la  Physique,  il  avait  su  élucider  d'une  manière  complète  ce  que 
la  théorie  présente  souvent  d'abstrait.  Tous  ceux,  et  ils  sont  sans 
aucun  doute  nombreux,  qui  ont  eu  dans  les  mains  et  qui  ont  étudié 
le  Volume  que  j'analyse  ici  rendront  ce  témoignage  qu'il  était  un 
modèle  de  clarté  et  d'exposition  classique. 

La  nouvelle  édition  du  Calcul  des  probabilités  que  publie  au- 
jourd'hui M.  Liagre  a  été  revue  et  augmentée,  par  les  soins  de 
son  auteur  et  de  M.  le  capitaine  d'état-major  Peny,  dans  des  pro- 
portions qui  en  font  presque  un  Ouvrage  nouveau.  On  y  retrou- 
vera d'ailleurs  le  même  plan,  la  même  division,  les  mêmes  qualités 
d'exposition  que  dans  le  Volume  de  i852. 

La  première  Section  traite  des  probabilités  théoriques  ou  a 
priori  ;  on  y  part  des  causes,  supposées  connues,  et  on  les  combine 
pour  arriver  cl  la  probabilité  des  événements.  Après  une  exposition 
de  ce   que  l'on  doit  entendre  par  ]a  probabilité  d'un  événement, 

BiiU.  des  Sciences  mathém.^  j'  Sôrîp,  t.  III.  (Novembre  iS-jg.)  3?. 
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Tauteur  (ail  (*oiinailr('  (Vuiie  inanîère  snccinclc  les  priucipcfs  les  plus 
généraux  de  la  lliéorîc  des  roinbiiiaisons.  Vient  ensuite  uu  Cliapitre 
consacré  à  la  probabilité  absolue,  relative,  simple  ou  composée.  Le 
Chapitre  111  a  pour  but  l'exposition  des  lois  de  la  probabilité  ma- 
tliématicpu^  dans  la  répétition  des  mêmes  épreuves.  Eniin  cette  pre- 
mière Section  se  tcrnn'ne  par  Texposé  des  règles  du  calcul  de  Ves- 
pcrance  mathrmatique  et  de  leurs  applications  à  la  règle  des 
parties. 

Les  quatre  Chapitres  dont  nous  venons  d'indiquer  brièvement  le 
contenu  sont  consacrés  au  calcul  de  la  probabilité  des  événements 
lorsqu'on  connaît  les  causes  qui  les  produisent  et  aux  applications 
de  ce  calcul  à  quelques  problèmes  particulièrement  intéressants. 
Les  trois  Chapitres  qui  suivent  ont  pour  but  la  solution  du  pro- 
blème inverse  ',  ils  traitent  de  la  détermination  de  la  probabilité  des 
causes  par  la  considération  des  événements  eux-mêmes.  En  effet, 
dans  les  applications  les  plus  nombreuses  et  pratiquement  les  plus 
importantes  du  Calcul  des  probabilités,  les  rapports  des  cliances, 
(|ui  servent  de  mesure  à  l'action  des  causes  dont  dépend  la  produc- 
tion des  événements,  ne  sont  pas  connus  a  priori.  On  ne  pourrait 
donc  former  aucune  prévision  sur  le  résultat  d'épreuves  ultérieures 
si  l'on  ne  savait  déduire  des  expériences  dc?jà  faites  des  évaluations 
plausibles  sur  ces  rapports,  c'cst-à-dirc  sur  la  probabilité  de  Tac- 
lion  des  causes.  Les  procédés  qui  ont  pour  but  de  déterminer  la 
prob.ibilité  des  événements  à  venir  d'après  les  résultats  des  épreuves 
antérieures  constituent  le  Calcul  des  probahilitcs  a  posteriori,  qui 
fait  l'objet  de  la  deuxième  Section  de  notre  Volume. 

Les  questions  de  cet  ordre  peuvent  elles-mêmes  être  envisagées 
à  deux  points  de  vue  distincts  : 

1°  La  production  d'un  événement  A  peut  être  due  à  un  nombn* 
limité  de  causes,  et  alors,  suivant  la  règle  de  Bayes,  «  les  probabi- 
lités des  causes  (oU  des  bypollièses)  sont  proportionnell(»s  aux  pro- 
babilités que  ces  causes  donnent  pour  les  événements  observés.  La 
probabilité  d'une  de  ces  causes  ou  bypollièses  est  une  fraction  qui 
a  pour  numérateur  la  probabilité  de  l'événement  par  suite  de  cette 
cause  et  pour  dénominateur  la  somme  des  probabilités  semblables, 
relatives  à  toutes  les  causes  ou  hypotlièses.  »  M.  Liagre,  après  avoir 
montré  par  de  nombreux  exemples  le  sens  exact  d(^  ce  principe,  en 
démontre  rigoureusement  la  généralité. 
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7?  La  production  d'un  événement  A  doit,  comme  dans  le  cas  d'un 
pliénomùue  naturel,  être  considérée  comme  due  à  un  nombre  inGn! 
de  chances  ou  d'hypothèses.  Ce  second  cas  est  traité  par  M.  Liagrc 
avec  non  moins  d'autorité  que  le  premier,  mais  les  conclusions  aux- 
quelles il  arrive  ne  sont  pas  de  nature  «î  être  résumées  en  quelques 
lignes. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  règles  propres  à  démontrer  l'exis- 
tence d'une  combinaison  de  causes  favorables  à  la  production  d'un 
événement  déterminé,  et  il  examine,  à  ce  propos,  quelques  résul- 
tats de  la  Statistique. 

Parmi  les  causes  il  faut  d'ailleurs  distinguer  :  les  causes  con- 
stantes, qui  ont  pour  elles  un  certain  nombre  déterminé  Aq  chances, 
une  probabilité  fixe-,  les  causes  variables,  qui  ont  pour  elles  un 
nombre  variable  de  chances,  et  par  suite  une  probabilité  qui  peut 
osciller  dans  des  limites  plus  ou  moins  larges*,  enfin  les  causes  ac- 
cidentelles, qui  n'ont  pas,  à  proprement  parler,  de  chances  en  leur 
faveur,  mais  qui  inlluent  sur  l'ordre  de  succession  des  événe- 
ments. 

L'existence  de  ces  diverses  espèces  de  causes  amène  d'ailleurs 
M.  Liagre  à  définir  la  signification  exacte  des  termes  moyenne  arith- 
métique, valeur  médiane  ou  valeur  probable,  dont  le  sens  diffé- 
rent est  mis  en  lumière  par  l'étude  d'une  question  spéciale,  les  va- 
riations diurnes  et  annuelles  de  la  température  et  du  baromètre. 

Enfin  cette  deuxième  Section  du  Calcul  des  probabilités  se  ter- 
mine par  une  étude  sur  les  Tables  de  mortalité  et  leurs  consé- 
quences au  point  de  vue  des  problèmes-  des  rentes  viagères,  des 
tontines,  des  caisses  de  prévoyance  et  de  secours. 

La  troisième  Section  présente  les  applications  du  Calcul  des  pro- 
babilités aux  observations  et  aux  expériences-,  elle  indique  la  ma- 
nière la  plus  avantageuse  de  combiner  les  équations  de  condition 
et  de  répartir  les  erreurs  fortuites;  elle  apprend  à  trouver  les  résul- 
tats moyens  les  plus  probables  et  à  en  estimer  la  précision.  Le  guide 
de  M.  Liagre,  dans  toute  la  partie  théorique  de  cette  Section,  est 
Gauss  ;  mais  les  démonstrations  de  l'illustre  auteur  du  Theoria 
motus  sont  présentées  avec  plus  de  netteté,  et  la  part  des  hypo- 
thèses, légitimes  d'ailleurs,  qu'il  est  inévitable  de  faire,  sur  le  mode 
de  répartition  des  erreurs  accidentelles  des  diverses  grandeurs  mise 
plus  eu  évidence.  La  notion  d'une  erreur  probable  et  d'une  erreur 

3?.. 
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moyenne,  liée  à  la  première,  apparaît  ainsi  comme  nécessaire,  et 
les  notions  de  poids  et  de  précision  se  trouvent  naturellement  in- 
troduites. L'application  de  ces  principes  à  la  détermination  d'un 
angle,  à  la  mesure  de  la  densité  de  la  Terfe  et  à  la  recherche 
de  la  composition  de  l'eau  termine  ce  Chapitre  et  la  troisième 
Partie. 

La  quatrième  Section  commence  par  un  Chapitre  relatif  au  calcul 
de  Terreur  moyenne  et  de  la  précision  d*une  fonction  linéaire  de 
plusieurs  quantités  directement  mesurées  :  c'est  le  cas  qui  se  pré- 
sente quand  on  détermine  un  angle  par  la  somme  de  deux  autres, 
une  base  topographique  à  l'aide  de  règles  géodésiques,  etc. 

Mais  le  cas  qui  se  présente  le  plus  souvent  dans  la  pratique  est 
celui  où  l'on  doit  déterminer  des  inconnues  à  l'aide  d'équations  li- 
néaires dont  le  nombre  est  supérieur  à  celui  des  inconnues  elles- 
mêmes  :  c'est  pour  ce  cas  que  Legendre  et  Gauss  ont  proposé  la 
méthode  des  moindres  carrés.  M.  Liagre  légitime  d'abord  celte  mé- 
thode, puis  il  en  expose  les  calculs  en  suivant  pas  à  pas  le  Mémoire 
que  Gauss  lui  a  spécialement  consacré.  Une  fois  en  possession  de 
cet  ensemble  de  règles,  les  applications  se  présentent  nombreuses  et 
variées*,  mais  c'est  sur  les  questions  géodésiques  que  M.  Liagre  s'é- 
tend particulièrement. 

Il  traite  d* abord  du  calcul  de  l'erreur  moyenne  d'une  base  géodé- 
sique,  puis  de  la  mesure  des  angles  géodésiques  et  de  la  compen- 
sation des  triangles,  de  la  détermination  des  directions  les  plus  pro- 
bables fournies  par  les  observations  faites  h  une  station  géodésiquc 
et  de  la  compensation  de  l'ensemble  d'un  réseau  trigonométrique. 
Enfin  le  Volume  se  termine  par  une  théorie  du  nivellement  trigo- 
nométrique et  de  sa  compensation  par  la  méthode  de  Gauss. 

Tel  est  le  résumé  des  principales  questions  étudiées  parMM.  Liagre 
et  Peny  dans  leur  Traité  du  Calcul  des  probabilités  et  de  la  théorie 
des  erreurs-,  quelque  incomplet  qu'il  soit,  j'espère  qu'il  sera  de  na- 
ture à  montrer  aux  lecteurs  du  Bulletin  l'intérêt  qui  s'attache  à  cet 
Ouvrage.  G.  R. 
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EPMAKOB'b  (B.-Il.).  —  Teopin  b-êpohthocteh.  .leKi^iu  mixaHHbifl 
BT)  HMnepaTopcKOM'b  yHMBCPCiiTeT'fe  Cb.  B^aAHAfipa  npo(J)ecco- 
poMT>  B.~n,  EpMaKOBhlM^,  KicBi),  1879  (*  ).  —  Gr.  in-8**,  140  p. 

L'auteur  expose  d'abord,  dans  sa  Préface,  le  but  qu'îl  a  pour- 
suivi en  publiant  ses  Leçons.  Les  Traités  que  Ton  possède  sur  le 
Calcul  des  probabilités  passent  trop  rapidement  sur  les  principes 
fondamentaux  de  cette  science  et  réservent  les  développements 
pour  les  applications  diverses  aux  assurances,  aux  témoignages 
judiciaires,  aux  Tables  de  mortalité,  etc.  M.  Ermakof  a  consacré 
son  Ouvrage  entièrement  à  la  théorie.  De  plus,  il  a  comblé  une 
lacune  qui  se  rencontre  chez  les  autres  auteurs,  en  ajoutant  à  la 
fin  du  Volume  un  Recueil  d'exercices  variés  sur  le  Calcul  des  proba- 
bilités, avec  Tindication  des  résultats. 

Parmi  les  parties  nouvelles  qu'il  a  introduites  dans  sa  rédaction, 
il  signale  une  démonstration,  due  à  M.  Tchebychef,  d'un  théorème 
très  général  contenant,  cpmme  cas  particulier,  le  théorème  de 
BernouUi  (2). 

La  théorie  des  combinaisons,  telle  qu'elle  est  exposée  dans  les 
Traités  d'Algèbre  ordinaires,  ne  suffit  pas  pour  la  solution  des 
problèmes  de  probabilités,  dans  lesquels  on  doit  chercher,  parmi 
toutes  les  combinaisons  des  événements,  le  nombre  de  celles  qui 
satisfont  à  des  conditions  données.  Les  anciens  auteurs  ont  résolu 
ces  difficultés  par  des  méthodes  particulières,  en  s'aidant  le  plus 
souvent  de  l'induction.  Laplace  a  traité  les  mêmes  problèmes  par 
le  calcul  des  diilerences  Unies ^  mais  l'emploi  de  cette  méthode  est 
parfois  sujet  à  de  grandes  difficultés,  soit  pour  la  position  de  l'équa- 
tion aux  diilerences,  soit  pour  son  intégration.  Une  Note  de 
M.  Camille  Jordan,  publiée  dans  le  Tome  LXV  des  Comptes  rendus 
(les  séances  de  V académie  des  Sciences,  p.  pgS,  a  fourni  à 
M.  Ermakof  une  solution  facile  et  générale  de  cette  classe  de 
questions. 


(')  Ehmarof  (V.-P.),  Théorie  des  probabilités.  Leçons  professées  à  rtJniversité  im- 
périale (le  Saint- Vladimir.  Kief. 

(')  MameMainnzecKili  C(>opHllhlt^   t.  Il,  Sur  1rs  valeurs  mojennes. 
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Le  Traité  de  M.  Ermakof  se  divise  en  cinq  Chapitres,  dont  le 
premier  est  consacré  à  Texposé  de  la  théorie  des  combinaisons 
(p.  1-20). 

Le  Chapitre  II  (p.  21-54)  traite  des  méthodes  générales  pour 
la  détermination  des  probabilités  des  événements  tant  simples  que 
composés  :  probabilités  des  événements  simples*,  probabilités  des 
événements  composés  consistant  dans  la  production  simultanée  de 
plusieurs  événements  simples^  probabilités  des  événements  dans  le 
cas  où  les  circonstances  favorables  à  leur  arrivée  ne  sont  pas  égale- 
ment probables;  probabilité  de  l'arrivée  de  Tun  de  ces  événements. 

Le  Chapitre  111  (p.  So-jS)  a  pour  objet  les  probabilités  des  divers 
événements  dans  les  épreuves  répétées  :  théorème  de  Jacques 
Bernoulli  ;  espérance  mathématique. 

Les  matières  traitées  dans  le  Chapitre  IV  (p.  79-98)  sont  les  sui- 
vantes :  probabilités  des  événements  dont  la  production  dépend  de 
causes  diverses^  espérance  mathématique  dans  le  cas  de  plusieurs 
causes  agissantes;  probabilités  d'un  événement  futur,  déduites  des 
observations;  probabilités  des  causes,  déduites  des  observations. 

Le  Chapitre  V  (p.  99-116)  est  consacré  à  la  recherche  de  la 
probabilité  que,  parmi  une  suite  d'événements  désignés  d'avance, 
arrivent  certains  événements.  L'auteur  applique  à  la  résolution  de 
cette  classe  de  problèmes  la  méthode  de  M.  C.  Jordan. 

Le  Recueil  d'exercices  qui  termine  le  Volume  comprend  soixante 
et  un  énoncés  de  questions  variées,  dont  les  résultats  sont  donnés, 
quelques-uns  avec  des  indications  sur  la  marche  à  suivre. 


rPOMEKA.  —  0»icpKT)  Tcopîii  Kaiiii.uHpHbixi)  flB.*eHiri.  Teopiii 
noBcpxHOCTHaro  ci^-fenacHin  ïkiiakoctii.  Mockeb,  1879.  —  Grand 
in-8",  68  pages  ('). 

L'auteur  remarque  avant  tout  que  la  théorie  .des  phénomènes 
capillaires  suit  deux  directions  :  une  indiquée  par  Laplace,  l'autre 
par  le  mathématicien  anglais  Th.  Young. 


(')  GROMtKA,  Exposé  f/i'  la  tliéortc  des  f/icnoruhtcs  capillaires  ;  théorie  de  la  cohé- 
sion superficielle  des  li(/nide<.  Moscou,  18-9. 
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jNcwtou  encore,  daus  son  Optique,  a  décrit  l'ascension  de  l'eau 
dans  un  tube  capillaire  et  expliqué  la  loi,  trouvée  expérimentale- 
ment par  Jurine,  que  cette  ascension  est  inversement  proportion- 
nelle au  diamètre  du  tube  \  mais  il  n'a  pas  donné  à  son  explication 
de  développement  suffisant. 

Daniel  Bernoulli  et  Clairaut  ont  fait  les  premiers  essais  d'une 
théorie  mathématique  des  phénomènes  capillaires. 

Daniel  Bernoulli  (*)  n'est  pas  parvenu  à  déterminer  la  loi  de  ces 
phénomènes.  Clairaut  (2),  en  s'appuyant  sur  les  lois  générales  de 
l'Hydrostatique,  expliqua  l'ascension  et  l'abaissement  dans  les 
tubes  étroits  et  indiqua  la  dépendance  de  ces  phénomènes  et  de  la 
forme  du  ménisque.  En  supposant  que  les  parois  du  tube  agissent 
sur  toute  la  masse  liquide  intérieure  et  que  l'ascension  et  l'abais- 
sement dépendent  de  l'action  de  l'extrémité  inférieure  du  tube,  im- 
mergée dans  le  liquide,  il  n'est  pas  parvenu  à  établir  analytique- 
ment  la  loi  de  Jurine. 

Le  premier  essai,  mieux  réussi,  de  la  théorie  en  question  est  dû 
à  Segner  (').  11  admet  que  l'attraction  mutuelle  des  particules 
liquides  n'agit  qu'à  des  distances  inappréciables.  De  cette  hypothèse 
il  déduit  les  conditions  d'équilibre  des  particules  liquides,  tant 
intérieures  que  contiguës  à  la  surface,  et  démontre  que  la  cohésion 
de  ces  dernières  dill'ère  de  la  cohésion  des  premières.  11  examine 
ensuite  les  formes  de  gouttes  liquides,  posées  sur  un  plan  horizontal 
ou  suspendues  au  bout  d'une  [)ointe,  et  conclut  que  la  hauteur  de 
ces  gouttes  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure 
du  ménisque. 

Enfin,  d'après  ces  formules,  il  a  dressé  des  Tables  pour  comparer 
les  résultats  théoriques  avec  ceux  qu'il  a  obtenus  dans  ses  re- 
cherches expérimentales. 

Deux  ans  avant  l'apparition  de  la  théorie  de  Laplace,  vers  la  (in 
de  180J,  le  mathématicien  anglais  Young  (*)  présenta  à  la  Société 
Royale  de  Londres  une  dissertation  sur  la  cohésion  des  liquides.  11 


(')  Hyilrodynamiquey   1738. 

(*)  (Il.vikait,   Théorie  de  la  Jigure  de  la  Terre ^  I7i>. 

(*)  Segnlk,  De  Jîguris  siiperftcierum  ftiiidoriwi  [Comment,  Soviet.  Scient.  Ca-lfing.. 

[^)  Voi:n<.,  y///  esun    on  thc  cohésion  **(  fluids  [Phil.  Transactions,  iHu'»). 
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admettait  aussi  1  existence,  dans  les  couches  superficielles,  des 
forces  particulières  de  cohésion.  Se  fondant  sur  cette  hypothèse,  il 
a  établi  Téquation  de  la  surface  du  liquide  et  a  découvert  la  gran- 
deur constante  de  Tangle  que  fait  cette  surface  avec  la  paroi  do 
tube.  Young  se  proposait  de  développer  sa  théorie,  mais  il  fut  ar- 
rêté par  l'apparition  de  TOuvrage  de  Laplace.  Ultérieurement  Young 
se  borna  à  faire  sur  la  théorie  de  Laplace  quelques  remarques,  in- 
sellées  dans  le  Course  of  Lectures  on  Natural  Philosophy,  pour 
Tannée  1807. 

Laplace  (  '  )  expliqua  les  phénomènes  capillaires  par  l'attraction 
des  molécules.  Sa  théorie  peut  servir  de  modèle  quant  aux  recher- 
ches ayant  trait  aux  phénomènes  physiques,  à  l'aide  de  l'Analyse 
mathématique.  L'auteur  fait  ici  une  remarque  inexacte,  que  la 
théorie  de  Laplace  ne  met  pas  en  évidence  la  grandeur  de  l'angle 
fait  par  la  surface  libre  du  liquide  avec  la  paroi  du  vase.  Dans  les 
Suppléments  2  et  3,  Laplace  établit  la  valeur  de  cet  angle. 

Gauss  (2)  a  exposé  une  autre  théorie,  fondée  aussi  sur  l'attrac- 
tion moléculaire,  mais  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Laplace  et  Gauss  n'ont  pas  assez  remarqué  cette  circonstance, 
que  les  couches  superficielles  de  tous  les  liquides  possèdent  des  pro- 
priétés particulières,  qui  les  distinguent  de  la  masse  intérieure;  la 
cohésion  des  molécules  superficielles  est  plus  considérable. 

Poisson  (3),  dans  son  Ouvrage  fondé  sur  l'hypothèse  de  l'attrac- 
lîon  inlermolêculaire,  remarqua  aussi  ce  changement  rapide  de 
densité  à  la  surface  des  liquides.  Dans  cet  Ouvrage,  Poisson  a  étudié 
si  eomplélement  tant  de  questions  diverses,  qu'il  a,  pour  ainsi  dire, 
épuisé  toute  la  théorie  de  la  capillarité. 

L'auteur  a  oublié  d'indiquer  ici  la  grande  importance  des  expé- 
riences de  Simon,  dans  la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  Ces 
expériences  ont  démontré  que,  dans  le  cas  de  tubes  très-étroits, 
l'ascension  n'est  pas  inversement  proportionnelle  au  diamètre  du 
tube,  et  alors  la  théorie  de  Poisson  est  en  défaut  :  ce  qui  décida 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  à  mettre  au  concours  le  complé- 
ment, dans  ce  sens,  de  la  théorie  de  Poisson. 


(')  LvpLACE,  Mécanique  céleste  y  l.  IV. 

{*)  (i.vtss  Werke^  l.  V  :  Principia  geucraUa  theoriœ  fhiidomm  in  sttitn  er</uiii^rit, 

{^)  PiUSsoN.   Nouvelle  théorie  de  l'action  capillaire,   »83i. 
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Le  professeur  Davidof  (  *  )  prend  soin  d'accorder  la  théorie  de 
Poisson  avec  la  théorie  générale  d'équilibre  des  liquides,  à  Taidc 
du  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  en  même  temps  il  s'occupe  des 
circonstances  physiques  ayant  un  rapport  essentiel  avec  ce  sujet. 

Son  Ouvrage  remarquable  se  compose  de  deux  Parties.  Dans  la 
première,  intitulée  Théorie  physique  des  phénomènes  capillaires , 
sont  réunis  et  systématisés  les  résultats  des  recherches  expérimen- 
tales relatives  à  ces  phénomènes  ;  dans  la  seconde  est  exposée  la 
théorie  matliématique  de  la  capillarité. 

En  1809,  Paul  du  Bois-Reymond  (2)  soutint  à  Berlin  une  dis- 
sertation consacrée  à  la  théorie  de  la  capillarité,  où  il  a  exposé  la 
théorie  du  potentiel  des  forces  capillaires,  et  a  donné  une  série  de 
formules  auxiliaires  pour  transformer  les  intégrales  doubles  en  in- 
tégrales simples.  Certaines  de  ces  formules  se  trouvent  dans  les 
œuvres  de  Laplace  et  de  Poisson  ;  cependant  du  Bois-Reymond  les 
a  établies  indépendamment,  en  considérant  la  variation  de  la  sur- 
face. Du  Bois-Reymond  ramène  à  quatre  problèmes  fondamentaux 
toutes  les  questions  relatives  à  la  théorie  de  la  capillarité.  La  solu- 
tion du  quatrième  problème,  relatif  à  Téquilibre  d'un  corps  flottant, 
appuyée,  d'après  l'opinion  de  M.  Groméka,  sur  une  hypothèse 
inexacte,  l'a  amené  à  des  conclusious  erronées,  relativement  au  rap- 
port existant  entre  le  volume  total  d'un  corps  flottant  et  sa  partie 
immergée. 

D'après  l'avis  de  l'auteur,  pendant  que  la  théorie  de  Laplace  est 
arrivée,  par  suite  des  travaux  des  savants  nommés  plus  haut,  à  un 
développement  notable,  la  méthode  de  Young  se  développait  beau- 
coup plus  lentement  et  trouvait,  pendant  un  certain  temps,  peu 
de  partisans.  En  i845  et  1846,  Uagen  (*)  a  repris,  dans  une  série 
de  Mémoires  et  au  point  de  vue  de  Young,  la  théorie  générale  de 
la  capillarité  et  plusieurs  questions  particulières  qui  s'y  rapportent. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  physiciens,  Plateau,  Lamarle,  Van 
der  Mensbrugghe,  etc.,  se  sont  servis  de  l'hypothèse  sur  la  cohésion 
superiicielle  des  liquides,  dans  leur  examen  des  phénomènes  capil- 
laires. Le  nombre  des   imitateurs   de   Young   croît  constamment, 


(')  Davidof,   TeopiH    h'aniUAHpHblXlf    HBACHiti,    l85l.  MoCKBa. 
(')  I*.  Dr  Bois-KtVMUND,  De  œtjuilibrio  fluidorum.  Dissertatio  inaiigiiralis. 
(•)  Ilv.  tN,  Dcfihc/inftrn  dci    DeH.  Âhad.,  iS'|5  cl  i8'|G. 
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d'après  l'avis  deTauteur,  qui  expose  brièvement  la  polémique  des 
partisans  de  deux  directions  dans  le  Journal  de  Physique  de  d'AI- 
meida.  En  premier  lieu,  Moutier  (  *  )  y  inséra  un  article,  en  vue  de 
démontrer  la  supériorité  de  la  théorie  de  Laplace.  Renouvelant  les 
reproches  faits  à  la  théorie  de  Young,  qu'elle  est  fondée  seulement 
sur  l'analogie  entre  la  couche  superficielle  d'un  liquide  et  une 
mince  plaque  élastique,  Moutier  démontre  que  la  théorie  de  l'attrac- 
tion moléculaire  est  suffisante  pour  expliquer  tous  les  phéno- 
mènes capillaires,  sans  qu'on  ait  besoin  d'une  hypothèse,  sur 
l'existence  d'une  mince  plaque  élastique  sur  la  surface  d'un  liquide. 

Dans  le  même  Volume  se  trouve  une  Lettre  de  Van  der  Mens- 
brugghe,  qui  combat  chaudement  l'opinion  de  Moutier,  que  l'idée 
d'extension  est  tout  à  fait  inutile.  Ayant  remarqué  que  cette  idée 
n'exclut  point  la  justesse  de  la  théorie  de  Laplace,  et  rappelant  l'essai 
de  Lamarle  (-)  pour  expliquer  l'extension  précisément  par  cette 
théorie.  Van  der  Mensbrugghe  indique  les  travaux  de  Quincke,  de 
Lûstye  et  de  beaucoup  d'autres.  Les  problèmes  si  nombreux,  ajoute 
Van  der  Mensbrugghe,  examinés,  sinon  résolus,  par  ces  savants,  ont 
suffisamment  démontré  la  grande  utilité  de  ce  point  de  vue,  qui  ne 
tardera  pas  à  être  introduit  dans  les  Cours  de  Physique. 

Dans  le  même  Journal,  on  rencontre  aussi  les  essais  de 
Duclaux  (  '  )  pour  réaliser  la  pensée  de  Van  der  Mensbrugghe  et  fon- 
der, sur  le  principe  de  la  cohésion  superficielle  des  liquides,  une 
théorie  élémentaire  des  phénomènes  capillaires.  Une  théorie 
pareille  se  trouve  dans  le  Manuel  de  Grashof. 

Tel  est  l'aperçu  historique  du  progrès  de  la  théorie  de  la  capilla- 
rité que  l'auteur  a  cru  devoir  donner  au  lecteur,  pour  mieux  ap- 
précier son  propre  point  de  vue  sur  cette  théorie. 

Après  avoir  mis  en  évidence  que  les  deux  directions  suivies, 
dans  l'étude  de  la  théorie  capillaire,  dillèrent  non-seulement  dans 
ces  bases,  mais  deviennent  même  incom]>atibles  entre  elles,  dans 
l'exposition  de  certains  écrivains,  l'auteur  cherche  à  établir  son 
point  de  vue  particulier  sur  la  théorie  de  la  cohésion  superficielle 


(')  MoLTiKR,  Journal  de  Phjsiqiie  de  M.  d'Alineida,  l.  I. 

(*)  Atii.  Dupré,  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  l.  L\I\'; 
1SG7. 

(')  DicLAis,  Sur  fa  capillarité.  Exlrail  «ruii  tra\;iil  iiuilil  :  Tlicoiic  rlcnirntaire  tfr 
la  capillarité  {Journal  de  d'Jlmeida,    1*^7*0' 
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des  liquides.  11  soutient  que  ce  point  de  vue  est  capable  d'accorder 
les  deux  directions  et  de  justifier  la  théorie  de  Young  de  la  principale 
des  objections,  qu'elle  n'est  pas  suffisamment  établie  sur  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Mécanique  rationnelle. 

On  sait  que  la  solution  théorique  des  problèmes  où  il  est  ques- 
tion des  forces   moléculaires   devient  plus  facile  en  y  introduisant 
l'idée  auxiliaire  de  la  pression.  Cauchy  définit  la  pression  comme 
la   résultante    d'un  certain    système   des  forces  moléculaires  mu 
tuelles. 

Cette  idée  se  prête  avantageusement  à  l'étude  de  l'équilibre  et 
du  mouvement  des  corps  élastiques,  liquides,  etc. 

L'auteur  croit  que  l'application  de  cette  idée  aux  phénomènes 
capillaires  conduit  à  la  théorie  de  la  cohésion  superficielle  et  sup- 
prime sa  discordance  avec  la  théorie  de  Laplace.  Remplissant  sa 
tàclie,  l'auteur  commence  par  l'exposition  des  théorèmes  généraux 
relatifs  à  la  pression,  découverts  par  Cauchy  et  rentrés  déjà  dans 
quelques  cours  d'enseignement.  Dans  la  méthode  analytique,  il 
commence  par  les  équations  de  du  Bois-Reymond,  représentant  le 
rapport  entre  les  intégrales  dont  les  unes  s'étendent  sur  une  partie 
de  la  surface  courbe  et  les  autres  sur  le  contour  de  cette  surface. 
D'après  son  avis,  ces  équations  sont  utiles,  tant  pour  l'établisse- 
ment d'une  des  principales  conditions  d'équilibre  capillaire,  rela- 
tives à  la  surface  libre  d'un  liquide,  que  pour  la  démonstration  des 
théorèmes  relatifs  aux  diverses  portions  d'un  volume  liquide.  Ces 
équations,  d'après  l'avis  de  l'auteur,  sont  la  partie  fondamentale  de 
la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  A  l'aide  de  ces  équations  et 
des  conditions  d'équilibi*e  des  forces  capillaires,  il  démontre  le  re- 
marquable théorème  suivant,  qui  peut  être  considéré  comme  une 
généralisation  de  la  loi  d'Archimède  : 

LorsquHJi  corps  quelconque  flotte  librement  sur  la  surface 
horizontale  d'un  liquide,  une  certaine  portion  de  ce  liquide 
s'élève  ou  s'abaisse  autour  de  sa  surface,  et  la  somme  des  masses, 
exprimées  près  du  niveau  de  flottaison,  est  égale  à  la  somme  de 
ces  masses  par  lesquelles  les  premières  sont  remplacées, 

Laplace  (*)  a  déduit  ce  théorème  de  la  considération  d'un  large 

(')  l..vri.\<r,   Mécanique  célcHc,  l.  IV  (Snppl.).  p.  3'|. 
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€aual  rempli  de  liquide  et  terminé  par  deux  brandies  coudées  ver- 
ticalement. 

Poisson  a  remarqué  que  celte  méthode  de  démonstration  est  in- 
suŒsaiitc,  au  point  de  vue  de  ]a  tliéoric,  et  a  démontré  ce  théorème 
seulement  pour  le  cas  particulier  où  le  corps  flottant  est  limité 
par  une  surface  de  révolution  d'axe  vertical. 

L'auteur,  dans  les  §  24  à  29  de  son  Ouvrage,  donne  une  démons- 
tration de  <'c  tliéoréme,  pour  les  hypothèses  les  plus  générales. 
En  outre,  il  considère  les  relations  qui  existent  entre  les  positions 
des  centres  de  gravité  des  masses  considérées,  dont  ne  parlent 
ni  Laplacc  ni  Poisson.  Il  soutient  enfin  que  les  hypothèses  erro- 
nées de  du  Bois-Reymond  relatives  à  ce  problême  l'ont  conduit  à 
des  formules  erronées. 

L'Ouvrage  de  M.  Groméka  contient  trois  Chapitres,  intitulés: 

1°  Conditions  générales  d 'équilibre  des  liquides; 

a"  Propriétés  des  surfaces  de  séparation  de  deux  liquides  ; 

3"  équilibre  des  corps  Jlottants. 

Bieu<|uc  l'Ouvrage  analysé  laisse  certaines  questions  sans  solu- 
tion complète,  on  ne  peut  cependant  nier  son  utilité,  par  suite  d'un 
nouveau  point  de  vue,  pris  par  l'auteur,  dans  son  essai  de  traiter 
cette  théorie.  Enfin  l'cxposilion  est,  dans  certains  cas,  très-brève 
et  très-sim  pli  liée.  >'.  BovgaÏef. 


BICCARDI  (Prof.  Tietro).  —  Cenni  sili-a  stouca  della  Geodesia  w  Italia 
DiLLE  EPOcuE  FIN  OLTHR  ALLA  META  DKL  SECOLO  \ix.  Parte  prima.  Bologna, 
Tipi  Gamberini  e  Parmopylani,  1879.  In-^",  100  pages,  1  planclie  ('). 

L'auteur,  bien  connu  par  une  longue  série  de  monographies 
liistoriques,  comuienre  avec  ce  premier  fascicule  son  histoire  de  la 
Géométriu  pratique  en  Italie,  entreprise  qui  sera  d'autant  pins 
importante  et  plus  digne  d'inléi-èt,  qu'elle  peut  être  regardée^ ï 
certain  point  de   vue,  comme  faisant  suite  à  l'excellent  Livro 


(  ')  Piiiuoi,  SouvflU  ihro 
(■)   Extrait   ia    Uemuir 
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M.  Caiitor,  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  ce  Bulletin  (' ).  Au 
début,  les  deux  auteurs  traitent  le  même  sujet;  toutefois,  M.  Rie- 
cardi  sait  encore  ici  faire  preuve  d'une  incontestable  originalité. 
Nous  allons  esquisser  à  grands  traits  la  marche  du  développement 
des  idées  de  notre  auteur. 

L'Introduction  examine  les  travaux  des  Grecs  qui  se  rapportent 
à  la  Géodésie  et  a  la  Géographie  mathématique;  puis  viennent  les 
Etrusques,  sur  lesquels  on  n'a,  il  est  vrai,  que  peu  de  renseigne- 
ments positifs,  et  ensuite  les  Romains.  Une  explication  trt>s-inté- 
rcssantc,  appuyée  d'un  dessin,  nous  fait  connaître  l'instrument 
d'arpentage  de  l'ancienne  Italie,  la  groma;  M.  Riccardi  établit 
(p.  24)  que  les  auteurs  récents  qui  se  sont  occupes  de  la  disposition 
de  cet  instrument  (')  ont  le  plus  souvent  laissé  de  côté  les  recher- 
ches importantes  sur  celte  question  de  Cavedoni  et  de  Promis.  Le 
deuxième  Chapitre,  consacré  au  célèbre  Ouvrage  de  Léonard  de  Pise, 
contient  encore  bien  plus  de  faits  nouveaux,  du  moins  pour  les 
étrangers  à  l'Italie.  On  doit  savoir  gré  à  l'auteur  d'y  avoir  fait  con- 
naître les  commencements  du  tracé  scientiliquc  des  Cartes,  et  en 
particulier  le  fameux  plan  du  monastère  de  Saint-Gall,  de  même 
que  nous  pensons  qu'en  présence  des  connaissances  mathématiques 
dont  la  possession  distinguait  si  avantageusement  ce  monastère  des 
autres  établissements  on  ne  pouvait  s'empêcher  de  porter  sur  ce 
sujet  une  attention  spéciale.  D'un  certain  Alberti,  qui  vivait  vers  le 
milieu  du  xv'  siècle,  on  peut  citer,  outre  ses  essais  hydro métriques, 
un  projet  pour  mesurer  les  profondeurs  de  la  mer,  qui  fut  repris, 
deux  cents  ans  plus  tard,  par  l'encyclopédique  llooke.  Le  premier 
Livre  imprimé  en  Italie  dans  lequel  il  soît  question  de  Géométrie 
pratique  est  le  Traité  de  Vallurio,  De  re  militari  [i4y^)-  Viennent 
ensuite  les  Ouvrages  bien  connus  de  Pacioli,  le  Libro  di  Aritme- 
lica  e  Geomelria  speculativa  e  praticale  (  i5a6),  dans  lequel  on 
revient  à  la  méthode  des  coordonnées  d'Héron,  et  la  Nova  Scientia 
de  Tartaglîa.  Le  grand  peintre  Raphaël  nous  est  présenté  ici  sous 


l-)T.K.p.  .61. 

(*)  Pirmt  v«<  uiikiirs.  M.  Ilii-»rdi  1 
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un  tout  autre  aspect  que  celui  auquel  nous  sommes  habitués  :  on 
nous  le  signale  comme  Tinventeur  de  la  bussola  délia  calamita. 
Nous  trouvons  une  introduction  systématique  à  la  science  de  l'ar- 
pentage dans  rOuvrage  de  Bartoli  (  1 564),  dans  lequel,  entre  autres, 
il  est  fait  mention  d'une  triangulation  exécutée  dans  les  alentours 
de  Florence.  A  partir  de  Ih  commence  à  s'accroitre  notablement  le 
nombre  d(*s  Ouvrages  consacrés  à  la  description  des  instruments 
géodésic|ues  et  des  procédés  de  mesure  nouvellement  inventés^  il 
fallait  toute  Timmense  érudition  de  Tauteur  de  la  Biblioteca 
matcmatica  j)Our  mettre  tous  ces  écrivains  chacun  à  leur  place.  Une 
circonstance  bien  digne  de  remarque,  c'est  que  des  rangs  des  hommes 
d(*  gu<'rre  et  des  jurisconsultes  est  sorti  un  nombre  considérable 
de  Traités  de  Géométrie  :  tel  est,  par  exemple,  le  Tjberias  de 
Hartolo,  auquel  toutefois  Boteon  (')  reproche  de  nombreuses 
erreurs.  Le  Livre  le  plus  important  de  la  seconde  moitiédu  xvi*  siècle 
est  Ja  (icometria  pratica  de  Pomodoro,  qui  représente  dans 
de  belles  planches  gravées  tout  l'assortiment  d'instruments  dont 
fais<iient  usage  les  géodésistes  de  cette  époque. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  II,  considéré  plus  particulière- 
ment les  doctrines  qui  font  partie  de  la  Géométrie  pratique,  dans  le 
s<*ns  étroit  du  mot,  l'auteur  consacre  s[)écialement  le  Chapitre  III 
an  développement  de  la  Géodésie  supérieure,  c'est-à-dire  de  la 
science  qui  s'occupe  de  la  mesure  et  de  la  représentation  des  parties 
de  la  surface  terrestre  dont  la  courbure  ne  saurait  être  négligée. 
L*autcur  jette  un  coup  d'œil  sur  les  œuvres  de  traduction  et  nous 
dépeint  ensuite  l'état  des  <*onnaissances  en  Géographie  mathéma- 
tique chez  les  encyclopédistes  du  xtii^  et  du  xiv®  siècle,  chez  Bru- 
nclto  Latiiii,  llistoro  d'Are/zo,  Pielro  d'Abano,  Cecco  d'Ascoli,  et 
avant  tout  clicz  le  grand  poète  et  polygraphe  Dante  Aligbieri.  Il  est 
aussi  question  de  cette  étrange  hypothèse  dont  Tauteur  de  cet 
article  a  cherché  h  retracer  l'histoire  dans  le  troisième  fascicule  de 
ses Stiidien zur  Qeschichte (1er  malhcmatischen  iind phjsihalischen 
Géographie  (2),  et  suivant  laquelle  l'enveloppe  lluide  du  globe 
terrestre  devrait  avoir  ua  autre  cxuitrc  (jue  le  noyau  solide  propre- 
ment dit.  Toscanelli  sert  de  transilion  à  la  part  considérable  qui 


(')  Voir  Kaf.stnf.R,  Cesrhichtr  der  Matheinatik,  t.  I.  p.  \''\. 
(')  Voir  liulleh'n,  III,,  S'|. 
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revîoiit  aux  Italiens  dans  les  grandes  découvertes  géographiques  de 
la  fin  du  moyen  âge,  ainsi  que  dans  les  progrès  de  la  Cartographie. 
On  doit  aussi  une  mention  spéciale  aux  travaux  entrepris  par  les 
italiens  sur  la  Géographie  de  Ptolémée,  considérée  comme  la  prin- 
cipale source  de  la  Science.  Nous  apprenons  à  connaître  un  grand 
nombre  d'Ouvrages  de  Cosmographie  et  de  Recueils  de  Cartes; 
parmi  les  premiers,  on  doit  remarquer  particulièrement  ceux  de 
Maurolycus  et  ceux  de  Barocius,  bien  connu  d'ailleurs  pour  ses 
recherches  sur  les  asymptotes.  La  fin  de  ce  Chapitre,  et  jusqu'à  pré- 
sent de  l'Ouvrage  entier,  contient  une  intéressante  définition  de  ce 
que  Fauteur  entend  [^slv  Indagini  ^eodetico-nautic/ie.  Relativement 
à  ces  dernières,  nous  renvoyons  à  l'interprétation  que  nous  avons 
donnée,  dans  le  sixième  fascicule  de  nos  Studien  (*  ),  de  la  raxon 
delmarteloio,  que  M.  Riccardi  cite  seulement  en  passant  (p.  gS)*, 
nous  serions  heureux  de  voir  nos  vues  partagées  par  un  juge  aussi 
compétent  que  le  savant  auteur. 

Nous  avons  Tespoir  de  pouvoir  bientôt  rendre  compte  dans  ce 
Recueil  de  la  suite  de  cet  excellent  Ouvrage.  S.  G. 


SCHWERING  (D*"  K.).  —  DiB  Parallelcurve  der  Ellipse,  als  Curve  vom 
Uangc  Eins,  iinter  Anwendung  eines  neuen  Liniencoordinatensystems.  Brilon, 
Weslphalen,  Î877. 

L'auteur  de  cet  intéressant  programme  scolaire,  bien  supérieur 
au  niveau  moyen  des  travaux  de  cette  nature  et  digne  à  ce  titre  môme 
d'être  signalé  aux  lecteurs  de  l'étranger,  a  déjà  plusieurs  fois  entre- 
pris de  mettre  à  la  portée  d'un  public  plus  nombreux  les  recherches 
abstraites,  bien  connues,  de  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques, 
en  appliquant  ces  nouvelles  méthodes  à  des  problèmes  particuliers. 
Il  a  repris  aujourd'hui  la  même  voie,  et  à  l'intérêt  qu'oilre  déjà  par 
elle-même  la  discussion,  à  l'aide  des  fonctions  3-,  d'une  courbe 
remarquable,  se  joint  encore  une  autre  considération  importante, 
l'auteur  ayant  fait  usage  dans  cette  recherche  d'un  système  de 
coordonnées  encore  peu  connu,  mais  qui  évidemment  doit  offrir 

(')  Voir  DuHeiin.  III,,  p-  33o. 
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une  grande  utilité.  Ce  système  a  été  décrit  pour  la  prcinit*re  fois 
par  M.  Scliwcring  dans  le  Tome  XXI  du  Zeitscliri/l  de  Sclilumilch; 
mais  on  n'en  a  bien  apprécié  Timportance  spéciale  que  lorsque 
V.  Schlegel  eut  démontré,  dans  le  Tome  XXIII  du  même  journal, 
que  le  système  de  coordonnées  de  lignes  en  question  se  comportait 
complètement  comme  le  réciproque  du  système  usuel  de  coordon- 
nées de  points,  et  que,  par  suite,  on  pouvait  être  certain  de  voir  ce 
système  se  développer,  comme  étant  à  la  fois  simple  et  facile  à 
manier. 

Le  Mémoire  actuel  confirme  pleinement  cette  attente.  M.  Scliwe- 
ring  démontre  qu'une  courbe  de  rang  i ,  déjà  traitée  autrefois  par 
Clebscli,  est  complètement  identique  avec  la  courbe  que  Ton  obtient 
eu  portant  des  longueurs  égales  sur  les  normales  d'une  ellipse,  pro- 
longées à  rexlérieur,  et  joignant  leurs  extrémités  par  un  trait.  On 
voit  sans  difiiculté  que  l'étude  de  cette  courbe,  qui,  dans  le 
syslème  de  Scliwering,  aurait  pour  équation 


exige  iïn[H»riouscMuent  l'emploi  d'un  syslème  de  coordonnées  de 
lignes.  Mais  rexlrème  simplicité  avec  laquelle  l'auteur  parvient, 
à  laide  de  ce  svslème,  à  déduire  toutes  les  siii£;ularités  et  les  autres 
pn>priélés  fondamentales  ne  jkhiI  être  appréciée  que  j.>ar  la  lecture 
du  tra\ail  original,  (pi<'  nous  rccomuiandons  h  tous  les  points  de 
vue.  S.  G. 


30.10T  VPE1U>.    —    Toopirt    ut.,ibi\i>    komit-ukchuxt»    ^iice.i'b    ci» 
npH.io«eHÎeMi»  ki»  HHTerpa,ibiiOMy  m'«iiu\uMnK>.  C  neTCj>6vprb, 

1874-  ~  ï"^»"»  T-i  pap^v'  • 

liwiuss  a  lutn^luit  d»ins  TAnalyso  les  nombres  complexes   de  la 
forme  «1  -j-  /*i    *  .  Ces  nombres  jouent  un  rôle  considérable  dans  la 


'^  /^>l.  Tt&Cr.    r'-f."   «•.;>•"    •.."«*    -»    --r     .••    k-  -  -"rr       j-    •     -  -''}'■    -      '"^  «îi  C«i*ru/ 
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théorie  des  résidus  quadratiques  et  dans  celle  de  la  division  du  cercle 
et  de  la  lemniscate.  Dans  ces  recherches,  Talgorithme  de  Gauss 
sert  de  point  de  départ;  à  Taide  de  cet  algorithme  on  trouve  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  entiers. 

Après  la  théorie  des  nombres  complexes  de  la  forme  a  4-  hi^  on 
a  commencé  à  s'occuper  de  Tétudc  des  nombres  complexes,  dépen- 
dants des  racines  d*un  degré  quelconque  de  l'unité.  A  l'aide  de  ces 
nombres,  les  savants  essayèrent,  d'un  côté,  à  démontrer  le  théorème 
de  Fermât  sur  l'impossibilité  de  résolution  en  nombres  entiers  de 
Téquation 

où  \  est  un  nombre  entier  plus  grand  que  2  \  d'un  autre  côté,  l'étude 
de  ces  nombres  était  indispensable  pour  la  démonstration  de  la  loi 
de  réciprocité  des  résidus  des  degrés  supérieurs. 

Lamé  et  Cauchy  (  '  )  ont  fait  les  premiers  essais  dans  cette  direc- 
tion ;  mais  ces  essais  n'ont  pas  entièrement  réussi,  parce  que  ces 
savants  ont  pris  pour  base  de  cette  théorie  l'algorithme  pareil 
à  celui  qui  sert  à  trouver  le  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  ordinaires,  et  déduit  de  là  les  conséquences  semblables  à 
celles  qu'a  déduites  Gauss  des  nombres  de  la  forme  a  +  hi.  Les 
résultats  ont  démontré  que  cet  algorithme  n'est  pas  applicable  en 
général. 

Kummer  donna  le  premier  sa  remarquable  théorie  des  nombres 
complexes  dépendants  des  racines  d'un  degré  quelconque  de  l'unité. 
Kronecker  indiqua  l'application  de  cette  théorie  à  l'Algèbre  et  dé- 
montra que  toutes  les  équations  abélicnnes,  dont  les  coefficients  sont 
soit  les  nombres  entiers  ordinaires,  soit  les  nombres  de  la  forme 
a  +  hi^  sont  les  équations  de  la  division  du  cercle  ou  de  la  lem- 
niscate. 

Outre  les  nombres  complexes  dépendants  directement  des  racines 
de  Tunité,  on  a  étudié  aussi  les  autres  nombres  complexes,  ayant 
une  relation  avec  la  théorie  de  la  division  du  cercle.  L'Ouvrage 
d'Eisenstein  (  ^)  se  rapporte  à  ce  genre  de  recherches. 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences^  *847» 
(')  EiSENSTEi!!,  Ucbcr  Formen  S-ten  Grades  mit  3  Fariabeln,  welche  der  Kreisthei- 
lung  ihre  Entstehung  verdan/cen  {Journal  de  C relie,  t.  28). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  !•  Série,  t.  Ul.  (Novembre  1879.)  33 
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Le  pi*of'(*sseur  Zolotarcf  expose  la  théorie  des  iioml^re^  complexes, 
di*|)eiidatits  des  racines  de  Tt^quatiou  indéterminée 

F  .r)~o 

d*un  degré  quelconque,  à  coefficients  entiers,  dont  ceux  des  puis- 
sances les  plus  élevées  de  x  sont  égaux  à  l'unité.  Cette  théorie  est 
fondée  sur  les  propriétés  des  congruences  fonctionnelles. 

Les  propriétés  principales  des  congruences  rationnelles,  c'est-à- 
dii*e  les  propriétés  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  par  rapport 
à  un  certain  module  simple,  étaient  déjà  connues  de  Gauss  en  1^97 
et  1798;  Tcxposilion  de  ces  propriétés  forme  le  huitième  Chapitre 
de  ses  Disquisitiones  arithrneticœ,  M.  Serret  trouva  ensuite  ces 
propriétés,  les  développa  dans  son  Cours  d'algèbre  supérieure  cl 
les  appliqua  à  la  théone  des  équations.  Du  reste,  dans  son  Mémoire 
présenté  en  i865  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  M.  Serret 
remarque  que  les  premières  recherches  sur  ce  sujet,  quoique  à  un 
autre  point  de  vue,  se  trouvent  déjà  dans  les  travaux  de  Galois. 

L'ouvrage  de  Zolotaref  se  compose  de  quatre  Chapitres. 

Pour  établir  une  liaison  entre  la  théorie  des  nombres  complexes 
et  celle  des  congruences  fonctionnelles,  l'auteur  consacre  le  pre- 
mier Chapitre  à  l'exposition  des  propriétés  de  ces  dernières.  Ce 
Chapitre  forme  la  base  de  la  théorie  des  nombres  idéaux. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  des  unités  com- 
plexes. L'auteur  y  expose  les  résultats  des  recherches  de  Dirichlet, 
Kummcr,  Kronecker.  Ses  démonstrations  sont  appuyées  sur  la  pro- 
position de  M.  Ilermite,  relative  à  la  limite  du  minimum  des  formes 
quadratiques. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  généralise  la  théorie  de  Kuinmer 
de  nombres  complexes  dépendants  d<*s  racines  de  l'unité;  il  examine 
l'équation  irréductible 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  « 

Tous  les  nombres  complexes  dépendants  de  la  racine  jtq  de  cette 
équation  se  présentent  sous  la  forme 

j  : 

OÙ  ^0)  ^it  ^i?  •  •  •  sont  des  nombres  entiers 
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Le  contenu  des  Chapitres  III  et  IV  est  l'œuvre  propre  de  Tauteur. 

11  est  à  remarquer  qu'un  essai  de  généralisation  des  nombres 
idéaux  de  Kummer  fut  fait  par  Selliug  (  *  )  -,  mais  cet  essai  n'a  au- 
cune relation  avec  l'Ouvrage  de  l'auteur.  Il  en  est  de  même  du 
remarquable  ouvrage  de  Dedekind,  où  celui-ci  s'occupe  des  multi- 
plicateurs idéaux,  mais  n  un  autre  point  de  vue. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  a  l'application  des  nombres  com- 
plexes à  un  problème  du  Calcul  intégral.  On  découvre,  dans 
cette  application,  un  nouveau  lien  entre  la  théorie  des  nombres  et 
ce  calcul.  Ce  problème  est  : 

fêtant  donnée  la  différentielle 

(.r-+-  k]dr. 


^  X*  ^-  yx^  H-  <?x*  -f-  f  .r  -h 


où  y,  5,  e,  J^  sont  des  coefficients  réels,  A  le  paramètre,  reconnaître 
si  l'on  peut,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations,  déterminer 
A  de  manière  que  l'intégrale  de  cette  différentielle  soit  exprimée 
en  logarithmes, 

Abel  a  démontré  encore  que,  si  l'intégrale 


^      (Ir 


P' 


est  cxprin)ér  on  logarithmes,  sous  la  forme 


A  log ..  ? 


P-  7V/ï^(^) 


où  p  elif  sont  des  fonctions  de  x^  ^R{x)  est  développable en  frac- 
tion continue  périodique,  et  réciproquement 
Il  a  démontré  aussi  que,  si  l'intégrale 


/; 


fi.r 


^R(x) 


■tUttduifif&r  Math.  mtJ  Phrt..  i865. 

33. 


47C  PREMIÈllE  PARTIB. 

s'rxprimc  vn  logaritliinosy  elle  prendra  la  forme 

C1%'[P-4-Qv/R^], 

où  C  est  une  constante  et  P  et  Q  des  fonctions  entières  de  x,  satis- 
faisant à  Téquation 

P»— Q'R(«^==const. 

Les  rechen!lies  dWbel  ne  conduisent  pas  directement  au  cri tériam 
désiré;  car,  si  grand  que  soit  le  nombre  de  réduites  de  la  fraction 

continue,  résultant  de  la  décomposition  de  ^R(x),  qu'on  puisse 
calculer,  on  ne  saurait  encore  conclure  que  la  périodicité  ne  se  pré- 
sente pas  plus  loin.  Jusqu'à  ce  moment  le  critérium  qui  permet- 
trait d'affirmer,  après  un  nombre  fini  d'opérations,  que  la  difléren- 

tielle  générale  ^/R(x)  peut  ou  non  être  int^rée  en  logarithmes, 
n'existe  pas. 

Pour  le  cas  particulier  où  R(x)  est  un  polynôme  du  quatrième 
degré  à  coefficients  rationnels,  Tacadémicicn  Tchebjchef  a  donné 
un  critérium  de  ci*  genre,  très-remarquable. 

Tcliebyclief  (  *  )  a  exposé  la  méthode  d'intégration  de  la  diOeren- 
tielle 


(0 


^>*  -+-  7X*  -f-  ^x*  -h  f.r  -h  Ç 


on  y.  O.S.  "î^  sont  des  nombres  rationnels. 

I)*après  cette  méthode,  Texpression  (i)  s'intègre  par  logarithmes, 
chaque  fois  que  cela  est  possible. 

Le  professeur  Zolotaref  a  démontré  cette  méthode  dans  son  Mé- 
moire intitulé:  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M.  Tchehychef. 

Les  conditions  d'intégration  en  logarithmes  de  la  différentielle  (i) 
employées  par  l'auteur  sont  diilérentes  de  celles  qu'avait  données 
Âbel.  Ces  conditions  démontrent  clairement  la  liaison  du  problème 
de  l'intégration  de  cette  diilérentielle  en  logarithmes  avec  le  pro- 
blème de  la  division  des  fonctions  elliptiques.  Ces  conditions  ont 
été  établies  par  Weierstrass  (  ^  )  pour  le  cas  général  où  l'on  considère 


•'  '\\Vi\%\yXi\f.Bullrtln  de  V Académie  tle  Saint-Pètershourç^  t.  III.  i8»»o. 
^-     MonaKherichte  der  Akaitmie  der  Jl  issenschaften  zn  Berlin,  i8,'>-. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  477 

les  iiilégrales  d'une  fonclion  rationnelle  de  x  et  de  la  racine  carre e 
d*un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Les  conditions  de  Weierstrass  font  dépendre  la  solution  du  pro- 
blème de  la  possibilité  d'exprimer  la  constante  donnée  à  l'aide  de 
valeurs  Ket  K|  sous  la  forme 


\ ' 

où  V,  yf  et  X  sont  des  nombres  entiers. 

La  méthode  de  Tchebychef  s'appliquait  au  cas  où  X,  ^,  e,  ^  sont 
des  nombres  rationnels. 

A  l'aide  de  sa  théorie  des  nombres  complexes,  le  professeur 
Zolotaref  a  réussi  à  résoudre  le  problème  de  l'intégration  de  cette 
diflérentielle  en  logarithmes,  dans  les  cas  où  y,  ^,  e,  (f  sont  des 
nombres  réels  quelconques.  Ces  recherches  ne  doivent  pas  être 
confondues  avec  les  recherches  relatives  au  même  problème,  mais 
d'un  autre  genre,  faites  par  Weierstrass,  Clebsch  (*)et  autres. 

Pour  résoudre  son  problème,  2A)lotaref  transforme  l'intégrale 


(2)  ■  ^         ^ 


J  ^x*  -h  y.r' 


-\-  $x^  -\-  tx  -h  X, 

en  une  intégrale  de  la  forme 

[jc  -h  k)dx 


(3) 


^x[x  —  i)  [x  —  a)  [x —  p) 


OÙ  a  et  P  sont  les  valeurs  réelles  satisfaisant  à  l'inégalité  (5 >  «  ]>  i 
Il  transforme  ensuite  l'intégrale  (3)  en  une  autre  delà  forme 

(4)  , (.  +  B)*__       ^ 

V2(3--i)(z  — a,)(z— Pi) 

ou 


>  -+-/5 


fi)-'  ^.=(^^)' 


En  continuant  à  répéter  plusieurs  fois  de  pareilles  transforma- 
tions, l'auteur  démontre  que,  si  l'intégrale  (a)  peut  être  exprimée 


(  '  )  Journal  de  Crelle,  t.  64. 
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uu  logaritUmes,  les  paramètres  luivauts 


(loiveut  f'oi'r»cr  uiic  série  péi-îodique,  c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas, 
out  lieu  les  égalités  atf=^a„,  ^^^^mi  •■•)  oùft^m.  Le  théo- 
rème réciproque  est  vrai. 

En  parUgeant  les  valeurs  de  paramètres  a  et  0  en  trois  clauei, 
l'auteur  résout,  à  l'aide  d'un  nombre  Gni  d'opérations,  le  problètne  : 
si  l'intégrale  (a)  peut  tïtrc  exprimée  en  logarithmes,  on  non.  L'au- 
teur  appuie  sa  solution  sur  la  théorie  des  grandcnra  complexes, 
qu'il  a  établie. 

Le  professeur  Zolotan'f  est  mort,  dans  le  plein  développement 
de  son  remarquable  talent  pour  les  Mathématiques  j  cette  mort  est 
une  perte  cruelle  pour  la  Science  russe.  W,  BouGAisr. 


IIOCIIDEIM  [Profcâsor  ))'  Adoli').  -  Al  KaH  FtL  His;tB  (Genugendes  9ber 
Arittimetik)  des  Abu  Bekr  AIvhxuiied  Ben  Alulsbin  AlkarkbI  nacbdcr 
auF  (1er  lierzoi;lirti-galhaisclien  Sclilossbibliolhck  befindlicben  Handacbrift. 
Verlag  von  Louis  Kebcrt.  Halle,  1879,  ag  pages.  • 

i^'ous avons déjù  rendu  cotiipie dans  le  Bulletin  (' ) de  la  premtèn 
Partie  de  cet  intéressant  écrit.  Alkarklii  traite  d'abord  le  probUnte 
de  sîuiplilier  les  expressions  numériques  compliquées,  chose  indis- 
pensable pour  ['auteur  arabe,  par  suite  du  manque  d'une  nolalîoii 
générale  pour  représenter  les  fractions,  et  les  «  mettre  en  rapport  » 
avec  les  autres  nombres.  Ce  problème  n'est  posé  que  pour  les 
nombres  commensurables;  deu\  nombres  n'ayant  pas  du  diviseur 
commun  ne  peuvent  êlrc  "  mis  en  rapport  u.  Pour  des  raisons  faciles 
a  comprendre,  l'un  des  termes  des  rapports  à  former  est  géntfrale- 


(')  \mr  Sullelin,  tr.,  ï3ti. 


COMPTES  UENDUS  ET  ANALYSES.  i7B 

menl  le  nombre  (io.  Dans  lu  vingt  tt  uuiùme  Chapitre,  l'autviir 
traite  en  détail  la  tnuItî)>lii-atiou  de  dcu\  sét-îus  de  tractions  ïrréduc- 
lilfli-s,  el  cela  d'une  mauière  qui,  d'api-ès  l'upiDiuii  de  l'éditeur,  ne 
se  trouve  cliet  aucun  autre  auteur  arabe.  La  m ultt|>li cation  rt  la 
division  des  parties  du  cercle  est  naturel  le  m  en  l  l'objet  d'une  altcu- 
tiou  particulière.  En  abordant  la  théorie  Je  l'cxtraelion  du  ia  racine 
carrée,  AlKarklii,  se  eonformanl  rigoureusement  au  laugagc  des 
géomètres  grecs,  indique  la  dillërence  entre  les  racines  rationnelles 
et  irrationnelles  en  les  nommant  '<  racines  exprimables  et  inespri- 
niables  n  (^Tixi  xoi  ako-ja).  Sa  métbodo  est  au  lund  la  méthode, 
bien  connue,  de  Théon;  cependant  on  trouve  clie/,  lui  l'expression 

approximative  ^a'-'  -t-  i  =  a  -(-  ; ■  La  théorie  des  proportions 

se  rattache  au  modèle  classique  donné  par  Euclide;  maïs  elle  fait 
entrer  en  considération  les  besoins  de  la  vie  pratique  d'une  tout 
autre  manière  que  les  Grecs.  Avec  le  quaraote-qualrième  Chapitre 
commence  la  partie  géométrique.  Parmi  les  détinittons,  celles  des 
cercles  et  des  «  lignes  nun  circulaires  >i  tiennent  une  place  tout  à 
fait  à  part,  autant  du  moins  que,  pour  la  seconde  de  ces  délînilions, 
on  peut  considérer  comme  exacte  la  correction,  d'ailleurs  très-plau- 


sible. 


3  M.  Huchheim  a  faite  au  texte.  Le  calcul  des  aires  des 


ligures  planes  se  rapporte,  à  l'esemple  des  géomètres  de  l'Inde,  à 
des  ligures  dont  les  dimensions  sont  exprimables  en  itombrcs 
entiers;  ainsi,  l'exemple  choisi  pour  le  trapèze  a  pour  les  quatre 
côtés  a o,  ij,  34i  1 3,  et  pour  la  hauteur  13.  Le  calcul  des  segments 
de  cercle  est  aussi  très-intéressant.  Le  mérite  d'avoir  exactement 
déterminé  la  surface  convexe  d'un  cône  tronqué  appartient  bien  à 
AlkarUii;  du  moins  la  vraie  formule  ne  se  rencontre  pas  chez  son 
collègue  Ucha-F-ddiu.  Les  essais  de  cubaturc  contiennent  égale- 
ment beaucoup  de  résultats  originaux  et  nous  font  attendre  avec 
impatience  le  contenu  de  la  troisième  Partie  de  la  publication  de 
M.  Ilochlieim.  Le  l'itscicule  actuel  se  termine  par  ces  paroles, 
remplies  de  promesse»,  du  géomètre  arabe  :  •<  Après  avoir  mainte- 
uaat  traité  en  problèmes  les  remarquables  particularités  de  rArilli- 
métique,  je  vai«  donnu:  dans  lu  suite  les  problèmes  les  plus 
artiusblcs  de  la  Géumëtrit^.  »  S.  (j. 
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NOTE  SUR  LA  FORMULE  QUI  SERT  DE  FOXDEMBNT  A  UKE  THAIRIE 

DES  SÉRIES  TRIGOXOMÉTRIQUES; 

(Extrait  (l*iino  Lettre  écrite  à  M.  Darboui), 

Par  m.  OSSIAN  BONNET. 

11  Y  a  longtemps  que  je  possède  une  solution  entièrement  satis- 
faisante de  la  question  assez  délicate  que  M.  du  Bois-Rejmond 
vient  de  traiter  dans  votre  dernier  Bulletin,  J'ai  fait  allusion  â 
cette  solution  dans  mon  Mémoire  sur  les  séries  couronné  par 
l'Académie  de  Bruxelles  (note  au  bas  de  la  page  1 1),  et,  il  y  a  deux 
ou  trois  ans,  je  Tai  communiquée  a  M.  Hermite,  qui  était  alors 
préoccupé  de  riusuffisauce  des  raisonnements  de  Poisson  et  de 
Cauchy. 

Peut-être  pensercz-vous  qu*eu  raison  de  leur  extrême  simplicité 
les  considérations  dont  je  fais  usage  pourront  encore  aujourd'hui 
intéresser  vos  lecteurs. 

a  et  &  >>  a  étant  deux  nombres  finis  quelconques,  positifs  oun^a- 
lifs,  et  comprenant  un  nombre  quelconque  de  multiples  pairs  deïï 
parmi  lesquels  nous  comptons  zéro,  il  s'agit  de  trouver  la  limite 
\crs  laquelle  tend 

^    '  J        I  -+-  «* —  2  «COS. 


.r 

la: 


lorsque  a  tend  vers  i  en  lui  restant  constamment  inférieure. 

Nous  supposerons  que  Tin terv aile  de  rt  à  i  ne  renferme  comme 
multiple  pair  de  tt  que  zéro,  de  sorte  que  a  sera  négatif  et  supé- 
rieur à  —  siTT,  et  i  positif  et  inférieur  à  air.  On  sait  du  reste  que  le 
cas  général  se  ramène  k  celui-là  en  décomposant  l'intégrale  pro- 
posée en  plusieurs  intégrales  partielles  et  en  faisant  pour  chacune 
de  celles-ci  un  facile  cliangement  de  variable.  Soit  e  un  nombre 
positif  que  nous  n'assujettirons  pour  le  moment  qu'aux  conditions 
d'être  inférieur  à  &,  ù  2  7t  — i  et  aux  valeurs  absolues  de  a  et  de 
—  27: — a,  Déconiposous  l'intégrale  (i)  en  quatre  de  la  manière 
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8uivaule  : 


-'  /.        -t\  rz-x^-  /.o 


1 -f- a* — 2acosx'        /      i -f- «* — 2acosjr 

xjax 
cosx 


J^    I -h  a' — 2aCOSX      J      1-4- a* — 2a 


D'après  les  hypothèses  faites  sur  e,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  de  la  première  et  de  la  quatrième 
intégrale, 

cosj:  <Ccosi, 
par  suite 

I  -h  a*  —  2«  COSA'  ^  I  -h  «• —  2a  cosf, 
par  suite 

I  -i-  a' —  2acosx>sin*-; 

2 


car 


1  -f-  a'-—  2«cost  =  (i  —  «)*cob' — h  (i-h  aj'sin'- 


est  évidemment 


>sin«^; 


et  enfin 


<-!-. 


I  -f-  a' —  2acosx         .   .  c 


sm*- 


Donc,  si  Ton  appelle  M  un  nombre  positif  égal  ou  supérieur  a  la 
plus  grande  valeur  absolue  que  prend y*(j:)  quand  x  varie  de  a  à  &, 
le  premier  et  le  quatrième  terme  de  la  somme  (2)  seront,  en  valeur 
absolue,  respectivement  moindres  que 

(i  — a«)M(  — /?)        (f  ~««)M// 
» • 

81  n'  -  sm'  — 

2  2 

On  en  déduit  que  ces  deux  termes  tendent  vers  zéro  lorsque  a 
tend  vers  i ,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  e,  pourvu 
que  cette  valeur  reste  invariable. 

Reste  à  trouver  les  limites  du  deuxième  et  du  troisième  terme 
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de  la  somme  (a),  ou  simplement  de  riiitégrale 


X 


'    (i-(X»  /(.rV.r 


car  l'autre  iulégrale  se  déduit  de  celle-ci  eu  chaugeaut  ^{jr)  en 

Décrivons  une  circonférence  de  rayon  i ,  et  sur  le  rayon  OA  pre- 
nons une  longueur  OF  =  a  <^  i^  regardons  x  comme  l'angle  formé 


par  le  rayon  variable  OM  avec  le  rayon  flxe  OA,  et  soit  BOA  la 
valeur  particulière  de  x  désignée  plus  liaut  par  e.  Tirons  FM  :  nous 
formerons  un  second  angle  MFA,  fonction  de  x^  et  que  nous  désî- 

gnerons  par  y.  Nous  allons  d'abord  évaluer  la  dérivée  ~j-*  Pour 

•  ••47 

cela  donnons  à  x  un  accroissement  infiniment  petit  Aa:,  ce  qui 
amènera  OM  en  OM';  raccroissement  infiniment  petit  correspon- 
dant Aj'  dej^  sera  M'FM,  et  nous  aurons 

dr       ..     A)        ..     M'FM       ,,      sinM'FM        ,.     sinFM'M       sinFMT 

-^  =  liin  -^  =  lim  i, ,^.  •  =  Iiin ,— .7f .,  =  "'"  -    ,,,.  —  ^= > 

dx  Ar  MO  M  corde  M' M  FM  FM 


MT  étant  la  tangente  à  la  circonférence  de  rayon  i  au  point  M;  on 
peut  encore  écrire 

(Jx  _  cosFMO 

dv  ■"  ""fm"  ' 


Mais  le  triangle  OMF  donne 


FM   =  I  -f-  «'  —  2  «  cos.r,     «•  —  !-+-  FM  '  —  ?  FM  cosFMO  ; 
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doue 

dy       I  -f-  FM    —  «'        I  I  —  a* 


^^  2  FM*  ^        2li-+-a' — 2acosj:) 

d'où 


I  -f-  a*  —  2  a  cos-c 


et  par  suite 


I   -i — ,  — =1  /x    2£(r--ûrx 


=  A  I    (2^/  — ^-r)  =  A:(2BFA— BOA). 


eu  appelant  A:  une  quantité  convenable  comprise  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit  f{x)  lorsque  x  varie 
de  o  à  e.  Faisant  maintenant  tendre  a  vers  i  ou  le  point  F  vers  le 
point  A,  en  laissant  e  constant^  c'est-à-dire  en  laissant  le  poiut  B 

flxe,  BFA  tendra  vers  BAX  =  - 4- BAC  =  - -4- ^BOA;  donc  la 

2  2  2 

limite  de  l'intégrale  sera  nk. 

h  représente,  avons-nous  dit,  une  certaine  quantité  comprise  entre 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit /^(j:)  lorsque 
X  varie  de  o  à  e*,  mais,  comme  e  peut  être  pris  aussi  petit  que  Ton 
veut,  on  voit  que  k  ne  peut  être  quey(o)  ou  plutôt  quey(-t-  o), 
en  représentant  ainsi  la  limite  vers  laquelle  tendy*(x)  lorsque  x 
tend  vers  zéro  en  restant  positif^  ainsi 

hm  /      -^  ^     ^; i =7r/H-o. 

J     1  -h  «  —  2a  cosx  ^         ' 

On  trouverait  de  même 

hm  /      -^^    '\ ^ =7r/— o, 

J_^  I -+-a*  — 2acosx  ^         ' 

(y — o)  étant  la  limite  vers  laquelle  tendy(j:)  lorsque  x  tend  vers 
zéro  eu  restant  négatif;  par  conséquent, 

/      I -t- a'  — 2«cosx  ^    ^  I      -^  \         li 


(3) 
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Si  le  seul  multiple  pair  de  ir  compris  entre  a  et  &,  au  lieu  d'être 
zéro,  était  a/iir,  on  aurait 

lim  Ç  i'  -  ^^)f[^)dx   ^  ir|/(a/iir  4-  o)  H-/(a/itr  —  o)], 
J      I -*- a' — 2CCCOSX  ^^  j      ^\  /j 

et,  si  a  et  &  comprenaient  un  nombre  Gni  quelconque  de  multiples 
pairs  de  «,  a/iir,  2(/i-hi)îr»  a(/i-f-a)7r,  ...,  ^{n-i^ p)i:^  on 
aurait 

./     1  -H  a* —  1K  cosx 

_     (      /(2/*7r4-o)4-/[2(/<H-i)7r4-0JH-/[2(/i-h2)7r4-0]4-...-f-/[a(«-h/>ji?-4-0](^ 
""'^l  4y(2//7r— o)4-/[2(/i4-i)7r— o]4y[2(/iH-2)ir— o]-4-...^-/[a(/i4-/>)jr— 0 

Ajoutons  encore  que,  lorsque  la  limite  supérieure  b  de  l'inté- 
grale est  un  multiple  pair  de  ff,  on  doit  introduire  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (3)  un  nouveau  terme  égal  à  '^fi^b  —  o),  et 
que,  lorsque  la  limite  inférieure  a  est  un  multiple  pair  de  ir,  ou 
doit  encore  tenir  compte  de  'Kfia  -ho). 


SUR  LE  TAUTOGHRONISME  QUAND  ON  A  ÉGARD  AU  FROTTEM EITT  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Nous  supposerons  dans  cet  article  qu'un  point  matériel  soumis  à 
l'action  de  forces  dépendant  uniquement  de  la  position  de  ce  point 
soit  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe,  et  nous  nous  proposons 
de  former  Téquation  di fièrent ielle  des  courbes  pour  lesquelles  le 
mouvement  de  ce  point  jouit  de  la  propriété  du  tautochronisme 
quand  on  a  égard  au  frottement.  Nous  suivrons,  dans  ce  but,  la 
belle  méthode  donnée  par  M.  Puiseux  [Journal  de  Liouville, 
t.  XIX,  i"  série,  p.  4' 8). 

Soient  T  et  N  les  composantes  tangenlielle  et  normale  de  la  force 
qui  agit  sur  le  mobile.  Désignons  par  ^  sa  vitesse  et  par  s  l'arc  par- 
couru, compté  à  partir  d'un  point  fixe  de  la  courbe.  L'équation 
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dillérentielle  du  mouvement  sera,  comme  on  sait, 

(.)  ^_  =  T-/N-/1., 

j  désignant  le  coefficient  de  frottement  et  f  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  considéré. 

Cette  équation,  étant  linéaire,  aura  une  intégrale  de  la  forme 

!-=Cy(5)-f.;K5), 

f  et  ip  étant  deux  fonctions  de  5  à  déterminer,  et  l'expression  du 
temps  sera 

Pour  que  le  mouvement  jouisse  de  la  propriété  du  tautocliro- 
nisme,  il  faut  que  cette  intégrale  puisse  se  mettre  sous  la  forme 


/  = 


/Vif s 


P  étant  une  certaine  fonction  de  5,  P^  sa  dérivée  et  A  la  constante 
arbitraire^  on  aura  alors 


A  —  p» 


('0 


«n.« 


»'S 


On  voit  d'ailleurs,  ce  qui  était  évident  a  priori,  que  les  deux  li- 
mites entre  lesquelles  on  intègre  se  rapportent  au  point  P  =  ^A 
pour  lequel  la  vitesse  devient  nulle,  et  au  point  P  =  o,  pour  lequel 
il  y  aurait  équilibre  si  le  mobile  y  était  placé  sans  vitesse  initiale. 

Exprimons  que  la  valeur  (a)  de  (^  satisfait,  quelle  que  soit  la 
constante  A,  à  l'équation  différentielle  (t)*,  nous  aurons  les  deux 
équations 

^  '  J         p 


a»P' 
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Pour  iutégrcr  la  première,  introduisons  comme  nouvelle  variable 
Tangle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  Taxe  des  or.  En  le  dé- 
signant par  ot>,  ou  aura 

fis 

et  la  première  des  équations  (3)  nous  donnera 

F'  =  ef-. 

On  reconnaîtra  aisément  qu'il  est  inutile  d'introduire  une  con- 
stante arbitraire. 

Portons  cette  valeur  de  P^  dans  la  seconde  équation  (3)  ^  nons 
aurons 

I=**-(/N-T) 
et,  en  diiiércntfant  les  deux  membres, 


(4)  -.^=/(/N-T)+^(/N-T); 


c'est  l'équation  diilércntielle  de  la  courbe  cherchée. 

Nous  allons  faire  deux  applications.  Supposons  d'abord  que  la 
force  qui  agit  sur  le  mobile  soit  la  pesanteur  et  que  l'axe  des  r  ail 
été  pris  vertical,  on  aura 


etTéquation  (4)  deviendra 


fi.r 


^^S^f/'+O^osw- 


Cette  équation  est  de  même  forme  que  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas 
frottement.  Donc  : 

La  cjcloïde  est  la  seule  courbe  plane  qui  jouisse  de  la  propriété 
du  tautochronisme  par  r  appoint  au  mouvement  d'un  point  pesant, 
quand  on  lient  compte  du  frottement. 
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En  second  lieu,  traitons  le  cas  où  la  force  est  centrale.  Si  Ton 
considère  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mou- 
voir comme  l'enveloppe  de  la  droite 

X  sin  «  —  y  cos  w  =  -^J;  (  w  ] , 

on  trouvera  aisément  qu'en  appelant  /•  la  distance  «à  Torigine  et  en 
désignant  par/*y(/*)  la  loi  de  la  force  émanant  de  ce  point,  on  a 

L*équalîon  (4)  deviendra 

[;^  +  ylO  -  ^' (/-^  -  y)]  (+ +  •r)  =  -M/*+ •)  fW- 

C'est  une  équation  du  second  ordre  en  (|/  qui  parait  d'une  intégra- 
tion difficile. 

Mais,  si  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance,  <5'(/')  sera 
une  constante  i,  et  Téquatîon  deviendra 

ou 

/  I  \  /  f 

H-  //|=r  O. 


.^(L-ipy.^^{L^ 


Cette  équation  est  encore  de  même  forme  que  dans  le  cas  où 
il  n'y  a  pas  de  frottement.  Donc  : 

L'épicjcloïde  est  la  seule  courbe  plane  tautochronc  pour  djes 
forces  centrales  proportionnelles  à  la  distance,  lorsqu'on  tient 
compte  du  frottement. 

En  terminant,  nous  signalerons  un  élégant  article  de  M.  Ilaton 
de  la  Goupillière  [Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  a*  série,  p.  204), 
dans  lequel  il  est  démontré  que  l'épicycloïde  est  la  courbe  la  plus 
générale  pour  laquelle  la  loi  de  la  force  soit  comprise  dans  la  for- 
mule générale  de  Lagrange  relative  au  tauloclironisme.  Mais, 
comme  le  fait  bien  justement  remarquer  M.  Haton  de  la  Goupillière, 


488  PREMIÈRE  PARTIE. 

la  formule  de  Lagrangc,  qui  contient  des  fonctions  arbitraires  d'une 
seule  variable,  est  très-loin  de  donner  la  solution  générale  du  pro- 
blème du  tautoclironisme,  et  il  résulte  des  remarques  de  M.  Ber- 
trand que  la  formule  qui  doit  remplacer  celle  de  Lagrange  doit 
contenir  dans  son  expression  une  fonction  arbitraire  de  deux 
variables.  La  recherche  que  nous  avons  entreprise  dans  cet  article 
n'était  donc  pas  inutile. 

Nous  ferons  d'ailleurs  remarquer,  en  terminant,  q[ue  la  méthode 
suivie  pourrait  encore  s'appliquer  sans  modification  si  Ton  intro- 
duisait une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et 
même  de  la  forme 
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KOENIGSBERGER  (L.).  —  Zur  Gesghichte  der  Tbeorie  dbr  elliptisghen 
Traxscendenten  in  den  Jahren  1826-29.  Leipzig,  1879.  —  i  vol.  in-S**, 
104  pages. 

Voici  un  demi-siècle  que  Jacobi  a  fait  paraître  les  Fundamenta 
nova  et  qu'Abel  est  mort;  M.  Koenigsberger,  à  Toccasion  de  cet 
anniversaire,  a  publié  une  intéressante  étude  historique  sur  cette 
période  de  trois  années,  si  riche  en  découvertes  de  premier  ordre, 
où  Abel  et  Jacobi  employèrent  à  Tenvi  les  ressources  de  leurs  rares 
génies  à  la  fondation  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le 
Volume  de  M.  Koenigsberger  se  termine  par  une  analyse  de  ceux 
des  papiers  posthumes  de  Gauss  qui  se  rapportent  à  cette  théorie; 
on  en  trouvera  plus  loin  la  traduction  à  peu  près  complète.  Le 
sujet  offre  en  lui-même  un  vif  intérêt,  et  celui  qui  Ta  traité  est  aussi 
compétent  qu'il  est  possible.  Nous  résumons  d'abord  rapidement  la 
partie  historique  de  son  Livre. 

C'est  à  la  découverte  d'Euler  qu'on  peut  faire  commencer  Thîs- 
toire  de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques.  En  lySôLegendre 
publia  le  Mémoire  sur  les  intégrations  par  des  arcs  d'ellipse, 
en  1793  le  Mémoire  sur  les  transcendantes  elliptiques ;\\  réunit 
ses  recherches  dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  sur  divers 
ordres  de  transcendantes  et  sur  les  quadratures  (1811-1819),  et 
plus  tard  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales 
eulériennes  (1825-1826).  Abel  et  Jacobi,  au  moment  de  la  publi- 
cation de  leurs  premiers  travaux,  ne  connaissaient  que  les  Exercices. 

Le   Traité  contient  la  réduction  des   intégrales  de   la  forme 


/ 


où  P  est  une  fonction  rationnelle  et  R  la  racine  carrée  d'un  poly- 
nôme du  quatrième  degré,  aux  trois  types  fondamentaux,  la  réduc- 
tion à  la  forme  normale  au  moyen  d'une  transformation  linéaire, 
le  théorème  de  l'addition  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
l'application  de  ce  théorème  à  la  multiplication  et  à  la  division. 

BuJl.  des  Sciences  math.,  a"  série,  t.  III.  (Décembre  1879.)  3^ 
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Le  théorème  de  radditioii  des  intégrales  elliptiques  de  seconde 
ospixe  donne  a  l'auteur  l'occasion  de  réunir  les  divers  théorèmes 
connus  depuis  longtemps  sur  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 
L'étude  de  l'intégrale  complète  le  conduit  k  la  relation  célèbre 

FE'  — F'E-  FF'=-f 

a 

général isée^ar  Weierstrass  et  Riemann. 

Les  recherches  relatives  aux  intégrales  de  troisième  espèce,  que 
le  paramètre  vient  compliquer,  présentaient  de  grandes  difficulté. 
Legendrc  donne  plusieurs  résultats  importants,  notamment  les 
théorèmes  sur  l'addition. 

Il  fait  de^la  transformation  de  Landen  une  application  singulière- 
ment heureuse  et  féconde.  En  répétant  cette  transformation,  il 
parvient  h  former  une  chaîne  indéfinie  de  modules,  qui  fournit  une 
méthode  simple  pour  le  calcul  approché  des  intégrales  de  première 
et  de  seconde  espèce. 

Ce  point  appartient  à  la  théorie  delà  transformation,  que  Legendrc 
touche  d'ailleurs  dans  un  Chapitre  de  son  Traité  où  il  donne  en 
particulier  la  transformation  du  troisième  ordre,  en  restant  toute- 
fois principalement  préocupé  de  l'intérêt  que  ce  genre  de  recherches 
présente  relalivoment  au  calcul  numérique  des  intégrales  cllip 
tiques. 

La  publication  du  Livre  de  Legendrc  précède  à  peine  celle  des 
premiers  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  travaux  qui,  ainsi  qu'il  a  été 
dît,  furent  entrepris  avant  ({ue  leurs  auteurs  eussent  connaissance 
de  ce  Traité. 

Le  premier  travail  d'Abel  (publié dans  ses  papiers  posthumes)  est 
intitulé  :  Propriétés  reniarr/uahles  do  la  Jonction  y  ==  ç(x)  déter- 
minée par  l'équation 


f[y)  th'  —  (^'^  ^[^  —  j)  (^'i  —y)"  '[^m—y]  —  o, 

f{j)  étant  une  fonction  quelconque  dej,  qui  ne  des^ient  pas  zéro 
ou  infinie  lorsque  y  =z  ^t  ^i'i  •  •  •  -»  «m» 

Il  établit  la  périodicité  et  détermine  les  zéros  et  les  infinis.  Ainsi 
Abel ,  dès  Télé  de  1 8^5 ,  s'était  déjfi  occupé  du  problème  de  rinversioi» 
des  fonctions  hyperellipticjues  et  était  parvenu  à  la  notion  de  la 
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double  périodicité  des  fonctions  elliptiques  ^  il  ne  parait  pas,  d'ail- 
leurs, avoir  connu  le  résultat  démontré  plus  tard  par  Jacobi,  à  savoir 
qu'il  ne  peut  exister  de  fonction  uniforme  d'une  seule  variable 
ayant  plus  de  deux  périodes. 

Dans  le  Mémoire  Sur  une  propriété  remarquable  d'une  classe 
très  étendue  de  Jonctions  transcendantes,  il  parvient  au  théorème 
sur  l'interversion  de  l'argument  et  du  paramètre  pour  les  intégrales 
hyperelliptiques,  et,  dans  son  Extension  de  la  théorie  précédente, 
il  établit  une  propriété  analogue  pour  les  intégrales  d'une  équation 
dilTérentielle  linéaire.  Sans  aucun  doute,  dès  Tannée  1825,  non- 
seulement  Abel  était  en  possession  des  fondements  d'une  théorie 
étendue  des  fonctions  elliptiques,  mais  encore  il  s'eSbrçaitde  fonder 
une  théorie  des  intégrales  a  dilTérentielle  algébrique.  On  trouve 
dans  ses  papiers  posthumes  pour  cette  année  un  travail  Sur  la  com- 
paraison des  fonctions  transcendantes  qui  contient  la  généralisation 
célèbre  du  théorème  d'Euler  pour  l'addition  des  intégrales  ellip- 
tiques, généralisation  qui  est  regardée  à  bon  droit  comme  le  théo- 
rème fondamental  de  la  nouvelle  Analyse. 

Enfin  il  y  a  encore,  pour  cette  même  année  1825,  dans  les  papiers 
d' Abel,  un  travail  qui  contient  en  germe  les  recherches  publiées 
quelques  années  après  dans  le  Précis  d'une  théorie  des  fonctions 
ellipti{/ues.  On  y  trouve  la  réduction  aux  types  fondamentaux  de 

l'intégrale  elliptique 

/Pdx 

et  la  relation  la  plus  générale  entre  des  intégrales  elliptiques,  sous 
la  forme 

P-4-Qv^R       ^,.      P-+-Q'\/S 


=  A  log ^^^  -+-  A'  lo 


or 
O 


P  — Qv/ll  F— QVR 

Le  premier  Volume  du  Journal  de  Crelle  (  1 826)  contient  le  Mé- 
moire d'Abel  (primitivement  rédigé  en  français)  intitulé   Ueber 

die  Intégration  der  Differentialformel  ^—=  »  wenn  R  und  p  ganze 

VR 

Functionen  sind,  Abel  y  cherche  loules  les  diUërentielles  de  cette 

34. 
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(orme  dont  riiiu*gralc  [tout  sV*xpriincr  par  une  fonction  de  la  forme 
logv ^^*  ^^  montre  que  ce  proLIèincest  le  plus  général  qu'on 

puisse  se  poser  relativement  à  la  réduction  des  intégrales  de  la  forme 

('■~  à  des  fondions  loG^aritlimiques.  Ce  travail  fut  vraisenibla- 

Memenl  remis  pcTSonnellement  n  Crelle  par  Abel,  lorsqu'il  passa  À 
Berlin  ponrse  rendre  h  Paris.  IlolmhoeJ'éditeurdeses  OEuvres  com- 
plètes, rapporte  (|u*Ahel  lui  a\ait  dit  que,  «  lors  de  son  séjour  h 
Paris,  en  1 826,  il  axait  déjà  achevé  la  partie  essentielle  des  principes 
qu'il  avançait  dans  la  suite  sur  ces  fonctions,  et  qu'il  aurait  bien 
voulu  remettre  la  publication  de  ses  découvertes  jusqu'à  ce  qu'il  en 
eut  pu  composer  une  théorie  complète,  si,  en  attendant,  M.  Jacobi 
ne  s'était  mis  sur  les  rangs  n. 

Dans  cette  mèm(;  année,  A  bel  communiqua  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  un  important  Mémoire  sur  les  intégrales  à  ditlë- 
rcntielles  algébriques.  Ce  Mémoire,  écrit,  parait-il  «  d'une  façon  peu 
lisible,  ne  fut  l'objet  d'aucun  rapport.  On  en  demanda  copie  à  l'au- 
teur :  il  n'en  remit  point  et  le  laissa  là.  Il  ne  fut  publié  qu'en  1841 
par  les  soins  de  Libii.  Il  contient  le  théorème  sur  l'existence  de 
l'équation 

//(  n^  .ri  ■  ^'-^1  -+-//i  rj,  r,)  rir,  -f-  .  .  .  -h  f/{.r„,  ^ „  ;  =  r, 

une  double  méthode  pour  la  détermination  de  la  fonction  algébrico- 
logarithmique  r,  et  la  réduction  à  un  nombre  déterminé  des  inté- 
grales à  dilîérentielle  algébrique.  Rnfin  l'auteur  particularise  son 
théorème  pour  le  cas  011  rirratîounelle  engagée  sous  le  signe^" est 
racine  d'une  équation  binôme,  et  donne,  sous  une  forme  explicite,  le 
théorème  sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques  et  byperellîp- 
tiqucs. 

Kon-seulemcnt  Abi'l  laissa,  sans  s'en  occuper,  son  Mémoire  à 
l'Académie  des  Sciences,  mais  il  allenclil  trois  années  pour  envoyer 
à  Crelle  (6  janvier  1829)  un  travail  sur  le  même  sujet,  intitulé 
Démonstration  d'unn  propriété  générale  d'une  certaine  classe  de 
fonctions  transcendantes.  C'est  une  exposition  rapide,  pareille  à 
celle  qui  a  été  trouvée  dans  les  papiers  posthumes  et  dont  il  a  été 
déjà  parlé. 
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En  décembre  1826,  il  dît  dans  une  Leltro  à  Holmboe  :  «  J*aî 
écrit  un  grand  Mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques,  qui  renferme 
des  choses  assez  curieuses  et  qui  ne  manquera  pas,  je  m'en  flatte, 
de  fixer  l'attention  du  monde  littéraire.  Entre  autres  choses,  il 
traite  de  la  division  de  l'arc  de  la  lemniscate.  Ah!  qu'il  est  magni- 
fique !  Tu  verras.  J'ai  trouvé  qu'avec  le  compas  et  la  règle  on  peut 
diviser  la  lemniscate  en  q"  -f- 1  parties  égales,  lorsque  le  nombre  a"  -f- 1 
est  premier.  La  division  dépend  d'une  équation  du  degré 

mais  j'en  ai  trouvé  la  solution  complète  à  l'aide  des  racines 
carrées.  Cela  m'a  fait  pénétrer  en  même  temps  le  mystère  qui  a 
enveloppé  la  théorie  de  M.  Gauss  sur  la  division  de  la  circonférence 
du  cercle.  Je  vois,  clair  comme  le  jour,  comment  il  y  est  arrivé.  » 

Dans  une  Lettre  à  Grelle,  du  même  mois,  il  revient  sur  la  même 
pensée. 

Enfin,  le  4  mars  1827,  il  écrit  de  Berlin  à  Holmboe  : 

((  Mais  voici  le  Mémoire  qui  l'emporte  sur  tous  les  autres  : 
Tliéorie  des  fonctions  transcendantes  en  général  et  celle  desfonc- 
tions  elliptiques  en  particulier.  Mais  diilérons  de  t'en  faire  part 
jusqu'à  mon  retour.  » 

C'est  à  partir  de  ce  retour  en  Norvège  que  commence,  à  propre- 
ment parler,  cette  lutte  glorieuse  aVec  Jacobi,  dont  le  résultat  fut 
la  création  de  la  nouvelle  théorie. 

Ce  dernier,  dans  deux  Lettres  à  Schumacher  (i3  juin  et 
2  août  1827),  imprimées  en  septembre  1827  dans  le  n**  123  des 
Astronomische  Nachrichten,  publia  ses  premières  découvertes 
sur  la  transformation  des  intégrales  elliptiques.  La  transformation 
générale  de  l'intégrale  de  première  espèce  y  est  donnée  sans  démons- 
tration*, les  transformations  du  troisième  et  du  cinquième  degré  y 
sont  traitées  explicitement,  dans  leur  relation  avec  la  multiplica- 
tion et  la  division  par  3  et  par  5. 

Legendre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  avait  parlé  de  la  trans- 
formation du  troisième  degré  dans  son  Traité,  publié  enjanvier  1827, 
et  que  Jacobi  ne  connaissait  pas  encore;  dès  qu'il  eut  connaissance 
des  Lettres  à  Schumacher,  il  entama  avec  Jacobi  une  importante 
(!orrespondancc,  que  le  Bulletin  a  publiée,  et  dont  M.  Koenigs- 
herger  donne  de  nombreux  extraits.  Le  géomètre  allemand,  avec 
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une  francliiso  qui  est  digne  de  son  génie,  y  reconnaît  qu'il  était 
parvenu  par  induction  au  théorème  général  sur  la  transformation 
et  qu*il  Ta  publié  avant  d'en  avoir  une  preuve  rigoureuse. 

C*esl  aussi  en  septembre  1827  que  parut  dans  le  deuxième  cahier 
du  second  Volume  du  Journal  de  Crelle  la  première  I^artie  des 
Hecherchcs  sur  les  fondions  elliptiques  d'Abel.  L'auteur  ne  con- 
naissait certainement  pas  la  Communication  de  Jacobi  lorsqu'il  avait 
rédigé  les  deux  Parties  de  ce  Mémoire,  comme  il  le  dit  lui-même 
dans  une  addition  à  la  seconde  Partie,  où  il  parle  de  la  Note  de 
Jacobi  insérée  dans  les  Astronomische  Nachrichten  et  où  il  montre 
que  le  théorème  donné  par  celui-ci  sans  démonstration  est  contenu 
comme  cas  particulier  dans  une  formule  de  son  Mémoire.  Au  sur- 
plus, il  est  bien  certain  qu'Abel,  en  possession  depuis  deux  ans 
d'une  théorie  générale  dont  celle  des  transcendantes  elliptiques 
n'était  qu'un  cas  particulier,  était  sur  beaucoup  de  points  en  avance 
sur  Jacobi,  et  celui-ci  l'a  reconnu  lui-même;  il  est  sur  aussi  que 
c'est  à  ce  dernier  qu'on  doit  d'avoir  donné  de  cette  théorie  une 
construction  bien  ordonnée,  dont  les  diverses  parties  se  relient  et 
se  tiennent  mutuellement. 

Dans  ses  Recherches,  Abel  définit  la  fonction  inverse  x  =  ç(a) 
de  l'intégrale 


établit  le  lliéorènie  do  l'addition  pour  cotte  fonction  et  les  fonctions 
corrospondaulos 


montre  la  double  périodicité,  détermine  les  zéros  et  les  infinis  de 
ces  fonctions,  dovoloppe  los  formules  do  la  multiplication  pour 
^{na)yJ\noL)^V[naL)^i\\x\\  exprime  rationnellement  en  c&(a),yi[a), 
F (0c),  ot  passe  de  là  au  dilficilo  problème  de  la  division.  Il  y  donne 
les  expressions  algébriques  de 

'\lH'\     1/  •     \-.'.//-t     l'  \7//-:-|/ 
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sous  la  forme 

I       r  **»-*-« — r 

vc,„-+-vcî„-Dîr'j, 


ou 


y.  (;9)  =  y(3„  +  ,)p  4-  _l_P"'v'A,-)-  v'Aj  -  DJ'-' 


ï/t+t 


VA 


1/» 


v'Aî„-B;r'] 


et  où  les  quantités  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cpi(j3) 
et  les  A,  B  des  fonctions  de  même  nature  de  ^(a/i-f-  i)j3.  Ces 
expressions  algébriques,  dans  le  cas  où  Ton  veut  diviser  les  périodes, 
donnent  les  valeurs  de 


(/ww     \         /   mai    \ 


et  montrent  que  ces  quantités  dépendent  de  la  résolution  d'une 
équation  de  degré  (a/z-l-i)^ —  i. 

Âbel  prouve  que  le  problème  se  ramène  à  la  résolution  d'une 
équation  du  (a  fi-+-  a)**"®  degré  et  de  2/1  -4-  2  équations  du  /i**"®  degré. 
Ces  dernières  peuvent  être  résolues  algébriquement  parles  méthodes 
employées  par  Gauss  pour  la  division  du  cercle;  mais  la  résolu- 
tion ne  peut  pas,  en  général,  s'effectuer  pour  Téquation  de  degré 
2/H-  2.  Il  y  a  exception  dans  le  cas  où  e  =  c  :  c'est  le  théorème 
sur  la  division  de  la  lemniscatc  par  la  règle  et  le  compas. 

A  propos  de  ces  Recherches,  Gauss  écrit  à  Crelle  : 

«  — D'autres  occupations  m'empêchent  pour  le  moment  de  rédiger 
«•es  recherches.  M.  Abel  m'a  prévenu  au  moins  d'un  tiers.  U  vient 
d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je  suis  sorti  en  1798. 
Ainsi  je  ne  m'étonne  nullement  de  ce  que,  pour  la  majeure  partie, 
il  en  soit  venu  aux  mêmes  résultats.  Gomme  d'ailleurs,  dans  sa 
déduction,  il  a  mis  tant  de  sagacité,  de  pénétration  et  d'élégance, 
je  me  crois  par  cela  même  dispensé  de  la  rédaction  de  mes  propres 
re<^hcrches.  » 

Avant  d'avoir  lu  le  Mémoire  d'Abcl,  Jacobi  envoyait  à  Schuma- 
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cher,  sous  le  litre  Demonstratio  theorematis  ad  theoriam  func^ 
tionum  ellipticarumspectantis,  un  travail  publié  en  décembre  1827 
dans  le  n**  127  des  Astronomische  Nadir icliten  et  contenant  la 
démonstration  du  théorème  sur  la  transformation  rationnelle, 
démonstration  fondée  sur  le  nombre  de  constantes  que  comporte  la 

substitution  rationnelle j^  =  -•  Jacobi  y  introduit  aussi,  indépen- 
damment d'Abel,  la  fonction  inverse  uniforme  de  l'intégrale  ellip- 
tique, appelant  sinam  ce  qu'Abel  appelait  cf;  il  y  donne  enfin  ce 
théorème,  sans  d'ailleurs  rien  dire  de  la  suite  des  idées  qui  Tont 
conduit  au  résiJtat  : 

L'équation  diiTérentielle 

dx  (ÎY 


admet  la  solution 


>  — r  = 


^± ^ 


2 
sm  coam  - 
2 


/i-f-  I  / 


/  «    »    •    t  2K      \  /  ,    •    .    •  2/ïK    \ 

\  2/l-f-I/  \  2«-f-l/ 


Dans  une  Lettre  à  Legendre  (12  janvier  1828),  Jacobi  parle  des 
équations  modulaires  en  général,  équations  qui  forment  comme  un 
lien  entre  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques,  l'Algèbre  et  la 
théorie  des  nombres;  de  l'équation  diUerentielle  du  troisième  ordre 
à  laquelle  satisfont  les  équations  modulaires  qui  corrspondent  à  un 
degré  quelconque  de  transformation,  et  ajoute  la  remarque  suivante  : 

«  Aussi  j'ai  trouvé  que,  dans  certains  cas,  on  retombe  sur  le  même 
module....  Ce  sera  dans  tous  les  cas  où  le  nombre  n  est  la  sonmie 

de  deux  carrés,  /z  =  a2-f-4i^,  y-  étant  i/-i  la  fonction  elliptique  se 

trouve  alors  multipliée  par  a±  ibi.  C'est  un  genre  de  multipli- 
cation qui  n'a  pas  son  analogie  dans  les  arcs  de  cercle.  » 

Dans  celte  même  Lettre,  il  parle  des  Recherches  d'Abel  et  les 
résume  en  employant  ses  propres  notalions.il  indique  en  outre  une 
méthode  plus  simple  pour  la  résolution  algébrique  de  l'équation  de 
la  division.  Il  publia  ce  résultat  dans  une  Lettre  à  Crclle,  datée 
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du  25  janvier  1828,  que  ce  dernier  inséra  dans  le  premier  cahier 
du  troisième  Volume  de  son  Journal,  A  propos  de  cette  démonstra- 
tion, Abel  envoya  à  Crelle  (27  août  1828)  les  Tliéorèmes  sur  les 
fonctions  elliptiques  insérés  dans  le  deuxième  cahier  du  quatrième 
Volume.  Il  s'y  appuie  sur  cette  proposition  fondamentale  : 

Soit  ^(6)  une  fonction  entière  quelconque  de  la  quantité 
çp(6-h/wa-4-|:ji/3),  qui  reste  la  même  en  changeant  0  en  0 -i- a  et 

^n  6  +  (3  (  a  = j  (3  = j  ;  soit  v  le  plus  grand  exposant 

de  la  quantité  (f  [9)  dans  la  fonction  ^(0)  ^  ofi  aura  toujours 

oiip  etq  sont  deux  fonctions  entières  rfe  y(  2/1  -f- 1  )  ô,  la  première 
du  degré  v  et  la  seconde  du  degré  v  —  2 . 

Jacobi  revient  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  de  divi- 
sion et  de  transformation  dans  une  intéressante  Lettre  à  Legendre 
du  18  janvier  1829. 

Pendant  que  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  et  d*en  asseoir,  par  l'introduction 
des  fonctions^,  la  théorie  sur  de  nouvelles  bases,  Abel  (12  février 
1828)  terminait  la  seconde  Partie  de  ses  Recherches,  publiée  dans 
le  deuxième  cahier  du  troisième  Volume  à\x  Journal  de  Crelle,  Il  s'y 
occupe  d'abord  de   la   possibilité  d'exprimer  algébriquement  la 

fonction  y  (  -  )  quand  certaines  relations  entre  e  et  c  sont  satisfaites  : 

«C'est»,  dit-il,  «  ce  qui  arrive  toujours  si '^  ( —  j  peut  être  exprhné 

rationnellement  p^rcfl-]  et  des  quantités  connues,  ce  qui  a  lieu 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  -•  Dans  tous  les  cas  l'équation  P„  =  o 

peut  être  résolue  par  une  seule  et  même  métbode  uniforme,  qui 
est  applicable  à  une  infinité  d'autres  équations  de  tous  les  degrés. 
J'exposerai  cette  méthode  dans  un  Mémoire  séparé,  et  je  me  conten- 
terai pour  le  moment  de  considérer  le  cas  le  plus  simple  et  qui  résulte 
de  la  supposition  e  =  c  ==  i  cl  /î  =  4  v  4-  1 .  » 

Puis  il  donne  le  tliéorème  sur  la  division  de  la  lemniscate. 

Il  s'occupe  ensuite  de  la  théorie  de  la  transformation,  qu'il  traite 
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sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux  de  Jacobî,  ainsi  qu'il  Je  dit 
lui-mâmc  à  la  fin  de  son  Mémoire,  ainsi  que  Ta  reconnu  d'ailleurs 
Jacobi  avec  des  paroles  qui  témoignent  de  son  admiration  pour 
Abel. 

«  M .  Logendrc  »,  dit  ce  dernier,  ce  a  fai  t  voir,  dans  ses  Exercices  de 

Calcul  intégral,  comment  l'intégrale  1  -  peut  être 

transformée  en  d'autres  intégrales  delà  môme  forme  avec  un  modale 
diiFércut.  Je  suis  parvenu  h  généraliser  cette  théorie  par  le  théorème 

.     c- r       j  '  •                    #              .  .  (m  H- ft)»-+- (iw  —  f*)o# 
suivant  :  oi  /o/i  désigne  par  a  la  quantité s--^ ^ î-i — > 

oii  au  moins  l'un  des  deux  nombres  entiers  m  et  fi  est  premier 

as^ec  2  /i  -H  I ,  o/i  aura 

r dY -àza    C — 


•^) 


ou 

(  y*  X  —  .r*) .  .  .  (  ^*  /î a  —  .r*  ) 


X=/.j: 


(l  -h  t''6'*y*ai.r*). .  .(l-h  r*<7*ç»*/ia-r*) 


Et  plus  loin  : 

(t  Pour  avoir  uuc  théorie  complète  de  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques,  il  faudrait  connaître  toutes  les  transformations 
possibles  :  or  je  suis  parvenu  à  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes 
en  combinant  celle  de  M.  Legendre  avec  celles  contenues  dans  la 
formule  ci-de>sus,  même  en  cherchant  la  relation  la  plus  générale 
entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions  elliptiques.  Ce  théorème, 
dont  les  conséquences  embrassent  presque  toute  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  m'a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles 
propriétés  de  ces  fonctions.  » 

Dans  la  Section  intitulée  Sur  l'intégration  de  l'équation  séparée 

, -  = . ,  il  énonce  Je  théorème 

suivant  : 

Kn  supposant  a  réel  et  V équation  intégrable  algébriquement, 
il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel  ;  en  suppo- 
sant a  imaginaire  et  l'équation  intégrable  algébriquement ,  il  faut 

nécessairement  que  a  soif  de  la  forme  m  zh  \! —  i  y//,  oii  m  et  n  sont 
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des  nombres  rationnels.  Dans  ce  cas^  la  quantité  il  n  est  pas  arbi- 
traire; il  faut  quelle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité 
de  racines  réelles  et  imaginaires.  Chaque  valeur  de  fx  satisfait  à 
la  question. 

«  La  démonstration  de  ces  théorèmes  »,  dit-il  plus  loin,  «  fait 
partie  d'une  théorie  très-étendue  des  fonctions  elliptiques,  dont  je 
m'occupe  actuellement,  et  qui  paraîtra  aussitôt  qu'il  me  sera  pos- 
sible. )) 

L'année  suivante,  Âbel  mourait  sans  avoir  pu  publier  cette 
théorie. 

Dans  le  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  qui  contenait  la 
seconde  Partie  des  Recherches,  paraissait  une  Lettre  de  Jacobi 
datée  du  2  avril  1828,  où  il  donnait  l'expression  de  sinam  comme 
quotient  de  deux  séries  de  Fourier,  les  deux  fonctions  0  et  H,  et  le 

développement  de  i/  —  suivant  les  puissances  de  y  =  e    *  . 

Ces  relations  entre  les  périodes  et  les  fonctions  5,  et  d'autres  ana- 
logues, appartiennent  à  Jacobi  seul.  Abel,  qui  les  donne  en  partie 
dans  la  Note  sur  quelques  formules  elliptiques,  communiquée  à 
Crelle  en  1828  et  parue  en  1829  dans  le  premier  cahier  du  qua- 
trième Volume,  s'exprime  ainsi  :  «  Formule  due  à  M.  Jacobi  (t.  III, 
p.  193,  où  ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très-remar- 
quables et  très-élégantes).  » 

Dans  le  même  travail,  Jacobi  donne  le  développement  de  \ft, 
comme  quotient  de  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  à 

exposants  carrés  de  47  et  de  y*.  Enfin  il  y  donne  un  résultat  trouvé 

par  Abel  sous  une  autre  forme,  à  savoir  que,  à  un  module  donné, 

pour  un  degré  premier  de  transformation,  correspondent  toujours 

n  4-  I  autres  modules  transformés  que  l'on  obtient  en  remplaçant 

q  par 

i         *  1 

OM  a"  =  f . 

Ce  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  encore  un  travail 
de  Jacobi,  daté  du  24  avril  1828  et  intitulé  Note  sur  la  décompo- 
sition d'un  nombre  en  quatre  carrés. 

Cependant  Abel  cherchait  h  généraliser  le  problème  de  la  trans- 
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formation,  où,  pour  la  publication,  il  avait  été  prévenu  par  Jacobi. 
Dans  un  travail  daté  du  27  mai  i8a8  et  inséré  dans  le  n^  138  des 
Astronomische  Nachrichten  en  juin  1828,  il  annonce  que  les 
transformations  algébriques  peuvent  toujours  se  ramen'er  aux  trans- 
formations rationnelles,  et  traite  ces  dernières  en  prenant  pour 
base  Tétude  des  périodes  de  l'intégrale  proposée  et  de  la  transfor- 
mée^ il  montre  comment,  lorsque  le  degré  de  transformation  est 
composé,  le  problème  se  ramène  à  d'autres  problèmes  analogues, 
mais  plus  simples. 

Vient  ensuite  une  série  de  petites  Notices,  concernant  la  théorie 
de  la  transformation,  où  les  deux  géomètres  rencontrent  eu  partie 
les  mêmes  théorèmes  et  où  chacun  cherche  à  prévenir  les  publica- 
tions de  l'autre.  Dans  la  Suite  des  Notices  sur  les  fonctions  ellip^ 
tiques,  datée  du  21  juillet  i8a8  et  publiée  dans  le  troisième  cahier 
du  troisième  Volume  du  Journal  de  Crelle,  Jacobi  introduit  les 
fonctions  0  et  H,  considérées  en  elles-mêmes,  comme  fonctions 
fondamentales;  il  montre  que  les  intégrales  elliptiques  de  la  seconde 
et  de  la  troisième  espèce  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions ^. 

Il  y  développe  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  fonctions  5-, 
donne  les  développements  de  ces  transcendantes  en  séries  de  puis- 
sances, donne  l'élégante  expression  du  multiplicateur  de  la  trans- 
formation 

_  /ï  (  X  —  X»  )  (Fk 


M»  =  - 


\  —  *A=»  (iA 


donne  la  définition  des  équations  du  multiplicateur  et  cette  pro- 
priété remarquable  de  leurs  racines  consistant  en  ce  que,  pour  un 

degré  premier  de   transformation,  la  moitié  des   valeurs  de   y/M 
s'exprime  linéairement  au  moyen  de  l'autre  moitié. 

Il  revient  d'ailleurs  sur  l'expression  des  intégrales  de  troisième 
espèce  au  moyen  des  fonctions  3",  dans  un  travail  daté  du  1 1  jan- 
vier 1829  et  inséré  dans  le  deuxième  cahier  du  Journal  de  Crelle: 
il  y  donne  la  formule 


/  X  ,       ^  1  /«  I  M  fi 

Uiit,a)=z  uz'n]  -h   OL'i  /  -^ 


j 


Dans  le  même  Mémoire,  il  développe  les  formules  de  transfoiv    ,..; 
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nialion  pour  les  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  et 
ajoute  : 

((  On  peut  aussi  parvenir  directement  de  la  fonction  6(u)  aux 
formules  de  transformation,  en  partant  de  son  développement  en 
produit  infini,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  troisième 
Volume  de  ce  Journal.  De  là,  en  suivant  une  marche  inverse  de 
celle  qu'on  vient  de  présenter,  on  tire  sur-le-champ  les  formules 
relatives  à  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième  espèce,  et,  en  diilérentiant,  celles  de  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce.  » 

11  donne  enfin  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  laquelle  satisfont  le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  sub- 
stitution rationnelle  --  qui  sert  à  la  transformation  des  fonctions 

elliptiques  de  première  espèce,  en  sorte  que  la  formation  algébrique 
d'une  telle  substitution  «  est  entièrement  réduite  à  la  recherche 
des  équations  aux  modules  »,  et  termine  par  le  théorème  suivant  : 

Etant  supposés  connus  tous  les  modules  dans  lesquels  on  peut 

transformer  un  module  donné  x  à  Vaide  d'une  transformation 

correspondant  au  nombre  /i,  on   peut  exprimer  par  ces  mo- 

,    1                     ,                 .«.  '     j      f     y              •           2/wK -f- am'iK' 
aules    toutes  les   quantités  de   la  J  or  me  sinam » 

m,  ni  étant  des  nombres  quelconques,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  résoudre  une  équation  algébrique. 

Enfin,  dans  le  Mémoire  intitulé  De  functionibus  ellipticis  corn- 
mentatio,  qui,  daté  du  mois  d'avril  1829,  parut  dans  le  quatrièoie 
cahier  du  quatrième  Volume  du  Journal  de  C relie ^  il  donne  les 
formules  de  transformation  dos  intégrales  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce  au  moyen  des  formules  de  transformation  des  fonc- 
tions S-,  et  développe  l'équation  diflerenlielle  ordinaire  du  troisième 
ordre  à  laquelle  satisfont  U  et  V^  il  ajoute  :  «  Quod  sanc  est  theorema 
memorabile,  satis  reconditum,  numeratoremet  denominatoremsub- 
stitutionis  U,  V  singulos  definiri  posse  per  œquationem  differen- 
tialem  tertii  ordinis....  Intégrale  completum  œquationum  difi'eren- 
tialium  tertii  ordinis,  quibus  functiones  U,  V  definiuntur,  in 
promtu  esse  non  videtur.  » 

avril  1829,  l'impression  des  Fundamenta  nova  était  terminée. 


"i  i^aKaAfl^^HHmiS  ^  .  A... 
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Pendant  que  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  spéciale 
des  fonctions  elliptiques,  de  ces  fonctions  qui,  suivant  ses  expres- 
sions, (c  ont  une  manière  d'être  pour  ainsi  dire  absolue  »,  et  dont  le 
«  caractère  spécial  est  d'embrasser  tout  ce  qu'il  y  a  de  périodique 
dans  l'analyse  »,  Âbel  s'attaquait  plus  volontiers  à  des  questions 
d'un  caractère  général. 

Dans  un  travail  daté  du  25  septembre  1828,  inséré  dans  le 
n°  147  des  Astronomische  Nachrichten,  il  se  pose  ce  problème  : 

Tvousfer  tous  les  cas  possibles  où  l'on  pourra  satisfaire  à 
l'équation  différentielle 

dy  tlx 

-^  —  a 


par  une  équation  algébrique  entre  les  variables  x  et  y^  en  su/}- 
posant  les  modules  c  et  Ci  moindres  que  l'unité  et  le  coefficient  a 
réel  ou  imaginaire. 

Il  revient  sur  la  transformation  dans  la  Note  Sur  le  nombre 
des  transformations  différentes  qu'on  peut  faire  subir  à  une  fonc- 
tion elliptique  par  la  substitution  d'une  fonction  donnée  de 
premier  degré,  publiée  dans  le  quatrième  cahier  du  troisième 
Volume  du  Journal  de  Crelle,  et  dans  le  Mémoire,  publié  en  même 
temps,  intitulé  Tliéoreme  général  sur  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce  : 

«  Si  une  intégrale  algébrique^ (^  ,  x)  =  o  satisfait  à  l'équation 

(if  ndx 


on  aura  toujours 

A  -4-  B  X-  dx 

j f^    V^(  "  —  •^*'  )  i  »  —  ^^♦^•'^  ) 

A^  -^  B\r'  dy  ., 

OÙ  A,  B,  n  sont  des  quantités  données,  A',  B',  m,  k  des  quantités 
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constantes,  fonctions  des  premières,  et  p  une  certaine  fonction 
algébrique  de  y  et  x.  Il  est  très  remarquable  que  les  paramètres 
main  sont  liés  entre  eux  par  la  même  équation  que^  et  x,  savoir 

f{m,n)=o.  » 

Le  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  les  Remarques 
sur  quelques  propriétés  générales  d'une  certaine  classe  de  fonc- 
tions transcendantes.  C'est  la  particularisa tion,  pour  le  cas  des 
intégrales  hyperellipliques,  du  théorème  général  contenu  dans  le 
Mémoire  communiqué  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris  en  1826. 
11  y  parle  d'ailleurs  de  la  proposition  générale  et  en  promet  la 
démonstration;  mais,  pour  le  moment,  il  ne  veut  que  a  considérer 
un  cas  particulier  qui  embrasse  en  même  temps  les  fonctions  ellip- 
tiques, savoir  les  fonctions  contenues  dans  la  formule 


♦'''=/;;i 


dx 


R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  quelconque,  et  r  une 
fonction  rationnelle  ». 

Il  montre  d'abord  que,  en  posant 

J  (•^  — a)v/?(-^) 
o\x  f[x)  {Il  ^[x)  sont  des  fonctions  entières,  et 

0;.r)2y^(.r)-0,{-r)*y,(j:)  =  A(.r-.r,)'«.(^-^,)"N...(x--Xj.)"V, 

on  a,  en  désignant  par  e^ ,  £2?  •  •  •  >  ^(^  des  quantités  égales  à  li:  i , 


-h 


ll(.r_a)v/y(.r)      ^^  [  e(x)  y^^,  (x)  -  0,  (or)  v/^,(x)  J' 


il  donne  ensuite  les  théorèmes  analogues  pour  les  intégrales  de  la 
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forme 

/y[x)dx  r        dx 

et  en  conclut  la  proposition  générale. 

Abel  travaillait  alors,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  lettre  à  Lcgendre, 
à  la  composition  d'un  Ouvrage  qui  devait  comprendre  l'ensemble  de 
ses  découvertes*,  n'espérant  point  d'ailleurs  pouvoir  le  faire  im- 
primer en  Norvège,  il  envoya  à  Crelle  le  travail  considérable  inti- 
tulé Précis  d'une  théorie  des  Jonctions  elliptiques, 

«  Surtout  M,  dit-il,  «j'ai  cherché  à  donner  de  la  généralité  à  mes 
recherches  en  me  proposant  des  problèmes  d'une  vaste  étendue.  Si 
je  n'ai  été  assez  heureux  de  les  résoudre  complètement,  au  moins 
j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble  de  mes 
recherches  sur  cet  objet  formera  un  Ouvrage  de  quelque  étendue, 
mais  que  les  circonstances  ne  me  permettent  pas  encore  de  publier. 
C'est  pourquoi  je  vais  donner  ici  un  précis  de  la  méthode  que  j'ai 
suivie,  avec  les  résultats  généraux  auxquels  elle  m'a  conduit.  » 

La  première  Partie  du  Précis  contient  deux  théorèmes  très  géné- 
raux ;  voici  le  premier  : 

/rdx 
—. r  I  OÙ  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x, 
A  [  J?,  c  ) 

est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  et 

par  les  fonctions  elliptiques  ^,  ^i,  ^21   .  .  . ,  0/2  pourra  toujours 

supposer 

OÙ  toutes  les  quantités p,  9,  . .  . ,  ^i ,  .  . . ,  ^'^ ,  . .  . ,  y^yttjn^  •  .  •  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Le  second  théorème  répond  à  la  question  suivante  ; 

Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  peut  satisfaire 
à  une  équation  de  la  forme 

a,cT(x,,c,)  4-  .  .  .  -l-a„ni(.r„,c„) 

•4-  a,  do  (.r, ,  c\  )  -f.  .  .  .  -+-  a;„  Wo  ( «^I/i >  ^'/z,  )     . 

=  w  -h  Ajlogp,  -+-...-♦-  Avlogi'v, 
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ou  a  I ,  . . . ,  a,/,  a j ,  . . . ,  a'^,  a*^ ,  . . . ,  a j^,  A, . . . ,  Av  sont  des  quantités 
constantes,  X| , . . .  ^Xn^  Xj ,  ...  ^x^^  x^^  • .  •  ^x^ des  variables  liées 
entre  elles  par  des  équations  algébriques,  ef  u,  (^i,  (^27  •  •  «y^v  des 
fonctions  algébriques  de  ces  variables. 

Si  une  équation  quelconque  de  cette  forme  a  lieu,  et  qu'on 
désigne  par  c  un  quelconque  des  modules  quij  entrent,  il  j  aura 
parmi  les  autres  au  moins  un  module  c'  tel  qu'on  puisse  satisfaire 
à  l'équation  différentielle 

dy       doc 

en  mettant  pour  j  une  fonction  rationnelle  dex  et  vice  versa. 

La  seconde  Parlie  du  Précis  ne  fut  point  publiée. 

c(  C'est  jusqu'ici,  dit  Crelle,  que  ce  Mémoire  est  parvenu  à  l'édi- 
teur-,  M.  Abel  est  mort  (6  avril  iSSg)  sansTavoir  fini.  » 

Il  devait  contenir  l'élude  des  intégrales  elliptiques  à  module  réel 
cl  plus  petit  que  i ,  des  fonctions  inverses  des  intégrales  elliptiques 
de  première  espèce  et  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce,  de  la  double  périodicité,  la  détermination  des  zéros  et  des 
inGnis,  le  théorème  de  l'addition,  la  tbéorie  de  la  division.  Abel 
devait  aussi,  dans  cette  Partie,  revenir  sur  la  théorie  générale  des 
transformations  algébriques  en  partant  de  la  considération  des 
périodes  des  fonctions  inverses,  s'occuper  des  équations  modulaires 
et  traiter  de  ces  transcendantes  qui  constituent  le  numérateur  et  le 
dénominateur  des  fonctions  inverses^  enfin  tous  les  résultats  de  la 
seconde  Partie  devaient  être  étendus  aux  intégrales  ayant  un  module 
quelconque  réel  ou  imaginaire. 

((  Dans  ce  qu'il  a  fait  »,  dit  Poisson,  «  la  postérité  saura  recon- 
naître tout  ce  qu'il  aurait  pu  faire  s'il  eût  vécu  davantage.  » 

Nous  ne  suivrons  pas  M.  Koenîgsberger  dans  l'analyse  des  Fun^ 
damenta  nova,  et  nous  arrivons  à  ce  qui  concerne  les  papiers 
posthumes  de  Gauss,  de  celui  que  Legendre,  dans  une  de  ses 
Lettres  à  Jacobi,  ne  pouvant  croire  à  un  silence  si  longtemps 
gardé  sur  des  découvertes  aussi  considérables,  appelait  familière- 
ment V envahisseur,  et  qui  laissa  à  d'autres,  tout  entière,  une 
gloire  qui  aurait  pu  lui  appartenir  et  que,  malgré  le  rang  que  lui 
assurent  ses  immortels  travaux,  il  n'aurait  sans  doute  pas  jugée 
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indigne  Je  lui.  M.  Kocnîgsbergcr,  dans  ce  qui  suit,  pour  ce  qui 
concerne  les  dates,  prend  pour  base  le  travail  de  M.  Scliering. 

M.  Scherîng  fait  d'abord  remarquer  que,  d'après  une  communi- 
cation relative  à  une  déclaration  orale  de  Gauss,  ce  dernier  pa- 
rait avoir  connu  dès  Tannée  1794  les  relations  qui  existent 
entre  la  moyenne  aritlimético-géométrique  et  les  séries  de  puis- 
sances où  les  exposants  procèdent  suivant  les  carrés  des  nombres 
entiers,  c'est-à-dire,  dans  le  langage  actuel,  le  développement  de 
l'intégrale  elliptique  complète  K  suivant  les  puissances  de  ^,  ou, 
si  l'on  veut,  cette  équation 

qui  est  une  des  plus  belles  découvertes  de  Jacobi. 

Il  existe  une  Note  manuscrite  de  Gauss  ainsi  conçue  :  Func- 
iiones  lemniscaticas  considerare  cœperamus  1797,  Januar  8. 

Les  recherches  qui  portent  ce  titre  :  Elegantiores  integralis 

dx 

pvoprietates  doivent  évidemment  être  classées  parmi 


/ 


^i  —  x* 
les  premières  qu'il  ait  faites  sur  ce  sujet.  L'auteur  part  de  Tin- 

/dx 
}  forme  la  fonction  inverse  et  pose 

développe  le  théorème  de  l'addition  pour  sl(a±:i),  cl(a±:i), 
détermine  les  zéros  de  ces  fonctions  leniniscatiques,  établit  \v. 
théorème  de  la  multiplication  pour  sl(/iy)  cl  cl(/icf)  et  les  déve- 
loppements procédant  suivant  les  puissances  pour  arc  si  j:  et  slcp. 
Enfin  il  introduit  comme  numérateur  et  dénominateur  de  slf  les 
transcendantes  P('^)  et  Q(cp),  donne  leurs  développements  suivant 
les  puissances  et  détermine  les  limites  de  convergence;  ces  trans- 
cendantes sont  précisément  les  fonctions  de  Weierstrass  Al(çv)i, 
Al  ( ^v)o  dans  le  cas  où  A*  =  —  i . 

Dans  un  cahier  de  notes  commencé  en  juillet  1798  et  portant 
le  titre  De  ciirva  leinniscata,  il  établit  l'intégrale  algébrique  de 
Téquation  dîtrérentîclle 

dx  dy 
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en  déduit  le  théorème  de  Taddition  pour  s\[pdz  (/)^  et  donne  le 
développement  du  numérateur  P(cp)  et  du  dénominateur  Q(9)  de 
sl(^)  en  un  produit  simplement  infini,  dont  les  facteurs  sont  respec- 
tivement 

4  .v«  __  4  .v' 


((iÂ^-i)x  iaA-«-i)tt\! 


Sur  cette  représentation  analytique  des  transcendantes  P{<f)  et 
Q(cç»),  Gauss  dit  :  «  Id  quod  rigorose  demonstrare  possumus,  » 
Nous  devons  donc  supposer  qu'il  était  en  possession  d'une  partie 
des  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  relatives  au  développe- 
ment en  produit  infini  d'une  fonction  uniforme.  Entre  P(9)  et 
une  fonction  1^(f  )  qu'il  définit  à  nouveau  [et  qui  n'est  autre  que  la 
fonction  P((p)  de  la  définition  précédente],  il  établit  des  relations 
de  la  forme 

c'est  précisément,  avec  les  notations  actuelles,  la  relation 


Enfin  il  donne  le  développement  de  sl((p)  en  fractions  simples  et 
celui  de  logP(^«)  en  cosinus  de  multiples  de  2i|/7r. 

Un  cahier  de  notes  commencé  en  novembre  1 799  contient,  sur 
la  leniuiscate,  le  développement  en  série  de  Fourier  des  fonctions 

P(ipct)},  Q(ïJ/a)),  le  développement  déjà  cité 


v/ 


les   développements    en    séries    de    Fourier  de  -t-t-j — r»  P^(i{^oi)), 

Q2(^fi)),  et,  sous  le  titre  f^ariœ  summationes  serierum  abscon- 
ditœ  ,des  résultats  de  la  forme 


\e«H-c-'/    "^  V<?'«-htf-*V   ~^\fr 


5 


tf-3« 


I      W*  I  1 


2    TT*         27r         2 
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cl  l(*  dcvc'loppciiicnt  en  produit  de  la  période 

M 3  4  7  8ii    la 

2       ?.   56910  i3 

Kiifin,  à  Taide  de  la  moyenne  arithmético-géométrique,  sur  laquelle 
nous  reviendrons  bientôt,  il  obtient  des  formules  sur  la  division  en 
einq  parties  égales  de  la  lemniscate,  formules  qui  se  relient  évidem- 
ment avec  ces  théorèmes  généraux  sur  la  division  de  la  lenmiscate, 
dont,  comme  le  prouve  la  publication  des  Disquisitiones  arithme- 
ticœ,  Gauss  était  en  possession,  et  qu'Abel  retrouva  trente  ans 
plus  tard.  Concurremment  avec  ses  recherches  sur  les  fonctions 
lemniscatiques,  Gauss  s'occupait  des  intégrales  et  des  fonctions 
elliptiques  en  général.  Dans   un  cahier  dont  la   première   page 

^i  -I-  fi*sio*ii 
Novcmhr.   1799,  nous  trouvons  traité,  pour  l'intégrale  générale 
elliptique  de  première  espèce,  prise  sous  la  forme   normale  de 
Legendrc,  le  problème  de  l'inversion,  tel  qu'il  a  été  résolu,  tant 
d'années  plus  tard,  par  Abel  et  Jacobi. 

L'aut(3ur  y  suppose  connue  la  théorie  de  la  moyenne  arithmético- 
géométrique,  ou,  si  Ton  veut,  la  connaissance  de  ce  théorème 
que,  si  dans  l'intégrale 


I 


'"'  rrr 


2  7r  yV/i'cos'T  -f-  /i^sin'T 

on  fait  la  substitution 

.   ^  2  m  sin  T' 

smï  = 


(  m  -^  //  )  cos-  T'  H-  2m  sin*T' 


l'intcgralc  se  change  en 


«■0 
où 

m  -h  /ï 


en  sorte  (jiu»,  si  Tou  forme  la  suite  indéfinie  des  moyennes  arith- 
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métiques  et  géométriques  m',  /z',  m!\  n"^  . .  . ,  moyennes  qui  ten- 
dent vers  une  limite  commune  fi  =  M(m,/2),  on  a 


X 


^^'  dï  I 


2  7r  v^m*  cos»  T  -i-  /î«  sin*  T        f* 


Ce  sont  là  d*ailleurs  des  propositions  que  Gauss  ne  publia  que 
beaucoup  plus  tard,  en  janvier  1818,  dans  un  travail  intitulé 
Determinatio  attractionis  quant  in  punctum  quod^ns  positionis 
datœ  exercet  planeta.  Dans  l'analyse  donnée  par  lui-même  de  son 
Mémoire  il  s'exprime  ainsi  (9  février  1818)  : 

«  L'auteiu»  a  saisi  la  première  occasion  qui  s'offrait  à  lui  pour 
donner  les  premiers  linéaments  d'un  nouvel  algorithme,  dont  il  s'est 
servi  depuis  de  longues  années  pour  la  détermination  de  ces  trans- 
cendantes, et  sur  lequel  il  publiera  dans  l'avenir  des  recherches 
étendues  contenant  un  grand  nombre  de  résultats  importants.  » 

U  fait  comprendre  aussi  qu'il  est  en  possession  d'une  théorie 
très-étendue  des  transcendantes  elliptiques,  dont  les  recherches  de 
Lagrange  et  de  Legendre  ne  sont  que  les  commencements  : 

«  Il  n'échappera  pas  au  lecteur  qu'une  multitude  de  problèmes 
intéressants,  qui  se  relient  aux  transcendantes  en  question,  se 
trouvent  résolus  avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen  de  cet  algo- 
rithme. Comme  exemple,  nous  citerons  la  rectification  de  l'ellipse  : 
en  posant  son  demi-grand  axe  =  /i,  sa  circonférence  sera 

—  [w'»--2(m"-'-/i''^)-4(,;r*~//'^-*)-...]. 

Un  autre  exemple  est  fourni  par  la  durée  des  oscillations  d'un 
pendule  sur  un  arc  fini,  durée  qui  est  h  celle  des  oscillations  infi- 
niment petites  comme  Tunité  est  à  la  moyenne  aritlimético-géomé- 
trique  entre  i  et  le  cosinus  de  l'arc  total  d'oscillation.  Enfin  il  faut 
encore  remarquer  que  l'auteur  a  cru  devoir  publier  sous  leur 
forme  primitive  ces  résultats,  trouvés  il  y  a  bon  nombre  d'années, 
indépendamment  des  recherches  analogues  de  Lagrange  et  de 
Legendre,  quoiqu'ils  puissent  en  partie  être  déduits  aisément  des 
découvertes  de  ces  géomètres,  tant  parce  que  cette  forme  lui  parait 
présenter  des  avantages  essentiels  que  parce  qu'elle  est  précisé- 
ment  le  point  de  départ  d'une  théorie  beaucoup  plus  étendue  où 
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SCS  travaux  Toul  conduit  dans  une  direction  toute diiicrente  de  celk* 
qui  a  été  suivie  par  les  géomètres  qu'il  a  nommés.  » 

Les  rerherclics  de  Gauss  sur  la  moyenne  aritbméiico-géomé- 
trique  sont  contenues  sous  ces  titres  : 

De  origine  proprietatibusque  generalibus  numerorum  arithme- 
ticO'geometricorum 

et 

De  Junclionibiis  transcendentibus  quœ  ex  differentiaiione  me- 
diorum  arithnietico-geometricorum  oriuntur, 

dans  un  cahier  dont  Gauss  a  commencé  à  se  servir  depuis 
l'année  1800,  et  où  il  se  trouve  divers  développements  en  séries 
relalives  à  la  moyenne  aritkmético-géométrique. 

C*est  en  partant  de  ces  recherches  que  Gauss  jette  les  fonde- 
ments de  la  théorie  des  intégrales  elliptiques  et  des  fonctions 
inverses. 

Faisant 


j  Ji  -h  a' sin*  Il 


et  substituant  u  =  iangi',  il  définit  les  périodes  par  les    expres- 
sions 

K  ncosv 


w. 


M(i,/i-+-^»)       M(i,cosp) 

r  TT  COS»' 

"  M(  i,sini')  " 


,M(..y/.-,-l) 


4J 


il  pose 


sin  1/  ^=  S(^)-   S('y'w), 


donne  les  développements  en  série  Irigononiélrique  de  la  fonction 
inverse  unilornie,  et  écrit 

oii  T  vi  V  sont,  à  un  facteur  constant  près,  ce  que  Ton  a  appelé  plus 
tanl  3|  et  i„;  il  développe  ces  fonctions  et  leurs  carrés  en  séries  de 
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'  Foutiur  et  eu  produits  iiifinia  scus  la  foruic  iiièiiie  c]ui  a  ôtô 
donuùe  plus  Lard  par  Abel  et  Jacobi. 

Toutes  CCS  reclicrolics  étaicut  vraîscmblablemciit  Icrminécs  en 
1798,  comoio  il  résulte  d'uu  passage  d'uue  Lettre  do  Crelle  à  Abcl, 
où  il  cite  une  communicatiou  de  Gauss,  qui  s'exprime  ainsi  : 

«  Il  (  Abel  ]  vient  d'enûlcr  prijcisément  la  .même  route  dont  je 
suis  soi'ti  en  i7()8-  » 

Sous  ce  litre,  Einige  neue Furmaln  tlie  lemniscatUchen  Functio- 
nen  betreffeiid,  on  trouve,  dans  un  cabîer  commencé  en  iSoi, 
une  suite  de  résultats  intéressants  et  qui  probablement  ont  été 


i  beaucoup  plus    lot.   L'auteur    part  de    la 


1.1,], 


complexe  de  la  fonction  lemniscatit|iie,  donne  le  développement 
en  série  de  celle-ci,  ainsi  que  l'équation  dillërenltellc  pour  la 
transcendante  P(^)  et  le  développement  de  cette  dernière  eu 
série  de  puissances. 

En  faisant  abstraction  du  passage  célèbre  des  Disquisitione.i,  les 
publications  relatives  à  toutes  ces  reeberclics  se  réduisent  à  deux 
Mémoires  :  l'un  est  intitulé  Siiminalio  t/unnindam  serieram 
singulaiium,  et  a  été  publié  eu  septembre  1808;  on  y  trouve 
étudiés  les  séries  et  les  produits  qui  appartiennent  î\  la  tbéorie  des 
fonctions  elliptiques;  l'autre  est  le  Mémoire  sur  \a.  Determinatw 
altractionis.  etc-,  de  janvier  1818,  dont  nous  avons  déjà  parlé  et  où 
Gauss  traite  de  la  moyenne  arilbmétîco-géométrique. 

De  l'année  1808,  il  y  a  une  suite  d'importantes  rechcrcbes  sous 
ce  titre,  Zur  Théorie  der  trnnscendvnten  l'unclionen.  Gauss 
y  donne  la  délinîtiou  des  fonctions  ^,  qu'il  appelle  T;  elles  y  sont 
définies  comme  sommes  infinies  de  quantités  exponentielles  ii  expo- 
sants quadratiques  :  il  les  développe  en  séries  de  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'argument,  établit  les  relations  entre  les  dillérentes  fonc- 
tions â  pour  l'argument  xéro,  développe  la  ibrniule  pour  une 
transformation  du  second  degré  de  ces  trauscendanles,  traite  les 
équations  de  la  division  pour  le,  nombres  3,  5  et  7.  EnDn  la 
fonction  â  est  développée  eu  un  produit  doublement  inlini;  de 
ce  développement  résulte  une  formule  de  transformation  linéaire. 
Nous  savons  en  outre,  par  une  letlrr  de  Jacobi  à  Legendre  du 
~t  août  1827,  que  Gauss,  outre  la  théorie  de  la  divisiou  par  3,  5  et 
7,  connaissait  la  cbaine  des  modules  (jui  oncspond  à  ces  degrés  de 
iransforinutiun, 
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Le  rahi«-r  terminé  le  38  avril  1809  contient  les  rdadons  fUr 
les  fonctions  B'  à  argument  zéro  pour  des  mnltiples  da  module  et  k 
relations  entre  les  fonctions  ^  à  argmnent  quelconque.  Mais  ph 
intén*ssantes  et  plus  importantes  sont  les  recherches^  dont  le 
résultats  ont  été  retrouvés  plus  tard  par  Abel,  <}ai  sont  cook 
nues  dans  le  cahier  terminé  le  a  mai  1809;  elles  portent  ce  titre 
Forlselzuriff  der  l'rUersuchungen  ûher  dos  ariihmeiUch^geomt 
trische  Mittel.  Elles  contiennent  les  relations  entre  les  fonc 
tions  S*  de  module  r  et  les  fonctions  correspondantes  de  ma 
dules  4^')  >6*7  •••)  1^^  développements  en  série  des  fonctioB 
5*  à  variables  nulles,  les  relations  entre  les  diverses  fonctions 
pour  le  module  augmenté  d'une  unité  et  la  transformation! 
néaire  complète  de  ces  transcendantes  pour  la  valeur  zéro  de  l'ai 
gumcnt.  Là  aussi  sont  traitées  les  relations  qui  existent  entre  Ii 
fonctions  3-  pour  des  relations  linéaires  entre  des  modules  que  To 
suppose  racines  d*équations  quadratiques  ayant  le  même  déta 
minant  négatif,  c'est-à-dire  poiu*  les  modules  de  la  midtiplicatio 
complexe.  Enfin  on  y  trouve  encore  les  formules  de  transform; 
tion  du  second  degré  pour  les  fonctions  d^,  leur  équation  in 
dérivées  partielles  et  les  formules  connues  pour  la  seconde  dérivi 
logarithmique  de  ces  fonctions. 

JjC  cahier  commencé  eu  mai  1 808  contient  les  formules  d^addi 
tiou  et  de  niultiplication  (même  pour  un  argument  complexe).! 
aussi  les  formulc^s  de  transformation  de  degré  n  pour  les  fonctions 
(|ui  correspondent  aux  fonctions  lemniscatiques.  EnCn  les  Hm 
(h;rt  Jhr.orr.mc  iiher  die  neiien  Transcendent  on,  dont*  d'apr 
INI.  Sclu'ring,  on  ne  peut  pas  fixer  la  date,  ooncement  encore 
développement  des  fonctions  3-,  contiennent  dillerents  cas  simiJ 
de  transf(f»rmation  de  ces  transcendantes  pour  l'argument  zéro 
diverses  relations  entre  ces  fonctions  et  la  moyenne  aritbmétic 
géométrique. 

Ce  n'est  plus  que  le  20  février  18 17  qu'on  retrouve  dans  1 
papiers  de  Oauss  une  indication  relative  à  la  lemniscatisc 
Function.  En  faisant 

sl(.i)=X,      /.i-^Xrr^F'X), 

ellr  conlicnl   Ir  théorùiiic  de  Taddiliou  des  intégrales  de  secon 
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espèce,  connu  depuis  longtemps,  sous  la  forme 

Les  recherches  d'Abel  et  de  Jacobi  fournirent  de  nouveau  à 
Gauss  l'occasion  de  revenir  à  des  études  abandonnées  depuis  long- 
temps; comme  le  fait  ressortir  M.  Schering,  les  Lettres  de  Gauss  à 
Schumacher,  du  4  ^t  du  19  août  1827,  montrent  que  Schumacher, 
avant  de  publier  la  Lettre  de  Jacobi  dans  les  Astronomische  Nach- 
richten,  en  avait  communiqué  l'original  à  Gauss.  On  trouve  dans  les 
papiers  posthumes  de  ce  dernier  un  passage  vraisemblablement 
inspiré  par  la  lecture  de  la  première  Lettre  de  Jacobi  à  Schumacher. 
Dans  un  travail  intitulé  Allgemeines  Theorem  (6  août  1827),  la 
transformation,  pour  les  degrés  2,  3,  7,  est  traitée  au  moyen  des 
formules  de  transformation,  correspondantes  à  ces  degrés,  des 
fonctions  3"  de  Jacobi  que  Gauss  appelle  P,  Q,  R,  S;  elle  est  fondée 
sur  une  méthode  que  Jacobi  développa  plus  tard.  La  seconde  Lettre 
de  Jacobi,  sur  l'expression  analytique  générale  des  transformations 
rationnelles,  donne  à  Gauss  l'occasion  (29  août)  de  rechercher 
quelles  relations  doivent  exister,  pour  l'argument  zéro,  entre  les 
fonctions  3-  primitives  et  transformées,  et  de  former  l'équation 
modulaire  pour  la  transformation  du  cinquième  degré.  La  fin  des 
indications  relatives  à  cette  époque  concerne  le  développement 
d'un  cas  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  3-  et  des  condi- 
tions de  convergence  de  ces  dernières;  à  ces  conditions  se  relie  im- 
médiatement une  proposition  appartenant  à  la  théorie  des  fonc- 
tions :  Si  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  on  a  constamment 

d^W      d^Y  _ 

et  si  sur  le  contour  V  est  constamment  égal  àA^ona  partoutY  =  A . 
En  considérant  l'ensemble  des  recherches  faites  par  ce  géomètre 
d'un  incomparable  génie,  que  nous  a  fait  connaître  la  publication 
des  papiers  posthumes  de  Gauss,  on  est  sur  de  ne  pas  aller  trop 
loin  en  affirmant  qu'il  avait  trouvé  à  peu  près  trente  ans  avant 
Âbcl  et  Jacobi,  au  moins  dans  leurs  lignes  principales,  une  bonne 
partie  des  résultats  et  des  méthodes  dont  la  Science,  en  ce  qui 
touche  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  est  redevable  à  ces  deux 
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luatliéiiiaticioiis  ;  il  faut  seulement  excepter  les  rcclierclies  algé- 
bri({ucs  de  Jacobi  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 
découvertes  concernant  l'introduction  des  fonctions  S*  dans  la  théorie 
des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce,  ainsi  que  les  tra- 
vaux d'Abel  sur  le  théorème  auquel  on  a  donné  son  nom,  sur  la 
théorie  de  la  transformation  en  général  et*  sur  la  réduction  des  in- 
tégrales à  diflërentielles  algébriques.  J.  T. 


MÉLANGES. 

SUR  LES  POINTS  DE  DÉDOUBLEMENT  DE  M.  J.  PLATEAU; 

Par  m.  p.  MANSION. 

MoKSIEta    LE    RénACTEL'R, 

Perimaiez-moi  de  vous  indiquer  une  petite  erreur  typogra- 
phi(|ue  qui  s*est  glissée  dans  mon  résiuné  (Bulletin,  a*'  série,  t.  II, 
IP  Partie,  p.  2i43)  de  la  Note  de  M.  J.  Plateau,  intitulée  Quelques 
exemples  curieux  de  discontinuité  en  analyse.  Dans  l'équation 

de  la  seconde  courbe  du  n°  4,  le  facteur  (j-  —  cos  y^)   doit  ùtrc 
allecté  de  Texposant  2.  Cette  équation  est  déduite  de  celle-ci, 

en  remplaçant^  par  (j  —  cos  \/x). 

Si  je  signale  ici  ce  petit  erratum,  c*est  uniquement  pour  repro- 
duire exacleinciil,  dans  mon  résumé,  les  exemples  mêmes  de  l'ar- 
ticle original.  Nous  avons  observé  en  ell'ct,  avec  !M.  Plateau,  que, 
si  dans  les  deux  exemples  rapportés  dans  sa  Noie  ou  supprime 
Texposant  2  qui  alîecte  le  facteur  (j" —  cos.r),  les  nouvelles  équa- 
tions ainsi  obtenues,  savoir 

(  I )  •''  =  ( /—  cos  y/.r  j I  I  ±  V^ I  —  [  V  —  cns  ^.i]\ , 

(2)  .r_-_/w()-  —  cosv^jjl  -\  ij  —  ros\V;'j    |  Vi  -4- 0  —  cosv^rVj^i 
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sont  celles  de  deux  nouvelles  courbes  présentant  aussi,  eu 

(x  =  0^  jrz=  l), 

un  point  de  dédoublement.  A  un  certain  point  de  vue,  ces  points 
de  dédoublement  sont  même  plus  remarquables  que  ceux  que 
M.  Plateau  a  signalés  dans  la  Note  citée,  parce  que  les  tangentes 
aux  deux  branches  de  la  courbe,  qui  se  rencontrent  en  ces  points, 
au  lieu  de  se  confondre,  sont  distinctes. 

Considérons,  en  eflet,  Téquation  (i).  Elle  se  déduit  de 

(3)  x  =  j(i±v^^r7) 

en  changeant^  enyy — cos^/x).  L'équation  (3)  représente  une 
courbe  ayant  à  Torigine  un  point  double,  tangente  à  Taxe  des  y  et 
à  la  droite  x  =  ay,  et  formant  une  espèce  de  folium  dans  Tangle 
des  X  et  desj^  positifs^  au-dessous  de  Taxe  des  .r,  elle  se  prolonge 
indéfiniment  suivant  deux  branches  situées  Tune  d'un  côté,  l'autre 
de  l'autre  de  l'axe  desj^.  Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (3),  y 

par  \jr —  cos  v/x),  de  manière  à  obtenir  Téquation  (i),  la  feuille  et 
la  branche  de  droite  sont  modifiées,  les  ordonnées  étant  augmentées 

de  cos  sjjc  ;  la  branche  de  gauche  disparaît.  Le  non\eaiiJblium  ainsi 
obtenu  est  maintenant  tangent,  au  point  (x  =  o,  y  =  i  )^  à  l'axe  desj^ 
et  à  une  parallèle  à  l'axe  des  x, 

La  courbe  (2)  présente  des  particularités  analogues.  Toutefois, 
dans  l'angle  des  axes  positifs,  elle  se  compose,  non  d'une  feuille, 
mais  de  deux  branches  indéfinies  se  rencontrant  sous  un  angle  dont 
la  grandeur  dépend  de  m.  Si  m  =  i ,  cet  angle  est  encore  de  3o®. 

Agréez,  etc.  P.    Màiysioii. 


SUR  UNE  VALEUR  APPROCHÉE  DE  y^  ET  SUR  DEUX  APPROXIMATIONS 

DE  v^; 


Par   m.  C.   HENRY. 


Dans  ces  derniers  temps,  deux  savants  géomètres,  M.  LéonRodet 
et  M.  Alexéief,  ont  cherché  (*)  à  retrouver,  entre  autres  exemples 


(')  Dullctin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  1879. 
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numériques  moins  importants  :  i®  la  valeur  de; 

r  '         ' 


3       3.4      3.4.34 
sip;naléc  dans  les  Pvftceptes  du  cordeau  de  Baudkàjana;  a*  les  va- 
leurs approchées  par  défaut  et  par  excès  de  — ^  et  de  — rr-  attri- 
buées un  siècle  après  à  yJZ  par  Ârchimède  (  Traité  de  la  mesure 
du  cercle,  proposition  III). 

iNl.  Rodet  a  appliqué  à  la  série  de  Baudliâyaiia  une  formule  dn 
Persan  Al-Morouzi  et  aux  fractions  d'Arcliimcde  le  procédé  d*un 
géomètre  français  du  xvi*  siècle,  Estienne  de  la  Roche.  Ce  procédé, 
appelé  par  Tautcur  règle  de  médiation,  repose  sur  ce  principe  :  si 

j  et  -désignent  deux  fractions  à  termes  positifs,  la  fraction 7— -^ 

est  comprise  entre  les  deux. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que  les   anciens  ont  dû,  cd 

eilet,  connaître  cette  règle,  puisque,  en  posant,  au  lieu  de  a  et  b^- 

et  ->  on  obtient également  par  moyenne  arithmétique  et  par 

médiation.  Toutefois,  il  ne  semble  pas  que  cette  règle  soit  unique- 
ment eelh*  d' Archimède  ni  que  la  formule  d'Al-Morouzî  soit  celle  de 
Baiidliàyana.  La  formule  persane  ne  reproduit  pas,  en  effet,  la  phv- 
sionoinie  de  cette  dernière  série ^  en  outre,  Tapplicatiou  pureel 
simple  d(;  la  règle  de  médiation  parait  beaucoup  trop  laborieuse. 

Dans  le  but  de  retrouver  ces  valeurs  et,  en  général,  les  exemples 
numéri(|ucs  qui  nous  sont  parvenus  de  Tantiquilé,  M.  Alexéief  a 
proposé,  mais  sans  l'appliquer  à  ces  exemples,  une  solution  théo- 
rique du  problème  de  l'extraction  delà  racine  carrée  par  reaiplui 
de  la  moyenne  arithmétique  et  de  la  moyenne  harmonique. 

jNous  croyons  pouvoir  affirmer  que  ce  procédé  est  bien  véritabli*- 
inent,  avec  quelques  niodiiications  dans  la  pratique,  celui  de  Bau- 
dliAyanaet  celui  d'Arehimède.  JNous  nous  permettrons  seulement  de 
faire  remarquer  que,  avant  M.  Alexéief,   JNI.  le  professeur  Oppor- 

9.65 
mann  (')   avait  appliqué  à  la  fraction  -^  la  méthode  des  dcut 


('}  J.-L.  lli.iBhnG,  QiufsiioNcf  Jrcfumc(/c(r,  Haunisc,  1^79,  p.  65;   €}versM  09tr d"' 
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moyennes,  et  que  les  formules  données  par  M.  Alexéiei,  de  même 
que  celles  données  il  y  a  quelques  jours  par  M.  le  colonel  Mathieu  (*), 
se  déduisent  facilement  des  formules  établies  par  M.  Ed.  Lucas  dans 
la  Section  XIX  de  sa  Tliéorie  des  Jonctions  numériques  simple- 
ment périodiques  (  ^  ) . 

Ces  restrictions  établies,  soit  à  reproduire 

/-Il 


3       3.4       3.4.34' 

posons,  conformément  à  la  règle,  2  =  1X2.  Les  moyennes  arith- 
métiques  et   harmoniques  de  i  et  de  2  et  les  moyennes  de  ces 

3      i    11      M    577       816    T  •  1 

moyennes  sont  -  et  5»  — ^  et  -^?  -r-h  et  -=, —  •  Les  moyennes  arith- 
•^  2      3    12       17    400       077  "^ 

métiques  sont  approchées  par  excès  et  continuellement  décrois- 
santes. Les  moyennes  harmoniques  sont  approchées  par  défaut  et 
continuellement  croissantes.  Cherchons  les  différences  des  premières 

^  =  T7— 7 ?  —  —  -r-k  =  0/0/ •  Prenons  la  première  valeur 

2.       12       3.4    12       4^^       3.4*34  . 

approchée  par  défaut  =  n-^>  et  nous  avons  tous  les  éléments  de 

la  série,  d'où  il  ressort  que  Baudhâyana  employait  en  effet  le  pro- 
cédé des  deux  moyennes,  mais  calculait  en  outre  les  différences 
entre  les  valeurs  successives  des  approximations  par  excès  et  les 
différences  de  ces  différences. 

Si  nous  considérons  maintenant  que  Woepcke  (')  a  établi  par 
des  raisons  puissantes  la  haute  probabilité  d'une  transmission  de 
connaissances  de  Tlnde  en  Grèce  vers  le  m*  siècle  avant  J.-C, 
nous  sommes  conduits  à  supposera  priori  de  grandes  ressemblances 
entre  la  méthode  indienne  et  la  méthode  archimédéenne. 

1 35 1  r~        265 

Soit,  en  effet,  à  retrouver  — rr-  ">  v3  ">  —=^  •  Posons  3  =  3  X  i . 
^  '  700  ^  ^    -^  i53 

Les  moyennes  arithmétiques  et  harmoniques  de  ces  deux  nombres  sont 


Kongelige  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Porhandlinger  og  det  Medlemmers  Arbej- 
der,  Aaret  1875,  p.  i8-3a. 

(*)  19ouveUes  jénnaies  de  Mathématiques ,  décembre  1879,  p.  53 1. 

(')  Ammetat  Joumai  0/ Mathematict  de  M.  Syl^ester,  toI.  I,  1878,  p.  aa5. 

^if^^ropagation  des  chiffres  indiens,  p.  90-91. 
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a  et  -•  Les  moyennes  de  ces  deux  moyennes  sont  ^  et  — •  Les  nou- 

•    velles  moyennes  de  ces  deux  moyennes  sont  ^  et •  Sommons 

a65 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs^  il  vient  -^'  Il  est  clair  que 

i35i 
Ton  pourrait,  en  continuant  ces  sommations,  obtenir— tt—  •  En  effet, 

97       ^65 362  97  4-  168  -4-  ^65  -4-  36a 89?.  897.  -+-56 989 

56       i53       209  564-97   4-153-4-209       5i5   5i5  4-97       571 

9804-362       i35i         .  '1'    »       !•         '  «j  *        I 

—^   .    =  — TT—  ;  mais  ce  procède  n  explique  évidemment  pas  le 

571  -I-  209        700  ^  ^    ^  ^ 

,35, 
choix  de  —^  •  Il  faut  supposer  ici  un  procédé  direct  et  indépen- 
dant du  précédent.  Le  suivant  remplit  ces  deux  conditions.  Posons 
3  =  3  X  1  •    La   moyenne  arithmétique    ou  la  médiation  de  ces 

3 
nombres  est  a,  la  moyenne  harmonique  -•  La  médiation  de  cette 

5  .  Q 

.médiation  et  de  celte  moyenne  est  -r»  la  moyenne   harmonique  ^• 

Les  moyennes  arithmétique  et  harmonique  de  cette  médiation  et 

26/5 
de  cette  moyenne  sont  -=  et  -^^  dont  la  moyenne  arithmétique  est 

1 9  23 

i35i 

— ô~-'  d'où  il  ressort  qu'Archimède  aurait  employé  le  procédé  des 

deux  moyennes  compliqué  de  médiations,  mais  en  variant,  selon 
que  Tapproxiination  cherchée  de  la  racine  doit  être  par  excès  ou  par 
défaut.  Tordre  des  médiations. 

D'ailleurs,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer,  indépendam- 
ment de  ces  coïncidences,  que  l'antiquité  a  dû  être  conduite  à  celte 
méthode  d'approximation  par  plusieurs  voies  très-directes., 

1.  Procédé  géométrique.  —  Soient  sur  une  droite  trois  points 

successifs  O,  A,  B;  décrivons  une  circonférence  sur  AB  comme 

diamètre  et  menons  les  tangentes  OT,  OT'^  désignons  par  B|  le 

centre  de  la  circonférence  et  par  A«  l'intersection  de  T'F  avec  OB; 

il  vient  O  A  <  OA^  <  OT  ^  OB  >  OB,  >  OT,  et  par  similitude  des 

1  ,      OA       OT     OA,        OT     ^.  ^r»      I        1 

triangles  rectangles  5^  =  05»   of  ~  Ub~'        *  ^^        *'  ^"^ 

valeurs  plus  approchées  de  la  moyenne  proportionnelle,  sont  préci- 
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séincnl  les  moyennes  arillimétique  et  harmonique  de  OB  el  de  OA. 

2.  Procédé  arithmétique.  —  Soient  a  et  b  deux  valeurs  quel- 
conques et  approchées  de  leur  moyenne  proportionnelle;  tout 
nombre  intermédiaire  entre  a  el  b  est  évidemment  une  valeur  plus 
approcliée  de  leur  moyenne  proportionnelle  que  l'un  deux.  Soit 

une  valeur  plus  approchée  &<  = \  on  obtient  l'autre  valeur 

ai  =  -^  ^   j  par  la  condition  ab^  =  ab. 


EnGn,  de  la  méthode  d'interpolation  des  parties  proportion- 
nelles appliquée  par  Hipparque  (deuxième  siècle  avant  J.-C.)  à  la 
détermination  deTéquinoxc,  on  tire  encore  pour  valeurs  approchées 
les  deux  moyennes,  car,  en  prenant  la  valeur  a  approchée  par 
défaut,  on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop  faible  de  ab  —  a-  \ 
en  prenant  la  moyenne  b  approchée  par  excès,  on  obtient  pour  le 
carré  un  nombre  trop  grand  de  b'^ —  ab\  donc,  en  désignant  par  a^ 
la  valeur  de  la  moyenne  proportionnelle  dans  la  supposition  des 
accroissements  proportionnels,  on  aura 


<7i  —  a  a 


h  —  a        2.  -\-  a 
d'où 

cl  par  Ja  proportion  —  =  —>  il  vient 


Observons,  en  terminant,  que,  si  la  méthode  des  deux  moyennes 
est  comparée  avec  la  méthode  plus  récente  des  fractions  continues, 
l'avantage  revient  à  la  première.  Qu'on  développe,  en  effet,  en  frac- 
lions  continues  y/S  et  ^  ;  on  constate  que  les  valeurs  trouvées  par 
l'emploi  des  moyennes  reviennent  au  calcul  des  réduites  successives 
dont  les  rangs  sont  en  progression  géométrique  de  raison  =  2,  cas 
pour  lequel  M.  Ed.  Lucas  veut  bien  nous  faire  observer  que  M.  Serrel 
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a  donné  dès  1847  {Journal  de  Liouifille,  t.  XIII,  p.  5 18)  les 
formules  retrouvées  par  lui-même  et  par  M.  Alexéîef  (*).  Il  est 
également  curieux  d'observer  que  l'application  simultanée  des  mé- 
thodes d'interpolation  par  les  parties  proportionnelles  et  de  Newton 
à  l'extraction  de  la  racine  carrée  du  produit  ab  fournit  comme  va- 
leurs approchées  par  défaut  et  par  excès  la  moyenne  harmonique 
et  la  moyenne  arithmétique  des  deux  nombres  a  et  &. 


(')  En  1873,  une  question  proposée  par  M.  le  prince  Boncompat^ni  dans  les  Non- 
'velUs  Annales  de  Mathématiques,  3*  série,  tome  XH,  p.  191,  a  conduit  aussi  à  ces  for- 
mules M.  Moret-filanc  (t.  XII,  p.  477~4So). 
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Darboux,  —  Mémoire  sur  rapproximatioii  des  fonctions  de  très- 
grands  nombres  et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en 
série.  Première  Partie.  (i-56). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  l'auteur  développe  une  méthode  nouvelle 
pour  obtenir  les  expressions  approchées  des  fonctions  de  très-grands  nombres. 
Parmi  les  applications  de  cette  méthode,  nous  indiquerons  les  suivantes  : 

1**  L'approximation  des  polynômes  de  Legendre.  L'auteur  donne  en  particulier 
une  formule  qui  permet  d'obtenir  une  expression   approchée,   Terreur  commise 

ctiint  de  l'ordre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on  le  voudra  de  -• 


(')  \o{r  Bulletin,  11,.  /,8. 
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2**  L'approximation  indéfinio  des  dérivées  /i*^<***  de 

et,  en  génçral,  de 

( x  —  a,  )*i . . .(  je  —  fl^)V 

a^  a„  . . .,  a^  étant  quelconques.  ^ 

3**  L'approximation  de  l'intégrale 


J?C*)/-C*)^. 


L'auteur  étend  le  résultat  de  Laplace  au  cas  où  les  fonctions  y  et  9  sont  imagi- 
naires, ainsi  que  les  limites  de  l'intégrale. 
4**  L'approximation  du  terme  général  de  la  série  de  Lagrange 

±;./(x)5,.(x). 

5<*  L'approximation  indéfinie  des  polynômes  qui  naissent  de  la  série  hypergéomé- 
trique  et  qui  ont  été  étudiés  par  Jacobi  et  par  M.  Tchebychef. 

Le  principe  de  la  méthode  adoptée  par  l'auteur  consiste  dans  la  détermination 
de  l'ordre  de  grandeur  des  termes  d'une  série  trigonométrique  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  des  coefficients  de  rang  éle?é  d'une  série  ordonnée  suivant  les  pui»- 
sances  de  la  variable.  M.  Darboux  montre  que  l'ordre  de  grandeur  et  l'expression 
approchée  de  ces  coefficients  se  déterminent  aisément  quand  on  connaît  les  valeurs 
pour  lesquelles  la  fonction  devient  infinie  et  la  manière  dont  elle  devient  infinie 
dans  le  voisinage  de  ces  valeurs. 

Mannheim  (-^.)'  —  ^^^  ^^^  surfaces  réglées.  (Sj-ôo). 

Mathieu  [Ém,).  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  AUégret  sur  le  pro- 
blème des  trois  corps.  (61-62). 

Clausiiis  (-ft.).  —  Sur  la  déduction  d'un  nouveau  principe  d'Élec- 
trodynamique.  (63-ii8). 

On  sait  que  M.  W.  Weber  (*)  a  cherché  à  ramener  les  phénomènes  électrosta- 
tiques et  éicctrodynamiques  à  un  principe  unique,  à  l'aide  duquel  il  exprime  la 
force  que  deux  particules  d'électricité  en  mouvement  exercent  l'une  sur  l'autre. 
Soient  e,  e'  les  masses  de  deux  particules  électriques  situées  au  temps  t  à  une 
distance  r  l'une  de  l'autre;  l'action  exercée  par  ces  particules  est  une  répulsion/*: 

Dans  cette  expression,  c  représente  une  constante. 


(')  Consultez,  au  sujet  des  formules  de  Weber  et  de  Riemann,  les  Leçons  de  Rie- 
mann,  publiées  récemment  par  Hattendorff  sous  le  titre  :  Schwere,  EUktricitàt  und 
Magnetismus^  et  dont  nous  avons  rendu  un  compte  sommaire  dans  ce  Bulletin 
(t.  XI,  p.  97). 
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Rieniann  a  énoncé  une  loi  difTérente.  En  désignant  par  x,  7,  r,  x\  y*^  z'  les 
coordonnées  des  particules  de  masse  «,  X  au  temps  r,  la  composante  suivant  Taxe 
des  X  de  la  force  que  tf'  exerce  sur  e  est 


AMi-^)] 


ee'    dr        eé 

(3)       /     ~~i^dx'^T^  dt 

'*'  c^  r'  dxWdt         dc)'*'\dt         dt)'^\dt         de)  y 

et  les  composantes  suivant  les  autres  axes  sont  données  par  des  expressions  ana- 
]o{;ucs. 

Les  formules  de  Weber  et  de  Riemann,  appliquées  à  l'action  réciproque  de  deux 
courants  fermés,  fournissent  des  résultats  concordant  avec  la  loi  d'Ampère;  elles 
satisfont,  de  plus,  aux  lois  connues  de  Tinduction  et  ne  sont  point  en  contradiction 
avec  le  principe  de  la  conservation  do  l'énergie.  Elles  suffisent  donc  à  tous  les 
liesoins  de  la  Physique  actuelle. 

Toutefois,  Weber  n'a  établi  la  formule  (1)  qu'à  la  faveur  d'une  hypothèse  parti- 
culière sur  la  constitution  intime  des  courants,  d'après  laquelle  des  quantités  égales 
d'électricités  positive  et  négative  se  déplaceraient  en  sens  contraire  avec  une 
vitesse  égale  dans  chaque  élément  conducteur.  M.  Clausius  rejette  une  conception 
aussi  compliquée  et  se  propose  de  trouver  une  expression  générale  des  actions 
électriques  compatible  avec  l'hypothèse  d'un  seul  fluide  en  mouvement  dans  les 
conducteurs  traversés  par  un  courant.  On  pourra  supposer  l'électricité  négative 
adhérente  à  la  matière,  tandis  que  Télectricité  positive  se  déplace  seule  dans  le 
sens  du  courant. 

M.  Clausius  établit  d'abord  que  les  formules  de  Weber  et  de  Riemann  ne  sont 
pas  compatibles  avec  l'hypothèse  d'un  seul  fluide  eu  mouvement  :  elles  conduisent, 
dans  ce  cas,  à  un  résultat  contraire  à  cette  proposition  expérimentale  qu'ei/t  cou- 
rant fermé  et  constant,  qui  se  trout^e  dans  un  conducteur  au  repos,  n'exerce  aucune 
force  motrice  sur  l'électricité  en  repos. 

Il  cherche  ensuite  une  expression  de  la  force  exercée  par  une  particule  e'  sur 
une  particule  e  d'électricité  dans  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  mobile  dans  les 
conducteurs.  11  suppose  que  cette  force  dépend  de  la  position  mutuelle  des  parti- 
cules ainsi  que  des  conditions  de  mouvement  déterminées  par  les  composantes  de 
leur  vitesse  et  de  leur  accélération,  et  forme,  en  conséquence,  pour  chacune  des 
trois  composantes  suivant  les  axes,  une  expression  générale  qui  dépend  des  coor- 
données relatives  de  l'une  des  particules  par  rapport  à  l'autre  et  des  coefficients 
dlfierentiels  du  premier  et  du  second  ordre,  par  rapport  au  temps,  des  coordon- 
nées des  deux  particules;  il  y  fait  entrer  provisoirement  tous  les  termes  possibles 
jusqu'au  second  ordre  inclusivement,  en  entendant  par  là  tous  ceux  qui  pro- 
viennent d'une  double  diflerentiation  par  rapport  au  temps,  et  qui  renferment 
comme  facteurs  ou  un  coefficient  différentiel  du  second  ordre,  on  deux  coefficients 
diiïcrcntiels  du  premier  ordre. 

Cette  expression  se  simplifie  déjà  beaucoup  en  choisissant  pour  axes  de  coordon- 
nées la  droite  qui  joint  les  points  où  se  trouvent  les  particules  d'électricité  au 
temps  t  (  nous  l'appellerons  axe  des  /),  et  deux  antres  axes  perpendiculaires  au 
liretiiicr,  mais  arbitraires  {axes  des  m  et  des  /i).  La  distance  des  deux  points  est 
représentée  par  r,  et  nous  supposons  les  deux  masses  électriques  égales  à  l'unité. 

L'expression  cherchée  doit  d*abord  renfermer  un  terme  indépendant  des  mouve- 


-ri 
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menu  des  particules,  et  qui  représente  la  force  éleetrostalique.  Ce  terma  est  parfai- 
tement connu  :  c'est  ~  • 

„        .  .  <im    dn    d^m    d^m    tii  dm     dl  dm     dm  dm    dm! 

Parmi  les  autres,  les  termes  en -7-9  -r-^  -tt»  -tt»  t  i"^  t  -»"*  -r-  j-»  -7-» 

'  dt     dt      dt*      dt*     dt  dl      dt  dt      dt   dt      dt 

—     ^Jml     ^     ^^     *!£.^     ^^^'^^^      di  dm^     dPd» 
dt  '     dt*  *    dt*  ^  dt     dt  ^  dt    dt  ^    dt    dt^  dt    dt  ^  di    dt*   dl   dt^  dt  dt 

-j-  -j-y  —r-  -r   ont  un  coefficient  nul;  car  ils  changent  de  signe  avec  l'une  des 

coordonn«yes  m,  «,  m\  iî\  et  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qii*un  mooTement 
suÎTant  Taxe  do  m,  par  exemple,  produise,  par  rapport  à  la  force  développée  sol- 
vant l'axe  des  /  ou  des  n,  un  effet  différent  lorsqu'il  l'exécute  vers  les  m  positib 
ou  les  m  né^tifs. 

Comme,  d'autre  part,  rien  ne  dlsUnfpie  Taxe  des  m  de  Taxe  des  m,  le  nombre  des 
coefficicuts  distincts  diminue  encore,  car  il  faut  attribuer  un  même  coefficient  aux 

Idmy       Idny   fdm'Y       /dn'Y  dm  dm'       dm  dm' 
termes  en  ^- j   et  ^- j  ,  (— j   et  (_  j  ,  -   _  et  -   _ 

En  résumé,  les  trois  composantes  L,  M,  N  de  la  force  seront  de  le  forme 

L  =  -  -H  L,  H-  L,  H-  L,, 

M  =:  M I  "+"  M|  H-  M,, 


avec 


•  ~    •  rfr  di  "*"  ^»  *^  ^®*'» 
•■        «.   df^        ,^   d*m       „   dl   dm 

"■  =  »  rfr-*-«-:sî--*-B.rfî7îF' 

WM        n   ^'"'       «.<''"»'       ^  df  dm' 

^    dl  dm'       „  dt  dm 

M,  =  B_  -7   — ; h  n,  -7-  -7-  > 

"         "  dt    dt  ^  dt    dt 

'''  =  ^'^dc'dF-^''r;^'dF'^ 

^  Cl  •  8imt  les  ▼îtesses  des  particules  ^,  e';  ,  l'angle  de  leurs  directions.  Les  coeffi- 
cients A,  A,,  . . .,  B,  R,,  ...  Ront  des  fonctions  de  r  qu'il  reste  à  déterminer 

ApK,s  avoir  exprimé  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  daus  un  système  qad- 
ronqm,  de  coordonnées,  M.  Clausii.s  a  recours,  pour  la  détermination  de.  fonc- 
lions  inconnues,  à  l'application  de  diverses  propositions  expérimenulcs,  dont  1. 
première  est  qu«/,  courant  quelconque  fermé  et  constant,  circulaml  dams  um  comdmc- 
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leur  fixe ^  n* exerce  aucune  force  motrice  sur  l'électricité  au  repos  et  réciproque- 
ment. Les  autres  propositions  dont  il  fait  usage  se  rapportent  à  l'action  de  deux 
courants  fermés,  laquelle  doit  s'opérer  conformément  à  la  loi  d'Ampère  et  aux  lois 
de  l'induction,  telles  qu'elles  ont  été  établies  par  Neumann.  En  dernier  lieu,  il 
applique  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

M.  Clausius  parvient  ainsi  à  exprimer  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force 
exercée  par  la  particule  e'  sur  la  particule  e  avec  une  seule  fonction  inconnue 
de  r,  qu'il  représente  par  R.  Il  trouve 

(3)  /  *irL'"^â    àsfls'    dt  dt\         dtXr   dt  ) 

"^  dxYds'\dt  )  "^  di    dt^y 

ds  et  ds*  sont  les  deux  éléments  de  trajectoire  correspondants  aux  particules  e  et  e' 
pendant  le  temps  dt\  Y  et  Z  ont  des  expressions  analogues.  Quant  à  l'action 
exercée  par  la  particule  e  sur  la  particule  e\  on  trouve  les  composantes  X',  Y',  7J 
en  permutant  les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  dans  les  expressions  de  X, 
Y  et  Z. 
Le  travail  effectué  par  les  forces  pendant  le  temps  dt  est 

(dx  dr  dz  dx?  .dr*  dz'\   . 

X  T^ -H  Y  ^  +  Z  ^  H- X' ^  -H  Y' ^ -f.  Z' ^  )  </r . 
dt  dt  dt  dt  dt  dt  ] 

Cette  quantité  doit,  d'après  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  être  la  dif- 
férentielle totale  d'une  autre  quantité  W  qui  dépend  des  positions  actuelles  et  de 
l'état  de  mouvement  des  particules.  On  trouve 

..  _      (1        \h    d*(r*)         d*tilds  ds') 

^'^  U       l.àr   dsds'  "^  dsds'jdt  dt) 

Bien  entendu,  W,  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  doivent  être  multipliés  par  le  produit  ee^  des 
masses  électriques  agissantes,  quand  on  suppose  celles-ci  différentes  de  l'unité. 

Par  la  considération  des  forces  électrostatiques,  on  sait  que  la  quantité  dont  la 
différentiel  le  négative  représente  le  travail  s'appelle  le  potentiel  des  deux  parti- 
cules électriques  l'une  sur  l'autre.  Par  analogie,  M.  Clausius  considère  l'expression 
ci-dessus,  abstraction  faite  du  signe  — ,  comme  un  potentiel.  Le  premier  terme 

ee' 
(5)  U=-- 

est  \c  potentiel  électrostatique;  le  reste 

r  A     r/«(r«)  d'Klds  ds' 

reçoit  le  nom   de  potentiel  électrodjrnamique.  Son  expression  est  beaucoup  plus 
simple  que  celle  des  composantes  de  la  force. 

L'expression  de  Y  que  l'on  vient  d'écrire  est  la  seule  possible  dans  l'hypotbèse 
d'une  seule  électricité  en  mouvement  dans  un  conducteur  solide.  La  fonction  R 
qu'elle  renferme  ne  peut  pas  se  déterminer  au  moyen  des  courants  fermés,  et,  par 
suite,  on  ne  peut,  dans  l'état  actuel  de  la  Science,  énoncer  à  son  sujet  que  des  pro- 
babilités. 
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Par  exemple,  si  Ton  admet  que  la  force  doit  être  une  fonction  simple  de  la  dis' 
tance,  on  est  conduit  à  poser 

R  =  A,r. 

A|  étant  une  constante.  Les  valeurs  de  Y,  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  sont  les  plus  simples  pos- 
sibles quand  on  fait  A^  =  o,  c'est-à-dire  R  =  o. 

L'expression  du  potentiel  éiectrodynamique  est  particulièrement  propre  à  la 
comparaison  des  différentes  formules  fondamentales  de  TÉlectrodynamique  propo- 
sées jusqu'à  ce  jour  (à  l'exception  de  celle  de  Gauss,  qui  ne  satisfait  pas  au  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'énergie)  :  d'après  Weber, 

^"^  ?  T\Jt)  ' 
d'après  Riemann , 

c«    r   l\M  dt  )  '^\dt         dt  )        \dt         dt  )  y 

enfin,  d'après  l'auteur, 

V—     'fi  ^!il!i        <f R  1  ds  ds' 
'^'^  l2r  dsds'  ■•"  dsds' \dt  di' 

ou,  si  l'on  suppose  R  =  o, 

V  — A—  ^^^'^  ^  Ël!. 
~"         ar   dsds'    dt  dt  * 

M.  Clausius  termine  son  Mémoire  en  cherchant  quelle  doit  être,  dans  sa  théorie. 
Faction  réciproque  de  deux  éléments  de  courant.  Pour  obtenir  la  composante  de 
cette  action  suivant  l'axe  des  x,  on  de?ra  chercher  successivement  les  composantes 
de  l'action  de  hds  sur  h'ds'  et  sur  —  h'd/,  et  de  celle  de  —  hds  sur  h'ds'  et  —  h'ds', 
en  considérant  les  quantités  d'électricité  positive  hds  et  h'ds'  comme  en  mouve- 
ment, et  les  quantités  d'électricité  négative  —  hds  et  —  h'ds'  comme  en  repos;  on 
fera  enfin  la  somme  algébrique  de  ces  quatre  expressions.  En  représentant  par  /  et  i' 

les  intensités  des  deux  courants  li=z~—y    i' z=z  — -_  j  ,  on  trouve  définitivement, 

et  dans  l'hypothèse  la  plus  générale  à  laquelle  se  rapporte  la  formule  (6), 

di       di  j^ 

(7)  *.V'Arf,'V_%05.-^  J. 

Cette  expression  ne  contient  plus  la  fonction  indéterminée  R;  elle  est  entièrement 
déterminée,  et  c'est  la  seule  compatible  avec  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  en 
mouvement  dans  les  conducteurs.  £.  B. 

Villarceau  [Y,).  — Sur  le  développement  en  séries  des  racines 
réelles  des  équations.  (  1 19-1 1^). 

a  étant  une  valeur  approchée  d'une  racine  réelle  de  l'équation 

et  la  dérivée  y  (or)  du  premier  membre  étant  supposée  ne  pas  devenir  très-petite 
dans  le  voisinage  de  cette  racine,  M.   Villarceau  cherche  à  mettre  cette  dernière 
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sous  la  forme  d'une  série  infinie  telle  que 

I  1.2  ■    i.a.J 

Cette  série  restant  conTergente   lorsque  a  reste  compris  entre  certaines  limites, 

l'identité 

dx 

^^  =  ^ 
le  conduit  &  la  détermination  des  coefficients  A  et,  en  posant 


•~</a'-    \da)'     "^'^  da''\da)  ' 


il  trouve 


—  a  — a,  — ; a,  a, — -— h  «t(n,  —  ice,)  « 

—  a,  (a^  —  loa.a, -4-i5a;)    '-^  ^''^•' 


I .3.3.4 
-Ha,  (a, —  i5  a^a,  H- io5a,aJ  —  io5a} — lOaJ) 


•  •  •  » 


I .2.3.4.3 
formule  qu'il  applique  h  deux  exemples. 

Fiichs  (L.).  — Sur  les  équations  dîfferenlîelles  linéaires  qui  ad- 
mettent des  intégrales  dont  les  diflérentielles  logarithmiques 
sont  des  fonctions  doublement  périodiques.  Extrait  d*une 
Lettre  adressée  à  M.  Hermîte.  (i25-i4o). 

L'auteur  se  propose,  en  général,  de  déterminer  les  coefficients  de  l'équation  diflfé- 
rentielle 

de  façon  qu'elle  soit  Ycrifiée  par  un  système  fondamental  d'intégrales  uniformes 
.Tn  .Ta,.  • .»  .Tm»  *cll*î*  <1"C»  ®"  posant 

on  ait 

r,  'VIS  t  rr     v  J    ('  =  «»   2,    . . .,    m). 

On  reconnaît  de  suite  que  ces  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes,  double- 
ment périodiques,  et  ne  devenant  infinies  que  de  manière  que  leurs  valeurs  réci- 
proques soient  continues.  Étudiant  eu  particulier  le  cas  d'une  équation  du  second 
ordre,  M.  Fucbs  montre  qu'on  peut  se  borner  à  étudier  le  cas  où  l'équation  est  de 
la  forme 

Si  l'on  veut  que  cette  équation  admette  une  intégrale  ayant  les  propriétés  in- 
diquées, il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  P  soit  de  la  forme 

P=  f -h  2  A,D,  loeH(a^-a,) -+.  BiDi  logH(x- «,), 


ij  SECONDE  PARTIE. 

t  étant  une  congtantc,  et  les  coefRcients  A^,  B^,  constants  eux-mème*,  étant  «les  foae- 
tiens  déterminées  des  Taleurs  a^  des  zéros  et  des  inûnis  de  rintéf^rale  et  de  leors 
ordres  de  multiplicité.  Si  l'on  suppose  que  la  fonction  P  ne  derienne  infinie  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  que  pour  la  Taleur  ;r=  aïK',  on  obtient  l'équation 
de  Lamé  sous  la  forme  que  M.  Hermite  lui  a  donnée  (Comptes  remdms,  t.  LXX\Y1, 
p.  680), 

ux*       '■ 

et  la  valeur  donnée  en  général  par  l'auteur  pour  l'intégrale  de  TéquatioD  du  se- 
cond ordre  devient  ici 

où  les  quantités  a\,  a\,  ...  dépendent  essentiellement  de  la  valear  de  A. 
Pour  le  cas  spécial,  traité  par  M.  Hermite,  où  l'équation  de  Lamé  a  la  forme 

{i*r 

—- ^  =  ('iA'sin^amjr+A^sin'ama  — i—  A*)jr, 


dx 


ou  trouve 


e'(«) 

_  HÇx  — fl)^^H(«0. 

J\  — 


e(x) 

Quant  à  la  seconde  intégrale 


r 

■r 

elle  est 


Hrx-4-a)        e,«i,' 

pourvu  que  a  ne  soit  pas  de  la  forme 

a  -=.  mk  -^  nihf      {m^  n  entiers)  ; 

dans  ces  cas  d'exception,  j\  se  présente  sous  la  forme  sin  am  x,  ces  am  x  oo  Aamx. 
et  la  valeur  de^r  8'ol>tient  aisément  en  cflTcctuant  l'intégration. 
M.  Fuchs  fait  suivre  sa  Lettre  d'un  résumé  rapide  des  recherches  qu'il  a  faites  de- 
puis qu'elle  a  été  envoyée  à  M.  Hermite,  recherches  publiées  dans  les  Aouv^lles  de 
la  Société  Royale  de  Gcrttingue  (i5  décembre  1877).  Les  équations  difTércntiellesqai 
servent  de  base  à  la  théorie  des  fonctions  de  Lamé  d'ordre  supérieur,  introduites 
par  M.  Heine,  sont  des  cas  particuliers  d'une  classe  d'équations  diflerentielles  da 
second  ordre  étudiées  par  M.  Fuchs  dans  le  Journal  de  Crclle  (t.  LXXXI,  p.  116- 
118),  et  intégrées  par  lui  au  moyen  des  intégrales  abélienncs.  Partant  des  résaltsts 
obtenus  dans  ce  Mémoire,  il  donne  les  conditions  pour  que  l'équation 

R(c)Î^H-'R'(r)^^H(r)«  =  o, 

OÙ  R(~),  H(c)  sont  des  fonctions  entières  de  degrés  m  et  m  —  a^  ait  une  intégiale 
de  la  forme 

1  .'—r  r  ilz 


1     ,—r   r  HZ 
I      '  K—A  I    - 
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G  étant  une  fonction  entière  et  X  une  constante.  Ces  conditions  étant  supposées 
remplies,  M.  Fuchs  détermine  la  fonction  G,  et  trouve  ainsi  un  système  fonda- 
mental d'intégrales;  il  se  restreint  ensuite  au  cas  où  l'équation  est  de  la  forme 

où 

R  (  r)  =  v^(i  _««)(,—  A*z^). 

Cette  équation  se  déduit  de  celle  de  Lamé,  en  y  faisant 

dz         I 

Il  parvient  ainsi  aux  intégrales   de  l'équation  de  Lamé,  et  la  même  méthode  lui 
fournit  sans  difficulté  les  cas  d'exception. 

Fiedler.  —  Géométrie  et  Géomécanîque.  Aperçu  des  faîts  qui 
monlrcnt  la  connexion  de  ces  sciences  dans  Tétat  présent  de  leur 
développement.  (141-176). 

Cette  Notice  a  été  le  texte  d'une  leçon  semestrale  faite,  en  1876,  aux  élèves  de  la 
Ci^  section  de  Tl^cole  Polytechnique  Fédérale.  Après  avoir  résumé  les  travaux  de 
M.  Mannheim,  l'auteur  expose  rapidement  la  nouvelle  conception  de  la  Cinéma- 
tique et  de  la  Dynamique  qui  a  son  origine  dans  les  recherches  de  Plûcker  et  qui 
a  été  développée  par  M.  Klein  et  spécialement  par  M.  Bail. 

On  sait,  depuis  Poinsot,  que  tout  système  de  forces  (rorj^r/r)  peut  être  d'une 
seule  manière  rais  sous  une  forme  canonique,  c'est-à-dire  réduit  à  une  force 
unique  et  à  un  couple  agissant  dans  un  plan  normal  à  cette  forme.  Six  quantités 
déterminent  complètement  ce  torseur,  à  savoir  :  quatre  grandeurs  qui  déterminent 
la  ligne  d'action  de  la  force  unique,  un  paramètre  linéaire^;  \ti  flèche^  qui  exprime 
le  quotient  du  moment  du  couple  par  la  force  unique;  ces  cinq  quantités  déter- 
minent le  complexe  linéaire,  ou  la  ins  qui,  comme  l'on  sait,  correspond  au 
torseur;  enfin  l'intensité  a."  delà  force.  Tout  mouvement  d'un  système  solide,  ra- 
mené aussi  à  la  forme  canonique  d'un  mouvement  hélicoïdal,  toute  torsion  est  dé- 
terminée par  six  quantités  analogues,  dont  quatre  pour  la  direction  de  l'axe  du 
mouvement,  ou  du  complexe  linéaire  correspondant  dont  la  cinquième,  ]a^èche, 
ou  paramètre  linéaire  du  complexe,  est  la  grandeur  de  la  translation  suivant  l'axe 
qui  correspond  à  la  rotation  de  l'angle  unité,  et  dont  la  sixième  est  l'amplitude  de  la 
rotation.  Si  l'on  considère  un  torseur  de  flèche  /»„  d'intensité  ai,  et  nue  torsion 
de  flèche /itf  d'amplitude  a*,  le  travuil  résultant  sera 

«',  «1«i«»     ®^    «„  =  (/!, -t-/>,)cos/—rfsini, 

d  désignant  la  plus  courte   distance    et  X  l'angle  des  axes  des  deux  vis;   lorsque 
ce  travail  est  nul,  les  deux  vis  sont  réciproques. 

On  trouve  la  condition  pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre  sous  l'influence 
de  trois  torscurs,  en  écrivant  qu'en  leur  adjoignant  une  torsion  quelconque  la 
somme  des  trois  travaux  résultants  est  nulle;  de  même  on  trouvera  la  condition 
pour  que  trois  torsions  se  détruisent.  On  est  ainsi  conduit  à  la  solution  du  problème 
(le  la  composition  de  deux  torseurs  ou  de  deux  torsioïis  ;  cette  composition  s'effectue  au 
moyen  d'une  surface  réglée  du  troisième  degré,  introduite  par  Plûcker,  qui  est  lieu 
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des  axet  des  complexes  compris  dans  lo  faisceau  déterminé  par  les  deux  complexes 
qui  correspondent  aux  deux  torseurs  ou  aux  deux  torsions  ;  Taxe  de  la  tîs  résultante 
est  situé  sur  cette  surface,  nommée  cjlindroïde  par  M.  Cayley;  sa  flèche  et  son  in- 
tensité s'obtiennent  par  des  règles  simples. 

On  reconnaît  aisément  que  toute  vis  réciproque  à  deux  vis  données  est  réciproque 
à  toutes  les  vis  du  cyIindro!de  qu'elles  déterminent  et  peut  être  dite  réciproque  à  ce 
cylindroîde;  les  axes  des  vis  réciproques  à  un  cylindroide  et  passant  par  un  point 
donné  forment  un  cône  du  second  degré,  lieu  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  les  génératrices  du  cylindroîde,  en  sorte  que  les  axes  de  toutes  les  vis 
réciproques  à  un  cylindroîde  forment  un  complexe  du  deuxième  degré;  on  conclut 
de  là  que  les  vis  d'un  cylindroîde  sont  réciproques  à  quatre  vis  prises  à  volonté  et 
qu'à  cinq  vis  arbitrairement  choisies  il  n'existe  qu'une  seule  réciproque. 

Cette  étude  permet  d'instituer  le  système  de  coordonnées  le  mieux  approprié  à 
ces  recherches.  Un  torseur  ou  une  torsion  peut  être  décomposée  suivant  six  vis 
données  ;  les  formules  se  simplifient  singulièrement  en  choisissant  ces  six  vis  fon- 
damentales de  façon  qu'elles  soient,  deux  à  deux,  réciproques  entre  elles  ;  elles 
forment  alors  un  sjrstème  de  coréetprocaiet, 

M.  Fiedler  montre  ensuite  comment  on  peut  introduire  les  masses  dans  les 
mouvements  et  les  systèmes  de  forces  qui  les  produisent,  comment  les  axes  d'inertie 
principaux,  considérés  comme  des  vis  etaffectés  des  flèches  ±<z,  =t^,  ±e,  égales  aux 
demi-axes  de  l'ellipsoïde  central,  forment  un  système  coréciprocal  et  peuvent  ainsi 
être  appelées  les  six  vis  d' in  ère  te  principales  du  sjrstème.  Il  parvient  ensuite  à  la 
notion  des  vis  matériellement  conjuguées,  des  vis  d'inertie  principales  d'un  système 
gêné  dans  son  mouvement,  et  termine  en  établissant  les  équations  différentielles 
générales  de  la  dynamique  des  systèmes  invariables* 

Romillj  (  W.  de).  —  Note  sur  l'intégratioii  de  réquation 

cLk*  .c      dx 

L'auteur  considère  l'intégrale 

(^(x,  ;ui)=     1      cos(:rcosu)sin^u^Ga 
•/o 

et  celles  qui  s'en  déduisent  en  remplaçant  d'abord  co8(a:co8&>)  par  sin  (ursinoi»), 
puis  en  remplaçant  dans  (7(x,  /a)  et  dans  l'intégrale  obtenue  comme  on  vient  de  le 
dire  sin'^A)  par  cos'^u.  Une  quelconque  de  ces  intégrales  est  connue  lorsque  l'on 
connaît  sa  valeur  pourytx  =  o,  i,  2,  3.  On  voit  ensuite  que,  si  V(x,  ^)cst  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  elle  satisfera  à  l'équation 

d}y      ii-^ïd\      ^_ 
dx*  X     dx  ' 

pourvu  que  V(jr,o),  V(jr,  i)  satisfassent  à  cette  équation;  on  déduit  de  là  que 
0(jr,;ui)e8t  une  intégrale,  quel  que  soit  jui,  ce  qui,  dans  quelques  cas,  permet  d'ob- 
tenir l'intégrale  générale. 

Molins  [HJ).  —  Sur  de  nouvelles  classes  de  courbes  algébriques 
gauches  dont  les  arcs  représentent  exactement  la  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce  à  module  quelconque.  (187-213). 
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Soit  S  une  courbe  dont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  s'expriment  au 
moyen  de  rindctcrmince  Ç  par  les  formules 

X  =z  a  cos{p  -h  i)  ^  -h  bcos{p  —  i)Ç, 
j'  =  a6în{p-hi)^-hàsln{p  —  i)Ç, 
z  =c  sin  ^, 

où  p  est  un  nombre  commensurable,  en  sorte  que  la  courbe  Z  soit  algébrique, 
et  où  <z,  b,  c  sont  des  constantes  liées  par  la  relation 

\ab(p*  —  ï)-hc*  4  <»*—<?'. 

[p(^a-+-b)-ha  —  àY-t-c^  ~  {a-i-by* 

si  l'on  prend  la  transformée  S'  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  £, 
l'origine  étant  le  pôle  de  transformation  et  X*  le  module  de  la  transformation,  la 
différentielle  de  l'arc  de  2'  sera 


V        (û 


sin*** 


*)•     ' 


M.  Molins  montre  ensuite  qu'on  peut  toujours  disposer  des  trois  constantes  a,  b,  p, 
dont  la  dernière  est  commensurable,  de  façon  que  la  valeur  de  c  tirée  de  la  rela- 
tion précédemment  posée  soit  réelle  et  pour  que  ^ -^  soit  positif  et  moindre 

que  Tunité.  Dans  ces  conditions,  la  courbe  2'  répondra  évidemment  au  problème 
posé.  L'auteur  donne  ensuite  plusieurs  applications. 

Laguerre.  —  Sur  les  courbes  de  troisième  classe.  (2i3-a24). 

Ce  travail  peut  être  regardé  comme  une  application  du  Mémoire  de  l'auteur 
Sur  r application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  Géométrie  analytique  (  *  ) 
{Journal  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  1).  Partant  âeVéquation  mixr«  d'une  courbe 
de  troisième  classe  mise  sous  forme  canonique,  il  introduit  les  équations  mixtes  de 
la  hessienne  et  de  la  cayleyenne  de  cette  courbe,  étudie  le  faisceau  tangentiel  de  la 
courbe  et  de  sa  hessienne,  le  faisceau  ponctuel  de  la  même  courbe  et  de  sa 
cayleyenne,  et  obtient  divers  théorèmes  relatifs  à  ces  éléments  géométriques  et  aux 
polaires  du  premier  et  du  second  ordre  d'une  droite  ou  d'un  point. 

Laurent  [H,),  —  Sur  le  calcul  inverse  des  intégrales  définies.  (  aa5- 

Le  problème  principal  que  traite  M.  Laurent  consiste  à  trouver  une  fonction 
9(x)  telle  que  l'on  ait 

Xb  f%b  /•b 

ç>(x)</jrr=o,        /     Xf{x)dx=io,     ...,       I     x*~'p(j:)<fx  =  o, 

m 

ou  une  fonction  qui  satisfasse  aux  équations  qui  se  déduisent  des  précédentes  en 


C)  Voir  Bulletin,  111,  879;  IX,  \i\. 


•  '.^^r^-^--.*^'-*.*^! 


?.=j   ^-*r^'^- 


i  — X  ---^^r 


a  n 


^~>— «^.x— *,-,-—      !f  —  r-rx-«-*^r— 1,^*^5  — i; 


luiguerre.  —  Sur  la  déterminatioa,  en  on  point  d^one  SMlace  dn 
uxtmA  ordre,  des  axes  de  Tindicatrice  et  des  raTons  de  eo«ilwre 
priocipanx*  (347'^=^^>- 


f,  %niemt  ■■  poîat  If  fHaé  s«r  ue  swrCwe  da  wcoad  ordre.  VT  et  ■!*  les 
t»m%f!nU»  a«s  dem  li^wn  de  eoariMre  q«i  se  croisent  ai  ce  potst.  Par  b  droit*  MF 
0t  Ut  eentre  de  la  svrCace  meaoi»  u  plan  P,  p«is,  aa  poût  oà  la  aofale  cleiét 
en  M  reiwj^tre  00  des  plans  de  lymetrie  de  la  soHace,  na  plaa  perpcadîemlaire  à 
eetle  n//rmale.  Ce  plan  eoape  le  plan  P  saivant  une  droite  :  par  cette  droite,  Mcaons 
nn  plan  perpendiealaîre  an  plan  de  symétrie  considéré.  Ce  dernier  plan  roKonlre 
la  nffrmzle  aa  centre  de  cooriMire  de  la  section  normale  de  la  sarCace  qni  est 
%t^Ui  à  la  droite  MT. 


Il»    ÏJÊ    normale  menée  en  an  point   M   d'ane  surface  da  second    ordre 
contre  les  plans  principaux  de  cette  sarface  en  trois  points.  Menons  respectif 
par  ces  p/>int»  trois  droites (D)  perpendiculaires  aux  plans  principaux  ;  elles 
mln#mt  nn  bjrperboloîde. 

Oia  posé,  on  peut  construire  deux  génératrices  de  cet  hyperboloîde  appartenant 
au  m/rme  sjr^t/Vme  que  les  droites  (D)  et  perpendiculaires  au  diamètre  passant  par 
le  point  M.  Ces  génératrices  rencontrent  la  normale  aux  deux  centres  de  courbure 
prinH(>aiJX  de  la  surface  relatifs  au  point  M,  et  les  plans  menés  par  le  diamètre,  per- 
fiendlculairr^ment  a  r.es  doux  génératrices,  coupent  le  plan  tangent  en  M,  suirant  les 
nt^s  de  l'Indicatrice. 

yHliti.  —  Sur   Téquilibre   relatif  d'une  masse  fluide   soumise  à 
r.'iclioii  de  Cîorp»  quelconques.  (257-264). 
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TVeill.  —  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  la  fois  à  deux 
cercles.  (a65-3o4)- 

L'auteur  considère  une  ligne  polygonale  A  qui  peut  se  mouvoir  en  restant  à  la  fois 
inscrite  à  une  circonférence  0'  et  circonscrite  à  une  circonférence  G,  ainsi  que  la 
ligne  polygonale  correspondante  a  formée  en  joignant  les  points  de  contact  des 
côtés  consécutifs  de  la  ligne  A  ;  il  montre  que  le  centre  des  moyennes  distances  de 
m  sommets  consécutifs  de  la  ligne  a  décrit  une  circonférence  fixe  pendant  le  dépla- 
cement de  cette  ligne;  si  la  ligne  polygonale  a  se  ferme  une  seule  fois,  elle  se  fer- 
mera toujours,  et  le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  polygone  ferme 
a  restera  fixe  pendant  le  déplacement  de  ce  polygone.  Cherchant  ensuite  le  rayon 
de  la  circonférence  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  des  moyennes  distances  de  n 
sommets  consécutifs  de  la  ligne  a,  M.  Weill  parvient  à  trouver  la  condition  pour 
qu'un  polygorte  d'un  nombre  donné  de  côtés  soit  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles; 
il  applique  sa  méthode  aux  polygones  de  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept  côtés,  et  montre 
en  outre  qu'on  peut,  avec  la  règle  et  le  compas,  passer  d'un  polygone  de  p  côtés 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles  à  un  polygone  de  a/)  côtés  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  cercles. 

Il  donne  ensuite  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  des  lignes  polygonales  et 
des  polygones  fermés  A  et  a,  dont  voici  quelques-unes  :  la  surface  d'un  polygone  A 
reste,  pendant  le  déplacement,  proportionnelle  à  celle  du  polygone  a  correspondant; 
dans  une  ligne  a  qui  se  déplace,  les  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par 
quatre  sommets  consécutifs  décrivent  une  circonférence  ;  dans  un  tel  polygone,  la 
somme  des  carrés  des  côtés  est  constante,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  de/»  en  /»;  dans  un  polygone  A,  la  somme  des  cosinus  des 
angles  formés  par  deux  côtés  pris  de/»  enp  reste  constante;  la  somme  des  cosinus 
des  angles  que  font  tous  les  côtés  d'un  polygone  A  avec  une  direction  fixe  reste 
constante  pendant  le  déplacement  de  ce  polygone  ;  quand  un  polygone  de  3  m  côtés 
se  déplace  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  les  côtés  opposés  se  ren- 
contrent en  m  points  qui  restent  sur  une  droite  fixe  ;  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  opposés  passent  par  un  même  point  qui  reste  fixe,  etc. 

Villarceau  (i^.)*  —  Origine  géométrique  et  représentation  géo- 
métrique des  fonctions  elliptiques,  abéliennes,  et  de  transcen- 
dantes d'ordres  supérieurs.  (3o5-3i4)- 

La  courbe  de  degré  1  m 

(x«H-  A«r*)  (x«H-  A'V')  (*'H-  *'V)  ...  =  «*" 

est  une  ovale  fermée  symétrique  par  rapport  aux  axes;  si  l'on  prend  pour  argument 
u  le  rapport  de  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  la  courbe  et  un  rayon  vecteur  fai- 
sant avec  l'axe  des  x  l'angle  ^,  si  en  outre  on  pose 


A'  =  (cos'ç>H-*"sin*y)  (cos'p-h3'"sin'p)..., 
on  aura 

en  posant 

f  =  am  u , 

liulL  fies  Sciences  math.^  a*  Série,  t.  III.  (Janvier  1879.)  R.2 
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on  aura,  en  dcsi{rnant  par  r  le  rayon  Tccteur, 

X  r       .  û' 

-  :=  cosam  //,     -  =  sin  am  k,     —  =  A am  u, 

r  r  r 

en  sorte  que  la  courbe  pourra  servir  à  représenter  les  quatre  transcendantes  anm, 
cosam  r/,  sinamu,  Aamu,  définies  comme  précédemment.  Dans  le  cas  d'une 
courbe  du  second  degré,  on  a  affaire  aux  fonctions  circulaires;  la  courbe 

fournira  la  représentation  géométrique  des  fonctions  elliptiques. 

Collet  (/.).  —  Note  sur  le  contact  géométrique  des  courbes  et  des 
surfaces.  (Sio-Sap). 

Supposons  deux  lieux  géométriques,  lignes  ou  surfaces,  se  touchant  en  un  point» 
et  imaginons  qu'une  droite  variable  rencontre  constamment  les  deux  lieux  en  se 
mouvant  suivant  une  loi  quelconque,  telle  cependant  que  la  droite  ne  soit  pas  tan- 
gente à  l'un  des  deux  lieux  lorsqu'elle  passe  par  leur  point  commun.  Lorsqu'elle 
sera  infiniment  voisine  de  ce  point,  elle  déterminera  dans  les  deux  lieux  deux 
points  infiniment  voisins.  M.  Collet  montre  que  l'ordre  infinitéaimal  delà  distance 
de  ces  deux  points  est  indépendant  de  la  loi  du  mouvement  de  la  droite,  et  qu'il 
«est  l'ordre  le  plus  élevé  que  l'on  puisse  obtenir  pour  la  distance  de  deux  points 
des  deux  lieux  infiniment  voisins  de  leur  point  commun.  Cet  ordre,  diminué  d'une 
unité, sera  celui  du  contact  géométrique  des  deux  lieux.  Considérant  ensuite  succ<ïssi- 
vement  deux  courbes,  deux  surfaces,  une  courbe  et  une  surface,  l'auteur,  pour 
chacun  de  ces  cas,  donne  l'expression  analytique  des  conditions  d'un  contact  d'ordre 
quelconque. 

Boussinesq  («/.).  —  Complément  à  une  étude  întîtulée  «  Essai 
sur  la  théorie  des  eaux  courantes»,  publiée  dans  les  Tomes  XXUI, 
XXIV  du  Recueil  des  Savants  étrangers,  et  à  un  Mémoire 
((  Sur  l'influence  des  frottements  dans  les  mouvements  réguliers 
des  fluides»,  inséré  au  Tome XIII  àw  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  2®  série,  1868.  (335-370). 

§  l*'".  —  Du  régime  graduellement  varié  dans  un  écoulement  bien  régulier  ou 
non  tourbillonnant. 

§  H. —  Influença  du  frottement  extérieur  sur  les  coefficients  d'extinction  des 
ondes,  périodiques  ou  non  périodiques,  quand  les  mouvements  sont  bien  con- 
tinus. 

§  111. —  Complément  au  §  XIV  de  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes  :  Des 
pertes  de  charge  qui  se  produisent  dans  l'écoulement  d'un  liquide  quand  la  section 
vive  du  fluide  éprouve  un  accroissement  brusque. 

§  IV.  —  Modification  à  introduire  dans  une  ^'otc  complémentaire  du  Mémoire 
sur  l'influence  des  frottements  dans  les  mouvements  réguliers  des  fluides. 

Darhoux  (G.).  —  Sur  Tapproximalion  dos  fonctions  de  très-grands 
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nombres  et  sur  udc  classe  étendue  de  développements  en  série. 
Deuxième  Partie.  (377-401). 

Dans  la  deuxième  Partie  du  Mémoire,  Tauteur  reprend  l'étude  des  polynômes  de 
la  série  h ypergéom étriqué.  Il  en  fait  connaître  diverses  impressions,  indique  diverses 
relations  entre  les  polynômes  consécutifs,  leurs  dérivées  et  leurs  intégrales,  et  il 
aborde  ensuite  son  objet  principal,  qui  est  l'étude  d'une  classe  de  développements 
en  série  de  ceux  qui  sont  ordonnés  suivant  les  polynômes 

X.=  F(— «,  a-hw,/,j:), 

où  //  reçoit  toutes  les  valeurs  entières  positives.  11  indique  d'abord  comment  on  dé- 
terminera d'une  manière  commode  les  coefficients  de  ces  polynômes  et  montre  que 
cette  détermination  peut  toujours  être  ramenée  à  celle  du  développement  d'une  cer- 
taine intégrale  suivant  les  puissances  d'une  autre  variable  ;  puis  il  indique  comment, 
la  série  étant  déterminée,  on  en  reconnaîtra  la  convergence  et  Von  en  déterminera  la 
somme. 

L^auteur,  après  avoir  traité  cette  première  question,  étudie  le  cas  où  la  variable  x, 
qu'on  a  d'abord  supposée  réelle  et  comprisç  entre  zéro  et  1,  prend  des  valeurs  quel- 
conques réelles  ou  imaginaires.  II  montre  que  les  régions  de  convergence  sont 
toujours  limitées  par  des  ellipses  homofocales  absolument  comme  on  le  savait  déjà 
pour  les  fonctions  de  Legendre.  En  imitant  une  méthode  donnée  par  M.  Neumanu 
pour  les  polynômes  de  Legendre,  il  introduit  la  considération  de  fonctions  de 
deuxième  eftpèce  définies  par  l'équation 


•  o 


*X  j:7-'(i— :r^*-T^^ 


et  il  montre  que  toute  fonction  uniforme  dans  la  région  annulaire  comprise  entre 
deux  ellipses  homofocales  sera  développable  en  une  série  contenant  généralement 
les  fonctions  des  deux  espèces. 

L'auteur  termine  son  Mémoire  en  indiquant  avec  précision  ce  qui  peut  être  géné- 
ralisé dans  la  méthode  qu'il  a  employée,  et  comment  on  pourra  appliquer  cette  mé- 
thode à  tous  les  développements  en  série  ordonnés  suivant  des  fonctions  quel- 
conques formant  une  suite  de  Sturm. 

JouhoK^shi  [ly*]'  —  Sur  la  percussion  des  corps.  (417-424)- 

L'auteur  montre  que  la  question  la  plus  générale  de  percussion  de  deux  corps 
libres,  quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité,  peut  être  ramenée  à  la  percussion  de 
deux  points  massifs.  Nous  ferons  remarquer  que  tous  les  résultais  de  l'auteur  ont 
déjà  été  obtenus,  et  par  une  voie  plus  géométrique,  par  M.  Darboux,  dans  plusieurs 
articles  sur  le  choc  des  corps,  insérés  aux  Comptes  rendus  de  C Académie  des  Sciences, 

Jouhovshi.  —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement  d*un  point  ma- 
tériel. (425-428). 

L'auteur  donne  une  méthode  pour  trouver  des  intégrales  particulières  des  cqua- 
tion:i  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan,  quand  les  lignes  de  niveau 
sont  des  lignes  isothermiques. 


R.2. 
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VIERTELJâHRSSCHRIFT  der  AsTRONomscHEN  Gbsellschaft.  Herausgegeben 
von  den  Schrififiibrem  der  Gesellschafl,  E.  Schoenfeld  und  A.  Winnecke.  — 
Leipzig.  In-8"  ('). 

Tome  XI;  187G. 
Notice  nécrologique  sur  Heinrich-Louis  d'Arrest,  (i-i^). 

D'Arrest,  né  à  Berlin  le  i3  août  1822,  est  mort  à  Copenhague  le  14  juin  1875. 
Dans  la  Notice  qu'il  lui  consacre,  M.  J.  Dreyer  raconte  sa  vie  scientifique  et  analyse 
rapidement  ses  principaux  travaux. 

Notice  nécrologique  sur  Christian- TTieodor  SchmideL  (i4)- 

Schmidelf  né  àDornreichenbach  (Saxe)  le  3  décembre  I7g5,  est  mort  à  Zehmen 
le  ao  juin  1876;  il  laisse  quelques  observations  de  comètes  et  quelques  observations 
magnétiques  ou  météorologiques  faites  eu  majeure  partie  dans  son  observatoire 
particulier  de  Zehmen. 

*  Plantamour  {E.).  —  i**  Expériences  faites  à  Genève  avec  le 
pendule  à  réversion.  Genève,  1866.  In-4°î  108  p.  —  a**  Nou- 
velles expériences  faites  avec  le  pendule  à  réversion,  et  détermi- 
nation de  la  pesanteur  à  Genève  et  auRighi-Kulm.  Genève,  1872. 
In-4«,  88  p.  {i5-33).  [Helmert.] 

*  Peters  [C.-F.-Tf^,).  — Beobaclitungen,.,,  Observations  faites  à 
Kônigsberg  et  k  Gùldcnstein  avec  le  pendule  de  Bessel.  Hambourg, 
1874.  ln-4°,  i5i  p.  (33-60).  [Helmert.] 

*  Herschel  [J.-F.-TF'.).  — A  Catalogue.,..  Catalogue  de  io3oo 
étoiles  doubles  ou  multiples,  arrangé  par  feu  Herschel  et  publié 
par  MM.  R.  Main  et  C  Pritcliaid.  Extrait  du  Tome  XL  des 
Mémoires  de  la  Société  Astronomique  do  Londres.  Londres,  1874. 
(6i-65).  [O.  Struve.] 

*  Report    of  ihe....  Rapport  du  Comité    des  Tables  mathéma- 

tiques. Londres,  1873.  Li-8°,  170  p.  —  Extrait  du  Rapport  de 
TAssocialion  Britannique  pour  Tavancement  des  Sciences  pour 
Tannée  1873.  (65-72).  [A.  Winnecke.] 


(*)  Voir  Bulletin,  I,,  i49.  —  Les  articles  marqués  d'un  astérisque  sont  des  analyses 
bibliographiques. 
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Schultz  {H.).  —  Y  a-t-il  avantage  réel  à  abandonner  la  notation 
d'Herschel  et  à  décrire  les  nébuleuses  par  des  chiffres?  Quel 
compte  doit-on  tenir  de  Téquation  personnelle  dans  les  observa- 
tions de  nébuleuses?  (73-77). 

Anonyme.  —  Note  sur  la  visibilité  du  disque  entier  de  Vénus  au 
voisinage  delà  conjonction.  {77-78). 

L'auteur  cite  divers  passages  des  Mémoires  du  Collège  Romain  où  cette  Tisibilité 
est  constatée. 

TVinneche  {A,),  —  Note  sur  une  averse  d'étoiles  filantes,  observée 
en  l'an  900.  (78-79). 

D'après  la  chronique  de  S.  Radbod,  évëque  d'Utrecht,  l'averse  aurait  eu  lieu  le 
3  décembre. 

Notice  nécrologique  sur  Augustin  Reslhuber,  par  M.  Schoenfeld. 
(82-88). 

Reslhuber,  né  à  Saass  le  5  juillet  1808,  est  mort  à  Kremsmûnster  le  29  sep- 
tembre 1875.  Nommé  adjoint  à  l'Observatoire  de  Vienne  en  i834t  il  a  dirigé  l'Ob- 
servatoire de  Kremsmûnster  de  i836  à  1875. 

*  Fergola  (£*.).  —  Sulla  posizîone,,..  Sur  la  position  de  l'axe  de 
rotation  delà  Terre  parrapportà  son  axe  de  figure.  Naples,  1874. 
In-4°,  Sa  p.  (94-1  o3).  [Helmert.] 

*  Friesach  {K.) . —  Théorie  der  Planetensforiibergânge, . . .  Théorie 

des  passages  d'une  planète  devant  le  Soleil.  Leipzig,  1874.  In-8® 
de  73  p.  avec  ai  figures  et  4  planches  lithographiques.  (io3-i  i3). 
[Bruhns.] 

*  Gjldén  {H,).  —  Framstdllning,,..  Eléments  d'Astronomie 
exposés  d'après  l'ordre  historique.  Stockholm,  «874.  In-8*', 
292  p.  (i  i3-i  16). 

*  Ilansen  [P. -A,).  —    1°   Untersuchung Recherches   sur  la 

marche  d'un  rayon  de  lumière  à  travers  plusieurs  surfaces  sphé- 
riques  réfringentes.  In-8*^,  202  p.  Extrait  du  Tome  X  des  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin.  —  2®  Dioplrischc. . . .  Recherches 
dioptriques  sur  la  dispersion  des  rayons  colorés  et  les  aberra- 
tions de  sphéricité,  ln-8®,  88  p.  Extrait  du  Tome  X  des  Mé- 
moires de  l'Académie  de»Berliu.  (ii6-ia7).  [H.  Seeliger.] 

*  Plantaniour,    TVolf  et   Hirsch,   —    1*^  Détermination   lélégra- 
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phique  de  la  dîllérence  de  longitude  entre  la  station  du  Righi- 
Kuliii  et  les  observatoires  de  Zurich  et  deNeuchàtel.  Genève, 
187 1 .  In-4°i  ^22  p.  —  2*^  Détermination  télégraphique  de  la  dif- 
férence de  longitude  entre  les  stations  suisses  de  Weissensteîn, 
Neuchàtel  et  Berne.  Genève,  1872.  In-4°,  162  p.  (127-147)- 
[D'W.Schur.] 

*  Khandrikof(M.).  —  System..,.  Système  d'Astronomie.  Kief, 

1875.  3!  vol.  in-8*'.  (i47-i56).  [K.  Knorre.] 

*  Newcomb  [S.).  —  On  tlie  right  ascensions,,,.  Mémoire  sur  les 
ascensions  droites  des  étoiles  équatoriales  fondamentales  et  sur 
les  corrections  nécessaires  pour  réduire  les  ascensions  droites 
des  différents  Catalogues  à  un  système  moyen  homogène. 
Washington,  1872.  In-4*^,  73  p.  Extrait  des  observations  de 
Washington  pour  1870.  (i 38- 174).  [A.  Wagner.] 

*  Gjldén  [H,),  —  Forteckening,,,,  Mémoire  sur  la  détermination 
des  ascensions  droites  de  io3  étoiles  fondamentales.  Stockholm, 

1874.  Extrait  des  Mémoires  de  TAcadémie.  (i74-*76)- 
[A.  Wagner.] 

*  Rogers,  —  Onthe —  Note  sur  les  erreurs  périodiques  des  as- 

censions droites  observées  de  i858  h  1871.  Boston,  1874.  Extrait 
du  Tome  I  des  Proceedings  ofthe  American  y^cademj  (  1 76- 1 78) . 
[A.  Wagner.] 

*  First  Melbourne,.,,  Premier  Catalogue  général  de  1227  étoiles 
pour  1870,0,  déduit  des  observations  faites  à  Melbourne,  de 
i863à  1870,  sous  la  direction  du  prof,  EUery.  Melbourne,  1874. 
(178-188).  [H.  Gyldén.] 

*  Hankel  (//.).  —  Zur  Geschichte , . , ,  Notes  sur  Thistoire  des 
Mathématiques  dans  l'antiquité  et  le  moyen  âge.  Leipzig,  1874- 
In-8°,  4'o  P»  (^*8-i99).  [S.  Giinther.] 

*  Gebler  (K,  von),  —  Galileo  Galilei,,,  Galilée  et  la  Curie 
romaine,  d'après  les  documents  originaux.  Stuttgart,  1876. 
In-S*^,  xiv-433  p.  (200-210).  [S.  Gûnther.] 

*  Kortazzi,  —  Bestimmung Détermination  de  la  dillerence  de 

longitude  entre  Poulkova,  Helsingfors,  Abo,  Lowisa  et  Wiborg. 


\  \ 
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Saint-Pétersbourg,  1871.  In-4**,  69  p.  —  Fuss  et  Nyrén,  Be- 
stimmung , , , .  Détermination  de  la  dillérence  de  longitude  entre 
les  Observatoires  de  Slockliolm  et  Helsingfors,  d*après  les  obser- 
vations  de   1870,    Saint-Pétersbourg,     1871.  In-4**,    36  p.   — 

Harhness,   Report Rapport    sur  la  dillérence  de  longitude 

entre  Washington  et  Saint-Louis.  Washington,  1872.  In-4°, 
39  p. —  Pergola  et  Secchi,  Sulla  differenza,.,.  Sur  la  dif- 
férence de  longitude  entre  Rome  et  Naples,  déterminée  au  moyen 
des  signaux  télégraphiques  et  des  observations  de  passage. 
Naples,  1871.  In-4®,  Sa  p.  (211-220).  [W.  Schur.] 

*  Gunther  [S.).  —  1°  Ziele  und  Resultate , , , .  But  et  résultat  des 
nouvelles  recherches  sur  l'histoire  des  Mathématiques.  Erlangen, 

1876.  In-8*^.  —   2*^  Vermischte  Untersuchungen Recherches 

variées  sur  l'histoire  des  Sciences  mathématiques.  Leipzig,  1876. 
In-8**.  —  3^  Der  Eihfluss.,,.  Influence  mutuelle  des  corps 
célestes,  d'après  leurs  rapports  de  temps.  Nûrnberg,  1876.  In-8*^. 
(221-227).  [R.  Wolf.] 

Strui^e  (O.),  —  Note  sur  les  séries  d'observations  proposées  pour 
la  comparaison  des  mesures  micro  métriques.  (237-232). 

Après  avoir  ÎDsisté  sur  rutilité  évidente  de  voir  mesurer  les  mêmes  étoiles 
doubles  par  les  principaux  observateurs  de  cette  classe  d'astres,  et  cela  dans  le 
but  de  déterminer  les  équations  personnelles  de  chacun  d'eux,  le  savant  directeur 
de  rObservatoire  de  Poulkova  proposo  une  liste  de  trente  étoiles  qui  lui  semblent 
propres  à  ce  genre  d'études. 

Société  Jablonowski.  —  Programme  des  prix  pour  1876,  1877  et 
1878.  (232-234). 

Société  Danoise  des  Sciences.  —  Programme  des  prix  pour  1877. 
(235-236). 

Schoenfeld  {£,),  —  Epoque  des  maxima  de  lumière  des  étoiles 
télescopîques  variables  comprises  entre  80"  et  —  2°  de  décli- 
naison^ éphéinérides  pour  1877.  (238-247). 

L'éphéméride  est  donnée  pour  77  étoiles. 

*  Schiaparelli  (G.-/^.).  —  Die  Vorlâufer,,.,  Les  précurseurs  de 
Copernic  dans  l'antiquité.  Leipzig,  1876.  In-8°,- iio  p.  (248- 
257).  [S.  Gûnlher.] 

Le  Mémoire  orif^inal,  publié  en   italien  en    1873,  dans   le  troisième  Cahier  dos 
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publications  (le  robsenratoire  de  Milan,  a  été  traduit  en  allemand  par  le  professeur 
M.  Curtze,  et  c'est  sur  cette  traduction  que  l'analyse  est  faite. 

*  SchiaparelU  (  G.  -  ^.  ) .  —  Le  sfere. . . .  Les  sphères  homocentrîques 
d'Eudoxe  de  Calippe  et  d*Aristote.  Milan,  1870.  In-4®,  62  p.  et 
4  p.  (257-269).  [S.  Gûniher.] 

Ce  Mémoire  forme  le  neuvième  Gibier  des  publications  de  l'Observatoire  do  Milan  ; 
il  a  été  analysé  dans  le  Bulletin, 

*  Schonfeld  {£.), —  jistronomische. . . .  Observations  astronomiques 

faites  à  l'Observatoire  de  Mannheim.  Deuxième  Partie.  Obser- 
vations de  nébuleuses  et  d'amas  d'étoiles.  KarIsruUe,  1 875.  In-4** 
de  x-95  p.  {269-276).  [J.  Dreyer.] 

*  f^ogel  [H.'C).  —  Positionsbestimmung.,..  Observations  de  la 
position  de  nébuleuses  et  d'amas  d'étoiles  situées  entre  H-  9"3o 
et  H-i5**3o'de  déclinaison,  avec  2  planches  lithographiques. 
Leipzig,  1876.  In-4^  de  32  p.  (276-280).  [J.  Dreyer.] 

*  Fergola  [E.).  —  Dimensioni,...  Dimensions  de  la  Terre  et 
recherche  de  la  position  relative  de  son  axe  de  figure  et  de  son 
axe  de  rotation.  Naples,  1876.  In-4°  de  26  p.  (280-287). 
[Helmert.] 

*  Heis  (J?.).  —  Zodiakallicht, . . .  Observations  de  la  lumière  zodia- 
cale faites  dans  les  vingt-neuf  dernières  années,  de  1847  ^  1875. 
—  Première  publication  de  l'Observatoire  de  Munster.  Munster, 
1875.  In-4^  de  vi-6op.  (287-296).  [Schoenfeld.] 

*  Houzeau  [J,~C,).  —  Résumé  de  quelques  observations  astrono- 
miques et  météorologiques  faites  dans  la  zone  surtempérée  et 
entre  les  tropiques.  Extrait  du  XXV®  Volume  des  Mémoires  de 
l'académie  de  Bruxelles.  In-8°  de  89  p.  (296-301).  [Schoen- 
feld.] 

*  Jordan  (  Tf^,).  —  Phjsische Géographie  physique  et  Météoro- 
logie du  golfe  Libyque,  d'après  des  observations  faites  dans 
l'hiver  1873-1874  par  l'expédition  du  D*"  Rohlf,  avec  4  cartes 
géographiques  et  3  planches  météorologiques.  Cassel,  1876.  Li-4** 
de  216  p.  (3oi-3i3).  [W.  Schur.] 
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Tome  XII;  1877. 

Bruhns,  —  Catalogues  et  Notes  sur  les  planètes  et  les  comètes  dé- 
couvertes en  1870. (6-1 3). 

*  Bredihhine{Th,).  —  Annales  de  TObservatoire  de  Moscou.  Vol.  I, 
IL  Moscou,  1874,  1875,  1876.  In-4**.  (14-28).  [Engelmann]. 

*  Schlegel  [G.),  —  Uranograpliie  chinoise,  ou  Preuves  directes 
que  r Astronomie  primitive  est  originaire  de  la  Chine....  Ouvrage 
accompagné  d*un  Atlas  céleste  chinois  et  grec.  La  Haye,  1875. 
In-4*^.  Première  Partie,  xvi-649p»  '  planche*,  deuxième  Partie, 
viii-283  p.  (28-40).  [S.  Gûnther.] 

Notes  suî'  les  travaux  effectués  en  1876  dans  les  principaux  Ob^ 
sen^atoires  d'Allemagne.  (41-90). 

Les  Observatoires  sur  lesquels  leurs  directeurs  ont  envoyé  des  Notes  sont  ceux 
de  Bonn,  Dûsseldorf,  Kiel,  Leipzig,  Lund,  Mannbeim,  Moscou,  Stockholm,  Strasbourg 
et  Zurich. 

Mahn,  —  Ephéméride  pour  la  recherche   de  la  comète  de  181  a. 

(93-98). 

La  comète  découverte  par  Pons  le  so  juillet  181 3  a,  d'après  les  recherches  d'Encke, 
une  période  d'environ  soixante>dix  ans,  en  sorte  qu'elle  doit  revenir  au  périhélie 
vers  i883:  cette  période  est  d'ailleurs  mal  déterminée  et  la  comète  peut  être  visible 
bien  avant  l'époque  indiquée.  Dans  le  but  de  faciliter  sa  recherche,  M.  Mahn  a, 
sous  la  direction  de  M.  Winnecke,  calculé,  d'après  les  éléments  de  Encke,  une 
ephéméride  approchée  qui  s'étend  à  toute  l'année. 

*  Dunér  [N.-C).  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles  faites 
à  l'Observatoire  de  Lund,  1876.  In-4®.  —  Wilson  [J.^Af,) 
et  Seabroke  [G, -M,).  Catalogue  of,...  Catalogue  de  mesures 
micrométriques  d'étoiles  doubles  faites  à  TObservatoire  de 
Temple  (Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique  de  Londres, 
vol.  XLII).  —  Gledhill  (/.).  Measures....  Mesures  micromé- 
triques de  484  étoiles  doubles  faites  à  l'Observatoire  de 
M.  Ed.  Grossley  (Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique 
de  Londres,  vol.  XLII).  (99-1 11).  [O.  Struve.] 

*  Newcomb  (5.).  —  Investigation  oj..,.  Recherches  sur  les  cor- 
rections aux  Tables  de  la  Lune  de  Hanscn,  et  Tables  auxiliaires 
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pour  leui's  applications.  Troisième  Partie  des  Mémoires  publiés 
par  la  Commission  du  passage  de  Vénus.  Washington,   1876. 

(iii-ii5).[Kr.] 

L'analyse  du  Mémoire  de  M.  Newcomb  est  suivie  d'une  éphéméride  calculée, 
d'après  ses  Tables,  pour  février  et  mars  1875,  par  M.  Hartwiç. 

*  Riel  {€.).  —  Das  Sonnen L*année  solaire  et  Tannée  de  Sirius, 

avec  l'explication  du  système  de  Tintercalation  comparée  à  l'année 
de  Jules  César.  Recherches  sur  Tannée  normale  des  anciens 
Egyptiens  et  sur  Tannée  commune  des  époques  grecques  et  ro- 
maineS)  avec  9  planches  lithographîées.  Leipzig,  1875.  In-4®de 
XXIV  et  .^71  pages.  (ii6-i3i).  [S.  Gùnther.] 

*  Riel  (C).  —  Der  Doppelkalender,,..  Le  double  Calendrier  du 
Papyrus  d'Eber  comparé  au  calendrier  commun  et  au  calendrier 
céleste  de  Dendcrah,  avec  i  planche  lithographiéc.  Leipzig,  1876. 
In-4*'  de  II  et  34  pages.  (i3i-i33).  [S.  Giinther.] 

*  Usener  [H.).  —  j4d  historiam....  Contribution  à  Thistoire  de 
l'Astronomie.  (Programme  de  l'Université  de  Bonn  pour  1876.) 
In-4®  de  37  pages.  (i3o-i4o).  [S.  Giinther.] 

*  Pitschner  (W.).  — Ilimmelskarte Carte  céleste  des  étoiles 

visibles  à  Tœil  nu  en  Europe  et  situées  jusqu'à  45°  de  déclinaison 
australe,  rapportées  à  Téquinoxc  moyen  de  1840,0,  dressée 
d'après  les  travaux  d'Argelander,  Behrmann  et  Heis.  2  cartes  et 
texte.  Munich,  1875.  (i4i-i46).  [W.  Schur.] 

*  Institut  GÉonÉsiQUE. —  Das Rheinische Les  triangles  duRhin. 

Première  Partie  :  la  base  de  Bonn.  Berlin,  1876.  In-4°  de  75  p. 
et  I  Carte.  (147-166). 

*  Stein,  —  Das  Liclit..,.  Emploi  de  la  lumière  dans  les  recherches 
scientifiques*,  manuel  de  l'emploi  de  la  lumière  et  de  la  Photo- 
graphie dans  les  sciences  naturelles  et  eu  Médecine.  Leipzig, 
1876.  In-8°  de  VIII  et  480  pages,  avec  43 1  figures  dans  le  texte  et 
12  planches.  (167-170).  [Bruhiis.] 

Notice  nécrologique  sur  Eduard  Heis,  (172-173). 

Heis,  né  à  Cologne  le  18  février  1806,  avait  élé  nommé,  en  i8j>,  professeur 
d'Astronomie  et  de  Mathématiques  à  Munster;  il  est  mort  dans  cette  dernière  ville, 
le  3o  juin  1877. 
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SchoenfeU .  —  Ephéméride  des  étoiles  variables  pour  l'année  1878. 

(175-183). 

*  Andrœ  (G.  ^.).  —  Den  danshe La  triangulation  et  le  méri- 
dien du  Danemark,  l*""  Volume  :  triangles  de  premier  ordre,  et 
leurs  liaisons  avec  les  triangles  de  Suède  et  de  Prusse.  Copen- 
hague, 1867.  XX  et  579  pages,  avec  5  planches.  IP  Volume: 
triangles  de  premier  ordre  le  long  du  méridien,  depuis  TEIbe  jus- 
qu'à Samso,  et  leur  liaison  avec  les  mesures  delà  Seeland.  Copen- 
hague, 1872.  vin  et  490  P^S^*s,  avec  3  planches.  (184-239). 
[Hclmert.] 

*  Gilniher  (  S,).  —  Die  Anfânge.,,.  Etudes  sur  l'origine  et  le  dé- 
veloppement du  principe  des  coordonnées.  Extrait  du  Tome  IV 
des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Nurnberg.  1877. 
In-8°,  80  pages,  avec  i  planche.  (a4o-a44)-  [A.  Wittslein,] 

*  Holden  [E,'S.).  —  On  supposed,,,.  Note  sur  un  changement 
probable  dans  la  nébuleuse  n°  17  de  Messier  [American  Journal 
of  Sciences  and  Arts,  vol.  XI,p.34i  à  36 1).  (244-24^)'  [A.Wîn- 

iicckc] 

*  Observatoire  de  Cincinnati.  —  Catalogue  of....  Catalogue  de 
cinquante  étoiles  doubles  nouvelles,  découvertes  par  M.  Howe 
avec  Téquatorial  de  1 1  pouces.  Cincinnati,  1876.  ^1-8**,  5  pages. 
(246). [A.  Winnecke.] 

*  Dreyer  (J.-L.-E.),  —  On  personal Sur  Terreur  personnelle 

dans  les  observations  de  passages  méridiens.  Extrait  du  vol.  II 
(1876)  des  Proceedings  of  the  Rojal  Irish  Acadeniy,  (246- 
249).  [A.  Winnecke.] 

*  Société  Jablonowski.  —  Programme  des  prix  pour  1879.  (249- 
25o). 

Le  sujet  proposé  est  le  calcul  des  perturbations  complètes  de  Jupiter  d'après  la 
méthode  de  Haiiscn.  La  valeur  du  prix  est  de  700  marks,  et  le  concours  sera  clos  le 
3o  novembre  1879. 

Société  xIstronomique.  —  Compte  rendu  de  la  réunion  tenue  par 
la  Société  Astronomique,  à  Stockholm,  du  3o  août  au  i*'  sep- 
tembre 1877.  (201-296). 

Parmi  les  Communications  faites  à  la  Société,  nous  remarquons  :  Une  lecture  de 
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M.  le  profetsenr  Bruhnt  sur  les  comètes  périodiques  ;  une  Note  de  M.  Gyldén  tar 
la  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  première  grandeur  ;  un  Mémoire  de  M.  FOrstor 
sur  la  marche  des  pendules  ;  un  Compte  rendu  par  M.  O.  Struve,  président  du  Congrès, 
de  la  situation  du  travail  des  zones  :  sur  270000  observations  à  faire,  160000  sont 
déjà  exécutées;  des  Communications  de  MM.PecbûIe,  Peters  et  Bruhns  sur  les  pas- 
sages de  Vénus  de  1874  et  1882;  un  Mémoire  du  D'  Gyldén  sur  l'histoire  de  la 
théorie  des  perturbations  ;  une  description,  par  M.  Bruhns,  d'un  nouvel  instrument 
des  passages,  construit  à  Freiberg  par  M.  Lingke. 

Une  annexe  aux  procès-verl>aux  du  Congrès  donne  quelques  chiffres  intéressants 
sur  le  travail  des  zones. 

A  Poulkova,  le  travail  des  étoiles  fondamentales  est  entièrement  terminé,  et  le 
Catalogue  est  sous  presse. 

A  Niliolaief,  zone  de  —  3*à  +  i*,  les  observations  viennent  seulement  d'être  com- 
mencées et  loiS  étoiles  seulement  ont  été  déterminées. 

A  Leipzig,  zone  de  10  à  i5^,  les  observations  ont  été  peu  nombreuses  dlins  les 
deux  dernières  années,  toutes  les  forces  de  l'établissement  étant  utiliséiîs  pour  la 
réduction  des  observations  du  passage  de  Vénus.  Cependant,  toutes  les  Tables 
auxiliaires  sont  prêtes. 

A  Cambridge  (Angl.),  zone  de  a5  à  So**,  il  ne  reste  plus  que  ai53  étoiles  qui 
n'ont  pas  encore  été  observées. 

A  Leyde,  zone  de  3o  à  35  degrés,  une  partie  des  observations  est  déjà  imprimée 
dans  les  Annales, 

A  Bonn,  zone  de  /|0  à  So**,  3oooo  étoiles  environ  ont  déjà  été  observées. 

A  Cambridge  (U.S.),  zone  de  5o  à 55",  il  ne  reste  que  aooo  étoiles  à  observer  une 
seule  fois. 

A  Helsingfors,  zone  de  55  à  65",  35oo  étoiles  nouvelles  ont  été  observées  une  fois, 
ce  qui  porte  le  nombre  total  des  observations  à  a5  000. 

A  Christiania,  zone  de  65  à  70" ,  les  observations  sont  terminées  et  environ  deux 
tiers  d'entre  elles  complètement  réduites. 

A  Dorpat,  zone  de  70  à  750,  l'objectif  de  l'instrument  méridien  a  été  changé  et 
les  observations  seront  prochainement  terminées. 

Peters  {C.-ff.'F.).  —  Ueber  die Note  sur  les  erreurs  des  posi- 
tions des  étoiles  dans  le  Catalogue  de  Ptolëmée.  (î^pô-apg). 

Les  erreurs  de  longitude  offrent  un  maximum  par  180**  et  un  minimum  par  o*; 
leurs  variations  sont  assez  régulières.  Les  erreurs  do  latitude  ont  un  maximum  par 
140**  et  un  minimum  par  320^.  11  est  à  remarquer  que  ces  maxima  et  minima  sont 
situes  aux  extrémités  opposées  d'un  diamètre  du  cercle  écliptique,  comme  s'il  y  avait 
eu  une  erreur  dans  la  graduation  ou  dans  la  position  de  la  sphère  armillaire  qui 
servait  à  l'illustre  astronome. 

Gyldén  (H,),  —  Ueber  die Note  sur  la  parallaxe  moyenne  des 

étoiles  de  première  grandeur.  (299-302). 

L'hypothèse  de  M.  Gyldén  est  que  la  parallaxe  p  d'une  étoile  de  grandeur  ir, 
dont  le  mouvement  apparent  est  ;,  peut  s'exprimer  par  la  formule 

dans  laquelle  er„  désigne  le  moyen  mouvement  apparent  des  étoiles  de  /t'**<^  grosseur. 
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et  M  leur  moyenne  distance  calculée  d'après  la  considération  de  leur  éclat.  La 
constante  P  devient  alors  la  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  première  grandeur 
pour  lesquelles  Mj  =  i. 

En  appliquant  cette  formule  aux  étoiles  dont  la  parallaxe  est  directement  connue, 
l'auteur  trouve,  suivant  diverses  combinaisons  de  calcul,  des  valeurs  deP  comprises 
entre  o^jOÔ  et  0%  10. 

Schwarz  (£.).  —  Neue  Méthode,.,,  Nouvelle  méthode  pour  dé- 
termiuer  la  coUiination  d'un  cercle  méridien.  (3o2-3o9). 

M.  Schwarz  déduit  cette  collimation  d'observations  analogues  à  celles  du  nadir 
faites  avec  le  fil  méridien  mobile. 

Block  {£')-  —  Ueber  eîn,,,.  Sur  un  nouvel  instrument  à  réflexion, 
construit  par  Repsold.  (Sop-S  1 3  ). 

L'instrument  décrit  par  M.  Block  est  un  cercle  à  réOexion  destiné  aux  observations 
de  Géodésie  astronomique. 

Backlund,  —  Ueber  die  Berechnung.,..  Note  sur  le  calcul  des  per- 
turbations de  la  comète  d*Encke  par  Jupiter.  (3i3-323). 

Société  astronomique,  —  Situation  financière  \  liste  des  Membres 
et  des  Institutions  qui  reçoivent  ses  publications.  (323-338). 

Brufins,  —  Ueber sicht,.,.  Note  sur  les  planètes  elles  comètes  dé- 
couvertes en  1877. (338-339). 


Tome  Xm;  1878. 
Notice  nécrologique  sur  Philibert  von  Schrenck.  (i-3). 

Schrenck,  né  le  11  novembre  1800,  est  mort  le  i**  août  1877  ;  il  laisse  de  nom- 
breux travaux  de  Géodésie;  en  particulier  des  cartes  du  duché  d'Oldenbourg. 

Notice  nécrologique  sur  Giovanni  Capelli.  (3). 

Capelli,  né  à  Milan  en  1801,  est  mort  dans  cette  ville  le  3  novembre  1877.  Entré 
à  l'observatoire  de  Bréra  en  1838,  il  avait,  dans  ces  dernières  années,  la  charge 
spéciale  du  calcul  des  Éphémérides ;  il  laisse  en  outre  un  Catalogue  de  661  étoiles 
australes  de  Lalande. 

*  Neison  {E,).  —  The  Moon,,.,  La  Lune,  condition  et  configura- 
tion de  sa  surface;  illustrée  de  cartes  et  de  planches.  — 
Londres,  1876^  xviii-576  p.  gr.  in-8.  (9-42).  [Engelmann.] 

*  Notes  sur  l'histoire  de  Galilée.  —  Wohlwill  {E,),  Ist  Ga- 
lilei.,,,  Galilée  a-t-il  été   mis   à  la  question?  Etude   critique. 
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Leipzig,  '877*,  xi-ipa  p.  —  Gebler  (A',  von).  Die  u4kten.... 
L(*s  actes  du  procès  de  (jalilée,  publiés  d'après  les  manuscrits  du 
Vatican.  Stuttgart,  1877;  ^"'9^  P-  —  L'Epinois  (//.  de).  Les 
pièces  du  procès  de  Galilée,  précc*dées  d'un  Avant-propos.  Rome, 
Paris,  1877^  XXIV-143  p.  —  Berti  (D.).  Copernico   e   le  vi- 

cende Copernic  et  les  débats  au  sujet  du  système  de  Copernic 

en  Italie  pendant  la  seconde  moitié  du  xvi'  siècle  et  pendant  la 
première  partie  du  xvii**,  ainsi  que  quelques  documents  inédits 
sur  G.  Bruno  et  Galilée.  Rome  1876;  a55  p.  (42-56).  [S-  Gûn- 
ther.] 

*  Diinische Le  méridien  du  Danemark^  méthodes  d'observa- 
tion; recherches  sur  le  degré  d'exactitude;  observations  des 
angles  secondaires.  (57-80).  [Ilelmert.] 

*  Kaltenbrunner  {F-)»  —  Die  Forgeschichte,...  Histoire  delà 
réforme  du  calendrier  grégorien  (extrait  des  Mémoires  delà 
classe  de  Philosophie  et  d'Histoire  de  TAcadémie  de  Vienne  pour 

1876,  t.  LXXXII,  1^8  p.)  (80.88).  [A.  Wittstein.] 

*  Strasser  [P.-G,). — Mittlcrc  Oerter....  Positions  moyennes 
des  étoiles  fixes,  rapportées  à  Téquinoxe  moyen  de  1877,0,  d'a- 
près les   observations  faites   à   Kremsmûnster.    Krcmsmûuster, 

1877.  In-8.  (88-yi). 

*  Orff  (C,  von), —  Bestinimung —  Mesure  delà  latitude  géogra- 
phique de  rObscrvatoire  royal  de  INIunich,  d'après  la  méthode 
de  Talcott  et  avec  un  instrument  de  passage  situé  dans  le  pre- 
mier vertical.  Munich,  1877-,  6a  p.  et  une  carte,  în-4. 
(9"-97)-  \^^'  Sclnir.] 

*  T/iomson  (  Tr,).  —  Tajeln. . . .  Tables  pour  abréger  Pemploi  de  la 
méthode  de  Sumner  pour  le  calcul  des  positions  eu  mer.  Berlin, 
1877.  In-4  de  9  pi.  et  16  p.  de  texte.  (97-101).  [W.  Schur.] 

*  Das  Bvacliytcleskop Le  brachytélescope  imaginé  et  construit 

par  MM.  J.  Forster  et  K.  Fritseh.  Vienne,  1877.  Iu-8  de  16  p. 
et  5  bois.  (101-102).  [A.  Winnecke.J 

*  Zingcr  {JV,)  —  Die  Zeitbestinimung —  La  détermination  du 
temps  par  les  hauteurs  correspondantes  de  diverses  étoiles;  avec 
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une  Introduction  de  O.   Struve.  Leipzig,   1877.  In-8  de  iv  et 
102  p^.  (ioa-io4).  [A.  Winnecke.] 

*  Bessel  (F,- IV, ).  —  Recensionen. ...  Articles  critiques  de  Bessel, 
publiés  par  R.  Engelman.  Leipzig,  1878.  In-8  de  vi-385  p.  (io4- 
106).  [A.  Winnecke.] 

Newcomb  (*S. ). —  Réduction  oflhe.,,.  Réduction  des  constantes 
de  précession  déterminées  par  Bessel,  Struve  et  Nyrén  à  un 
équinoxe  commun .  (  1 07- 1 1  o) . 

L'auteur  remarque  d'abord  que  la  £rrandeur  de  la  constante  de  précession  dépend  : 
1^  de  l'ascension  droite  des  petites  étoiles  relativement  à  celle  des  étoiles  fonda- 
mentales employées  au  calcul  de  la  correction  du  pendule;  a**  de  l'ascension  droite 
des  étoiles  fondamentales  par  rapport  à  Téquinoxe  des  différentes  époques.  Con- 
sidérant ensuite  que  ses  travaux  sur  la  position  des  étoiles  fondamentales  publiés 
dans  les  observations  de  Washington  pour  1870  lui  donnent  le  moyen  de  réduire 
les  observations  de  Piazzi,  Bessel,  Struve  et  Nyrén  à  un  Catalogue  commun,  i) 
cherche  les  corrections  à  appliquer  à  ces  divers  Catalogues.  Appliquant  ensuite 
aux  diverses  valeurs  de  la  précession  les  corrections  qui  résultent  des  changements 
ainsi  apporté)  aux  ascensions  droites,  M.  Newcomb  trouve,  pour  valeur  de  la  con- 
stante de  précession  : 

m 

D*après  Ressel 5o ,  ->  14 

»        Struve 5o  ,a32 

»        Nyrén 50,319 

Moyenne....     5o,a25  zt  o*,oio 

Société  Jablonowski .  —  Prix  pour  1881.  (11  o- m). 

Le  sujet  proposé  pour  le  prix  de  700  marks  est  le  suivant  :  «  Déterminer  le  mou- 
vement de  la  comète  d*Encke  de  18  j8  à  nos  jours,  en  tenant  compte  de  toutes  les 
forces  perturbatrices  qui  ont  pu  agir  sur  ses  positions.  » 

Compte  rendu  annuel  des  travaux  des  principaux  Observatoires. 
Année  1877.  (ii4-i83). 

Nous  donnons  ici  un  résume  succinct  des  Notes  transmises  à  la  Société  Astrono- 
mique par  les  directeurs  des  principaux  Observatoires  de  TEurope  centrale  et  de 
quelques  autres  pays.  Ces  Notes  montrent  la  somme  considérable  de  travaux  d^ob-. 
servation  ou  de  calcul  faits  chaque  année  au  delà  du  Rhin. 

Berlin.  [Fôrster.]  —  Détermination  des  différences  de  longitude  entre  Berlin, 
Grccnwich,  Vienne  et  Odessa;  observations  méridiennes  des  étoiles  de  comparai- 
son pour  l'observation  d'Ariane  et  de  Melpomène  ;  nombreuses  observations  équa- 
torialcs  de  planètes  et  de  comètes,  (i  14-119). 

Bonn.  [Schônfcld.] —  Observations  méridiennes  pour  le  travail  des  zones;  nom- 
breuses observations  de  comètes.  (1 19-12*^). 

Bruxelles.  [E.  de  Mailly.]  —  I/Obscrvatoire  a  acquis,  chez  Merz,  un  objectif 
achromatique  de  38  centimètres  d'ouverture  (i^  pouces);  il  sera  monté  par  Cooke 
et   Rreguet.    I/Observatoire    a   encore  commandé  à  Repsold   un    cercle  méridien 


32  SECONDE  PARTIE. 

semblable  à  celui  de  Strasbourg.  Pendant  l'année  1877,  on  a  fait  à  Bruxelles  nne 
série  d'observations  spectroscopiques  du  Soleil  et  de  nombreuses  obaenrationt  mé- 
ridiennes d'étoiles  à  mouvement  propre  caractérisé.  (i95-i3o). 

Cincinnati,  [Ormond  Stone.]  —  Observations  d'étoiles  doubles  situées  au  sud  de 
l'équateur.  (i3o-i33). 

DSUseldorf.  [R.  Luther.]  —Observations  de  petites  planètes.  (i3a-f33). 

FrtMcfort.  [Epstein.]—  L'Observatoire  possède  un  télestiope  de  Browning  ayant 
16  centimètres  d'ouverture.  Observations  d'amas  d'étoiles.  (i33-i34)* 

Gotha.  [A.  Krûger.]  —  Observations  méridiennes  et  obsenrationa  de  comètes. 
(134.1 36). 

O.  GyaVa,  [Von  Konkoly].  —  Les  instruments  sont  :  un  télescope  éqnatorialds 
Browning  ayant  10  }  pouces  do  diamètre,  une  lunette  équatoriale  de  Men  de 
6  pouces,  des  chercheura  et  un  petit  cercle  méridien  de  Starke.  Obserrations  des 
taches  solaires,  observations  spectroscopiques.  (i36-i40* 

Hambourg,  [Rûmckcr.]  —  Observations  méridiennes  des  zones,  observatiois 
équatoriales  de  planètes  et  do  comètes.  (i4i'-i43}- 

Leipzig,  [Rruhns.]  —  Observations  méridiennes  detoilea  et  de  planètes;  très- 
nombreuses  observations  équatoriales  de  planètes  et  de  comètes.  Réduction  des 
observations  photographiques  de  Vénus.  (i43-iâi). 

Liind,  [A.  MOllcr.]  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes.  (i5t-i5a). 

Milan,  [Schiaparelli.]  —  Observations  d'étoiles  doubles  et  de  comètes  à  l'éqoi* 
torial  de  33  centimètres.  Recherches  sur  la  topographie  de  Mars.  Calculs  des  dille> 
rences  de  longitude  entre  Milan,  Munich,  Vienne,  Padoue,  Genève  et  Napics. 
(i52-i5'|). 

Mannheim,  [W.  Valentiner.]  —  Observations  d'amas  d'étoiles;  réduction  des 
anciennes  observations  de  Rarry.  (  1 65- 157}. 

Moscou,  [Th.  Rredikhine.] —  Mesures  de  l'amas  de  Persée  ;  observations  de  comètei; 
observations  physiques  du  Soleil.  (i57-i58). 

Potsdam,  —  L'Observatoire  est  dirigé  par  une  Commission  composée  4t 
MM.  Fôrster,  Auwcrs  et  Kirchhoff;  une  grande  partie  de  l'année  a  été  employées 
la  régularisation  du  terrain  de  la  colline  sur  laquelle  le  monument  sera  conUrait, 
à  la  bâtisse  des  fondations,  ainsi  qu'à  la  construction  du  logement  des  aitrs- 
nomcs.  Au  commencement  de  l'année  1B77,  on  avait  installé  d'une  manière  pro- 
visoire un  équatorial  de  Grubb  de  3o  centimètres  d'ouverture  et  un  équatorialds 
Steinhcil  de  5  pouces  de  diamètre.  Avec  le  premier  instrument,  le  D'  Vogel  a  conti- 
nué SCS  études  de  spectroscopio  et  spécialement  étudié  la  nouvelle  étoile  du  Cygne; 
avec  le  second,  M.  Spoerer  a  continué  ses  recherches  sur  les  taches  solaires  et  le 
spectre  des  protubérances. 

Les  deux  instruments  précédents  doivent  être  placés  dans  des  coupoles  toar- 
nantes  de  7  et  de  C  mi'tres  de  diamètre,  coupoles  que  l'on  montait  à  l'époque  de 
mon  passage  à  Potsdam,  en  octobre  1878. 

L'Observatoire  doit  recevoir  cette  année  (1879)  un  équatorial  de  11  J- pouces  de 
Schrocdcr,  monté  par  Repsold,  et  un  héliographe  de  6  pouces  d'ouTerture  et  de 
4  mètres  de  distance  focale,  dont  la  lunette  sera  fixe  et  parallèle  à  l'axe  ds 
monde. 

Des  cabinets  pour  les  recherches  de  Physique  et  de  Chimie,  un  laboratoire  pho* 
tographique,  sont  préparés  dans  les  bâtiments  de  l'Observatoire,  et  l'établisteBMat 
offrira  ainsi  toutes  les  ressources  nécessaires  aux  études  de  Physique 
mique.  (i58-i65). 

Stockholm.  [H.  Gyldén.]  —  Observations  méridiennes,  (i 65- 160). 
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Strasbourg.  [A.  Winnecke.]  — Observations  méridiennes  à  la  lunette  méridienne 
de  Cauchoix,  ayant  appartenu  à  la  Faculté  des  Sciences.  Observations  de  nébu- 
leuses au  chercheur  de  6  pouces;  observations  de  comètes;  détermination  des 
constantes  des  héliomètres  employés  aux  observations  du  passage  de  Vénus. 

L'Observatoire  a  acquis  de  M erz  un  objectif  de  i8  pouces  d'ouverture  destiné  à 
l'équatorial  du  nouvel  Observatoire,  qui  se  construit  activement  au  nord  de  la  ci- 
tadelle et  dont  l'installation  ne  laissera  rien  à  désirer.  (166-171). 

Farsovie.  [I.  WostokofT.]  —  Observations  méridiennes  pour  les  zones.  Observa- 
vations  de  hauteur  pour  la  mesure  de  la  latitude,  (i 71-173). 

Vienne.  [E.  Weiss.] — Observations  méridiennes  d'étoiles  entre  +  i5'et-+-  18* 
de  déclinaison.  Observations  équatoriales  de  comètes,  de  planètes  et  d'étoiles  va- 
riables. 

On  sait  que  l'on  construitfactivement  aujourd'hui  à  Tûrkenschaiize  un  nouvel  Ob- 
servatoire dont  les  instruments  principaux  seront  :  un  équatorial  de  27  pouces  an- 
glais d'ouverture  par  Grubb,  un  équatorial  de  12  pouces  par  Clark,  un  cercle  mé- 
ridien par  Repsold,  et  un  instrument  de  premier  vertical.  (173-177). 

Zurich.  [R.  Wolf.]  —  Observations  des  taches  solaires.  Détermination  de  la  la- 
titude. (177-183). 

Bruhns,  —  Zusammenstellung,,,,  Résumé  des  planètes  et  des  co- 
mètes découvertes  en  1877.  (183-192). 

Dix  planètes,  170  à  179,  ont  été  découvertes  cette  année;  on  a  aussi  observé  cinq 
comètes  nouvelles  et  le  retour  de  la  comète  périodique  de  d'Arrest. 

Notice  nécrologique  sur  C.  de  Lîttrow.  (194-200).  [E.  Weiss.] 

C.  de  Lîttrow,  né  à  Kaxan  le  18  juillet  181 1,  est  mort  à  Venise  le  lônovembre  1877. 
Son  premier  travail  astronomique  date  de  i8a4  ;  il  a  pour  sujet  la  détermination, 
à  l'aide  des  signaux  de  feu,  de  la  différence  de  longitude  entre  Munich  et  Vienne. 
En  i83i,  il  entra  comme  assistant  à  l'Observatoire  de  Vienne,  que  dirigeait  alors 
son  père;  en  i835,  il  était  promu  astronome  adjoint,  et  enfin  il  devenait,  en  1840, 
directeur  de  l'Observatoire.  Littrow  laisse  de  nombreux  Mémoires,  publiés  pour  la 
plupart  dans  les  jénnales  de  i* Observatoire  de  Vienne,  et  quelques  livres  spéciaux, 
comme  les  Wundern  des  Hinunels,  qui  ont  obtenu  un  succès  mérité  et  incontesté. 
On  doit  enfin  aux  efforts  persévérants  de  Littrov?  la  fondation  du  nouvel  Observa- 
toire de  Tûrkenschanze^  où  les  astronomes  autrichiens  trouveront,  avec  une  instal- 
lation vraiment  splendide,  toutes  les  conditions  nécessaires  à  l'emploi  fructueux 
des  grands  instruments  qu'exigent  les  études  d'Astronomie  physique. 

^uwers  [A.  ).  —  Mélanges  de  la  Commission  des  zones.  (  ao  1-220). 

M.  Auwers  publie,  d'après  l'ensemble  des  observations  faites  à  Poulkova,  Green- 
wich,  Cambridge,  Leipzig  et  Leyde,  les  corrections  pour  1 865,0,  1876,0  et  1 885.0  de 
539  étoiles  du  Catalogue  de  Flamsteed.  Ces  étoiles  sont  destinées  à  servir  d'étoiles 
fondamentales  dans  la  réduction  des  observations  de  zones. 

Schoenfeld.  —  Ephéméride  pour  1879  des  maxima  de  lumière 
des  étoiles  télescopiques  variables.  (22i-23o). 

Bull,  des  Sciences  math.,  a«  Série,  t.  III.  (Février  1879.)  B  .  3 
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'  Af»  f^'^errier.  —  Annales  de  l'Observatoîre  de  Paris.  Tome  X  des 
Mémoires.  Paris,  1873.  ln-4.  (231-264).  [H-  Gyldén.] 

*  PLmtamour  {E.).  — Recherches  expérimentales  sur  le  mouve- 
ment simultané  d*un  pendule  et  de  ses  supports.  Genève,  1878. 

(2rt4"^74)'  [Savitch.] 

*  Dve^er  [J.-L.-E.).  — A  Supplément.,,,^  Supplémcut  au  Cata- 
logue général  des  nébuleuses  et  des  amas  d*ë toiles  par  Herschd. 
Dublin,  1878.  In.4.  (274-278).  [R.  C] 

*  Sccc/ii  [A,).  —  J)ie  Sterne Les  étoiles,  essais  d'Astronomie 

sidérale.  Leipzig,  1878.  Un  vol.  in-8  avec  78  bois  et  9  planches 
en  couleur.  (278-282).  [A.  Winnecke.] 

Le  volume  original  a  été  publié  en  1878,  à  Milan,  sous  le  titre  :  £«  Sielle,  ssggh 
tii  jéstroHomia  siderate  ;  il  en  existe  une  traduction  française. 

ff'innecke  (A.).  —  Sur  une  étoile  variable,  observée  en  1612  par 
Scheiner  dans  le  voisinage  de  Jupiter.  (  283-288). 

Dans  le  second  des  écrits  de  Scheiner  sur  les  taches  solaires  (Z>e  maeuUt  teUn- 
bus... y  Augusta>  Vind.,  161a)  se  trouvent  trois  Lettres  à  Welsor;  la  seconde «tl 
relative  à  des  observations  de  Jupiter  et  de  ses  satellites  faites  du  39  mars  au  8  avril 
1613.  Le  savant  jésuite  constate  que,  à  cette  époque,  il  y  avait  en  même  tnapsqse 
la  planète,  dans  le  champ  de  la  lunette,  une  étoile  plus  brillante  que  les  satellitei, 
qui  disparut  le  H  avril.  D'après  les  indications  de  Scheiner  et  la  position  de  Js- 
piter  il  cette  date,  l'étoile  en  question  a  pour  position  : 

1 855,0 «  —  9*'29"2i'.2,     ^  =  -+- i5<*52',i. 

Or  il  existe  précisément  dans  ce  point  du  ciel  une  étoile  qui  est  de  7*  ou  de  8*gnB- 
deur  depuis  environ  dix  ans.  L'étoile  vue  par  Scheiner  serait  donc  Tariable. 

.Notice  nécrologique  sur  Jacob-PIiîlîppe  Wolfers.  (  290-292).  [W. 
Forstcr.] 

Wolfers,  né  à  Minden  (  Westphalie),  le  :>i  mai  iRo3,  est  mort  à  Beriia  l> 
7S  avril  iS-jS.  Il  a  fait  le  plus  grand  nombre  des  calculs  du  Berliner  Jakrkmekài 
iH-x-j  h  iSG;.  On  lui  doit  encore  deux  des  cartes  de  rAcadémie  de  Berlin  et^ 
nombreux  calculs  pour  les  Tables  de  Bessel. 

Notice  nécrologique  sur  E.  Quclelet.  (292-293).  [A.  Winnecke.; 

Frucst  Qnetelct,  né  à  Bruxelles  le  7  août  i8'i5,  est  mort  dans  cette  même  fOk 
le  V)  septembre  1878.  11  laisse  un  {jrand  nombre  d^obscrvations  d'étoiles  faites  dis* 
le  but  de  déterminer  leurs  mouvements  propres. 
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*  Hasselberg  {B),  —  Itussische  Expeditionen —  Expéditions 
russes  pour  Tobservation  du  passage  de  Vénus  en  1874.  Deuxième 
Partie,  n®  1.  Observations  photographiques  à  Hafen  Possîet. 
(294-308). 

*  Darwin  (G.-H,),  —  On   the  influence Mémoire   sur  Tin- 

lluence  des  phénomènes  géologiques  sur  la  position  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre  (extrait  du  Tome  CL  Vil  des  Philosophical 
Transactions),  Londres,  1877.  In-4  de  4^  p.  (3o9-3i6).  [Hel- 
mcrt.] 

'  Hilgard  [J.-E.).  —  Transatlantic  Longitudes.,.,  Longitudes 
transatlantiques;  dernier  rapport  sur  les  travaux  de  187a,  avec 
un  résumé  des  déterminations  précédentes  (extrait  des  Rap- 
ports du  Coast  Survey  pour  1874)-  Washington,  1877;  80  p. 
(3 16-327).  [W.  Schur.] 

*  Lindstedt  (^.  )•  —  Undersohning. . , ,  Etude  du  cercle  méridien 
de  rObservatoire  de  Lund  et  détermination  nouvelle  de  sa  lati- 
tude [Acta  Universitatis  Lundensis,  t.  XIII).  Lund,  i877.1n-4° 
de  54  p.  et  I  pi.  (327-338).  [M.  Nyrén.] 

*  Newcomb  {S.), —  Researches  on  the,,..  Recherches  sur  le  mou* 
vemcnt  de  la  Lune,  faites  à  TObservatoire  naval  de  Washington. 
Partie  I  :  Réduction  et  discussion  des  observations  de  la  Lune 
antérieures  à  1750.  Washington,  i878.In-4^de  280  p.  (338- 
366).  [Schoenfeld.] 

*  Hànsclmann  [L,),  —  Karl  Friedrich  Gauss...  K.-F.  Gauss; 
douze  chapitres  de  sa  vie.  Leipzig,  1878.  In-8**  de  106  pages. 
(366-372).  [A.  Winnecke.] 

Harlwig  [E,).  —  Bestimmung  der Mesures  des  positions  re- 
latives de  quelques  étoiles  du  Petit  Renard,  faites  au  moyeu  de 
r héliomètre  de  TObservatoire  de  TUniversîté  de  Strasbourg. 
(373-386). 

Les  obserTations  ont  été  faites  en  1878  à  l'aide  de  rbéliomètre  de  TObservatoire 
de  Gotha,  légèrement  modifié  par  Repsold  en  vue  des  observations  du  dernier  pas- 
sage de  Vénus,  et  qui  se  trouve  provisoirement  à  Strasbourg.  Les  divers  éléments 
de  réduction  ont  été  déterminés  avec  le  plus  grand  soin  par  des  méthodes  phy- 

R.3. 
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el  son  application  au  clévcloppemeut  des  fonctions  implicites. 
(la  p.). 

Voir  même  article,  p.  '4S9-491  «iu  Bullettino, 

Tome  XXXIX;  1872. 

Folie  (/*'.).   —  Fondements   d'une  Géométrie  supérieure  carté- 
sienne. (11-142  p*7  I  pi.). 

Analysé  dans  l'article  intitulé  les  Mathématiques  en  Belgique  em  1872;  par  le 
D'  P.  Mansion  {Bullettino,  etc.,  t.  Vf,  p.  377-312),  p.  3^6-303,  ou  p.  34  à  43  dn  tiragt 
à  part  de  cet  article. 

Tome  XL;  1873. 

Cdtalan   [E.),    —   Recherches    sur    quelques    produits    intinif. 

(ii-iiA7p.). 

Voir  rOpUBCuIe  les  Mathématiques  en  Belgique  en  1871,    etc.   {BuUettinOf  t.  X. 
P-  498-199)- 

Tome  XLI;  1875-1876. 

Gilbert  {Ph.).  —  Recherches  sur  le  développement  de  la  fonc- 
tion r  et  sur  certaines  intégrales  délinies  qui  en  dépendent. 
(60  p.). 

f'oir  rO^)U8culo  les  Mathématiques  en  Belgique  en  1871,  etc.  {BuUettinOf  l.  X, 

p.  5oo-5o3). 

Tome  XLll;  1877-1878. 

PlaÈetiu  (./.).  —  Bibliographie  analytique  des  principaux  phéno- 
mènes subjectifs  de  la  vision,  depuis  les  temps  anciens  jusqu'à  la 
fin  du  wiii*^  siècle,  suivie  d'une  bibliographie  simple  pourli 
partie  écoulée  du  siècle  actuel.  (iv-5()-59-26-44-35-38-43  p.). 

Avant-propos.    —  Première  section  :  persiHtance  des  impressions  sur  la  rétine.- 

Detixième  section  :  conleurs  accidentelles  ordinaires  de  succession. Troisièmefff* 

tion  :  ima{;es  qui  succèdent  à  la  contemplation  d'objets  d*uu  grand  éclat  ou  né* 
d'objets  blancs  bien  éclairés.  —  Quatrième  section  :  irradiation.  —  Cinquième  «*• 
tion  :  phénomènes  ordinaires  de  contraste.  —  Sixième  section  :  ombres  colofc*»- 
Supplément  à  rOuvra{;c  entier  comprenant  Tannce  1877. 

Pour  lu  période  antérieure  ii  notice  siècle,  l'auteur  analyse  les  écrits  dont  il  parir- 
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Pour  ceux  qui  datent  du  xix*  siècle,  il  ne  se  borne  pas  à  en  donner  le  titre,  il  en 
fait  connaître  aussi  très-sommairement  le  contenu. 

Catalan  {E,),  —  Notes  d'Algèbre  et  d'Analyse.  (Sa  p.). 

Voir  Bulletin,  II,,  337. 

Catalan  [E,).  —  Sur  quelques  formules  relatives  aux  intégrales 
culériennes.  (20  p.). 

Voir  Bulletin^  II„  •578. 


MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  — 
Bruxelles.  F.  Hayez.  In-4« 

Tome  XXXIV ;  1867- 1870. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  tension  superficielle  des 
liquides  considérée  au  point  de  vue  de  certains  mouvements 
observés  à  leur  surface.  (67  p.). 

Premier  Mémoire.  —  Considérations  générales.  Historique  des  recherches  des 
physiciens  sur  les  mouvements  provoqués  à  la  surface  d'un  liquide  lors  de  l'approche 
ou  d'un  contact  d'un  solide  ou  d'un  liquide  n'exerçant  pas  d'action  chimique. 
Discussion  des  théories  émises  pour  expliquer  ces  mouvements.  Théorie  nouvelle. 

Tome  XXXV;  1870.  ~  Tome  XXXVI;  1871. 

Ne  contiennent  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

Tome  XXXVIl;  1873. 

Pérard  {L.).  —  Etude  sur  les  procédés  suivis  pour  déterminer  les 
éléments  du  magnétisme  terrestre,  (vi-194  p.,  ^  pi-)* 

Foir  une  Notice  sur  ce  travail  dans  l'Opuscule  intitulé  les  Mathématiques  en 
Belgique  en  187 1,  etc.;  par  le  D'  P.  Mansion  {BuHeetino  de  Boncompagni,  t.  X, 
p.  471-542)1  p.  540,  ou  tirage  à  part,  p.  109. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  tension  superGciellc  des 
liquides  considérée,  au  point  de  vue  de  certains  mouvements 
observés  à  leur  surface.  (32  p.). 

Second  Mémoire,  —  Complément  et  suite  de  IMiistorique  des  recherches  anlé- 
rieurrs.  Rêt'iilation  de  quelques  objections,  expériences  diverses.  Conclusion. 


4o  SECONDE  PARTIE. 

Terbj  [F,). —  A reographische  Fragmente,  Manuscrits  et  des- 
sins originaux  et  inédits  de  Schrôter.  (3i  p.,  i  pi.). 

Le  petit-fils  du  célèbre  astronome  de  Lilienthal  a  communiqué  à  M.  Terby  un 
manuscrit  de  Schrôter  relatif  à  la  planète  Mars  et  contenant  des  observations  des 
taches  de  cette  planète  de  1786  à  i8o5.  M.  Terby  donne  une  analyse  de  ce  ma- 
nuscrit,  qui  contient,  outre  1000  paf^es  de  texte,  enyiron  aoo  dessins  des  taches  de 
Mars. 

Tome  XXXVIII;  1874. 
Ce  Tome  ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

Tome  XXXIX;  1876. 

Terbj  {F.),  —  Aréographie,  ou  Etude  comparative  des  observa- 
tions faites  sur  l'aspect  physique  de  la  planète  Mars  depuis 
Fontana  (i636)  jusqu'à  nos  jours  (1873).  (1 19  p.,  2  pi.). 

Tome  XL;  1876. 

f^an  der  Mensbrugghe  (G.).  —  L'électricité  statique  exerce- 
t-elle  une  influence  sur  la  tension  superficielle  des. liquides? 

(28  p.). 

Historique  des  recherches  sur  les  rapports  de  l'électricité  statique  et  de  la  cohé- 
sion des  liquides.  — Cas  de  Télectrisation  d'une  bulle  de  liquide  glycérique.  —  Faits 
relatifs  à  une  lame  plane  électrisée.  —  Cas  d'une  masse  liquide  pleine.  —  Obser- 
vation de  la  hauteur  capillaire  sous  l'inHuence  de  l'électricité.  —  Comment  la  théorie 
de  la  tension  superficielle  se  concilie  avec  la  théorie  de  Laplace  et  la  complète.  — 
Flotteurs  capillaires  sur  un  liquide  électrisé.  —  Colonnes  liquides  suspendues  par 
le  procédé  de  M.  Duprez  et  soumises  à  l'action  électrique.  —  Cas  des  flotteurs  aréo- 
métriques. 

Conclusions.  —  1"  La  tension  superficielle,  soit  d'une  lame,  soit  d'une  masse 
pleine  d'un  liquide  bon  conducteur,  n'est  pas  modifiée  par  l'électricité  statique. 
1^  L'électricité  statique,  au  lieu  d'être  répandue  à  l'intérieur  de  la  couche  extrême 
des  corps  bons  conducteurs,  se  trouve,  au  contraire,  entièrement  extérieure  et  sim- 
plement appliquée  contre  la  surface  limite  de  ces  corps. 

Boussinesq  (/.).  —  Essai  théorique  sur  l'équilibre  des  massifs 
pulvérulents,  comparé  à  celui  des  massifs  solides,  et  sur  la 
poussée  des  terres  sans  cohésion.  (180  p.). 

Ce  Mémoire  considérable,  qui  a  paru  aussi  en  Volume  séparé  chez  Gauthier- 
Villars,  est  si  important,  que  nous  croyons  utile  d'en  donner  ailleurs  une  analyse 
détaillée,  d'après  une  Note  inédite  de  l'auteur  lui-même. 
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Tome  XU;  1876-1878. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  le  problème  des  liquides 
superpo&ës  dans  un  tube  capillaire.  (44  P*)' 

Introduction.  —  Première  Partie,  Solution  du  problème  d'après  la  théorie  de  la 
tension  superflciellc.  —  Solution  d'après  la  théorie  de  Laplace.  —  Solutions  données 
|>ar  Poisson.  —  Solutions  déduites  de  la  théorie  de  Gauss.  —  Seconde  Partie, 
Résumé  des  principales  expériences  relatives  à  la  question.  —  Comparaison  avec  la 
théorie.  —  Description  de  quelques  faits  nouveaux. 

Dans  la  première  Partie,  le  problème,  traité  de  quatre  manières  différentes,  est 
celui-ci  :  «  Déterminer  le  poids  total  soulevé  ou  déprimé  dans  un  tube  capillaire  dont 
l'extrémité  inférieure  est  plongée  dans  un  liquide  quelconque  et  qui  contient  un  ou 
plusieurs  liquides  superposés  au  premier.  »  L'auteur  tâche  de  faire  voir  la  parfaite 
identité  des  résultats  auxquels  on  arrive  dans  tous  les  cas,  pourvu  que  l'on  se  place 
dans  les  mêmes  conditions  et  que  l'on  interprète  convenablement  les  constantes. 
Dans  la  seconde,  à  propos  des  expériences  rapportées  ou  entreprises  par  lui,  il  essaye 
d'expliquer  le  désaccord  qui  semble  exister  entre  la  théorie  et  les  faits  observés 
par  des  causes  perturbatrices  que  l'on  ne  peut  éviter. 


»«4 


ANNUAIRE  DE  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  —  Bruxelles,  Hayez.  In- 18. 

Tome  XXXIV;  1868. 
Quetelet  [Ad,).  —  Notice  sur  J. -A.  Timmermans.  (99-113). 

Timmermans  (1801-1864)  a  écrit  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  in- 
tégral (1860)  et  un  Traité  de  Mécanique  rationnelle  (1863].  II  fut  longtemps  profes- 
seur à  l'Université  de  Gand. 

Quetelet  (  ^rf.).  —  Notice  sur  Mathias  Schaar.  (i  i5-i3o). 

On  doit  à  Schaar  (i8i7-i867)de  belles  recherches  sur  la  théorie  des  résidus  qua- 
dratiques. 

Tome  XXXV;  1869. 
Liagre  (/.).  —  Notice  sur  J.-B.  Brasseur.  (121-146). 

Brasseur  (1803- 18S8)  a  écrit  un  Programme  d'un  Cours  de  Géométrie  descriptive, 
qu'il  sera  difQcile  de  surpasser,  et  un  Mémoire  Sur  une  nouvelle  méthode  d'appli- 
cation de  la  Géométrie  descriptive  à  la  recherche  des  propriétés  de  l* étendue,  dignr 
d'être  placé  à  c6té  des  plus  beaux  travaux  de  Géométrie  supérieure  moderne. 
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Tome  XXXVl,  1870. 

Ne  COD lient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 

Tome  XXX  VD;  1871. 
Liagre  (/.).  —  Notice  sur  G.-A.  Nerenburger.  (369-389). 

Nerenburger  (1804-1869)  est  l'un  des  principaux  auteurs  de  la  triangulation  de 
la  Belgique. 

Tome  XXXVIU;  187a. 

Quetelet  [Ad.).  —  Notîce  sur  sîr  John  Frédéric  William  Herschel. 
(161-199). 

L*auteur  ne  parle  guère  que  des  travaux  de  John  Herschel  (1793-1871)  qui  ont 
quelque  connexion  avec  les  siens  propres  sur  le  Calcul  des  probabilités  appliqué 
aux  Sciences  morales. 

Tome  XXXIX;  1873. 

Houzeau  [J.-C).  —  Notîce  sur  Pli.-M.-G.  Vandcrmaelen.  (109- 

•47)- 

Vandcrmaelen  (179J-1869)  a  longtemps  dirigé  un  important  établissement  géo- 
graphique à  Bruxelles. 

Quetelet  [AiL),  —  Notice  sur  Charles  Babbagc.  (149-1 65). 

Quetelet  ne  donne  pas  une  biographie  complète  de  Babbagc  (1792-1871);  il  traite 
seulement  de  ses  recherches  de  Statistique. 

Tome  XL;  1874. 
Quetelet  [Ad.).  —  Notice  sur  le  capitaine  M. -F.  Maury.  (  291-34 1)- 

Contributions  à  la  biographie  de  Maury  (180G-1873). 

Tome  XLl  ;  1875. 
Maillj  [Ed.).  —  Notice  sur  L.-A.-J.  Quetelet.  (109-297). 

Voir  littlletin^  i*  série,  t.  11,  p.  a/|(». 
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Tome  XLII;  1876. 

Ne  contient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 

Tome  XLIII;  1877. 
Maillj  [Ed.).  —  Notice  sur  Richard  van  Bées.  (227-240). 

Van  Rees  (i 797-1 B7S)  est  auteur  de  quelques  Mémoires  importants  sur  ie  magné- 
tisme. 

Tome  XLIV;  1878. 

Folie  [F.).  —  Notice  sur  Michel Glœsener.  (277-344)' 

Glœsener  (179I-187G),  auteur  d'appareils  électriques  très-remarquables,  a  aussi 
écrit  quelques  dissertations  théoriques  sur  l'électricité. 


NOUVELLES  ANNALES  db  Mathéiiatiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Cu. 
Brisse  (').  —  'à'  série. 

Tome  XVII;  1878. 

Casorati  {F.),  —  Sur  les  coordonnées  des  points  et  des  droites 
dans  le  plan,  des  points  et  des  plans  dans  l'espace.  (5-2o). 

Cet  article,  traduit  de  l'italien  par  un  abonné,  a  été  inspiré,  comme  nous  l'ap- 
prend l'auteur,  par  la  lecture  de  l'opinion  émise  à  la  page  61  des  f'orlesungen  uber 
Géométrie,  de  A.  Clebsch.  Le  savant  professeur  de  TUniversité  de  Parie  se  pro- 
pose de  transformer  géométriquement  la  conception  ordinaire  des  coordonnées 
cartésiennes  en  un  système  de  coordonnées,  pour  la  droite,  qui.  est  préférable  au 
système  plûckérien.  Les  professeurs  et  les  élèves  liront  l'article  de  M.  Casorati  avec 
beaucoup  d'intérêt. 

Laguerre,  —  Sur  la  résolution  des  équations  numériques.  (20-25, 
97.101). 

Ces  deux  articles  renferment  quelques  notions  intéressantes  sur  quelques  points  de 
la  théorie  des  équations.  11  est  à  regretter  que  jusqu'à  présent  ils  n'aient  pas  été 
suivis  de  la  continuation  qu'on  annonçait. 


(•)  Voir  BulUtin,  II.,  177. 
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E.  G.  —  Détermînatîon  analytique  des  foyers  dans  les  sections  co- 
niques. (26-28). 

La  détermination  se  fait  à  la  fois  très-élégamment  et  suivant  une  méthode  toot 
à  fait  élémentaire,  en  conserYant  la  définition  ordinaire  des  foyers. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  (1''*  session  :  juil- 
let 1877.  —  2'  session  :  octobre  1877).  Énonces  des  composi- 
tions. (29-33). 

Brocard  {H.).  —  Bibliographie  :  Johannis  Kepleri  astronami 
Opéra  omnia,  publiées  par  le  D""  Frisch,  de  Stuttgart;  8  vol. 
gr.  in-8.  (34-39). 

Brisse  [Ch,).  — Solution  de  la  question  Si  :  «  Sar  le  d^re  d'un 
lieu  géométrique  de  l'espace.  »  (39-4^). 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1099  :  a  Propriété  du 
quadrilatère  circonscriptible.  »  (4o-44)* 

Moreau  {C).  —  Solution  des  questions  121 8 et  1219  :  «  Sur  cer- 
taines formes  de  nombres  entiers.  »  (45-4^)- 

Berthomieu.  —  Solution  de  la  question  1230  :  «  Enveloppe  d'une 
droite.  »  (46-47). 

Moret-Blanc,  — Solution  géométrique  de  la  question  1230.  (4^)* 

Tissoi  (^.  ).  — Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et  les 
projections  des  Cartes  géographiques.  (49-^5,  i4^-i63,  35 1- 
366). 

Ce  Mémoire,  fort  intéressant,  non-soulement  au  point  de  Tue  des  applicationi, 
mais  aussi  par  les  considérations  purement  théoriques  qu'il  contient,  m.  pour  ob}fll 
principal  l'étude  de  la  déformation  dans  la  représentation  d'une  surface  sur  use 
autre.  Voici  l'indication  sommaire  des  principaux  sujets  qui  s'y  trouvent  traités: 
Préliminaires.  —  Loi  de  la  déformation.  —  Tangentes  principales.  —  Elli{Me  indi* 
catrice.  — Altérations  d'angles.  —  Altérations  de  longueurs.  —  Altérations  de  for- 
faces.  —  Détermination  des  axes  de  l'ellipse  indicatrice.  —  Formutes  dans  ki- 
quelles  les  directions  se  trouvent  rapportées  à  d'autres  lignes  que  les  tangente» 
principales.  —  Séries  de  couples  de  courbes  satisfaisant  à  certaines  conditions.  — 
Doubles  canevas  satisfaisant  à  certaines  conditions.  —  Applications. 

Laguerre,  —  Sur  la  cardioïde.  (SS-ôg). 

Etude  fort  complète  de  cette  courbe,   définie  comme  une  courbe  de  troisiène 
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clashe,  ayant  une  tangente  double  et  un  foyer  singulier  de  rebroussement.  Voir 
les  Mémoires  suivants  du  même  auteur  :  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes 
algébriques  {Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences  y  janvier  iS65). 
—  Sur  la  détermination  du  rayon  de  eourbure  des  lignes  planes  {Bulletin  de  la 
Société  PhilomathiçuCf  février  1867).  —  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième 
classe  {Société  Mathématique^  novembre  1877).  —  Sur  les  spiriques  {Bulletin  de  la 
Société  Philomathique,  novembre  1869). 

Faure,  —  Théorie  des  indices .  (  69-75  ) . 

Fin  de  la  série  des  articles  qui  ont  paru   sur  ce  sujet  dans   les  années  précé- 
dentes. 

Gambej, — Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémentaire 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  iSjS  :  «  Positions  d'équi- 
libre d'un  système  pesant.   »  (75-77). 

Gambey,  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1875  :  Problème  sur 
des  surfaces  de  second  ordre  circonscrites  à  un  ellipsoïde.  » 

(77-83). 

Jamet  (  /^.  ).  —  Solution  de  la  question  1228  :  «  Propriété  des  sur- 
faces du  second  degré.  »(  83-86). 

Moret- Blanc.  —  Solution  de  la  question  1231  :  <c  Propriété  des  nor- 
males aux  coniques.  »  (86-90). 

Barthe.  —  Solution  de  la  question  1245:  «  Propriété  de  la  para- 
bole.  »  (91). 

Bibliographie  étrangère.  —  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Sto~ 
ria  délie  Scienze  matematiche  e  fisichej  pubblicato  da  Jî.  Bon- 
compagni.  T.  IX.  (1876)  et  tirages  à  part.  (92-96). 

Publications  récentes.  —  1.  Appendice  aux  exercices  de  Géomé- 
trie, par  F.  J.  C.  (1877).  —  2.  Exercices  de  Géométrie  descrip- 
tive, par  F.  J.  C.  (1877).  —  3.  Sopra  alcune  questioni  dina- 
miche,  del  prof.  D.  Chelini.  Bologna,  1877.  —  4.  Le  funzioni 
me  triche  fondamentali  negli  spazi  di  quante  si  vogliano  dimen- 
sîoni  e  di  curvatura  costante,  di  E.  d'Ovidio^  Roma,  1877. — 
5.  L* Astronomie  pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  en 
Amérique,  par  C.  André  vX  A.  Angot^  Paris,  1877.  (96). 
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Longchamps  (G.  de).  —  Sur  le  bin6mc  de  Newton,  (101-104). 

DémoDstration  directe  de  la  formule  du  binôme,  dans  le  cas  d*UD  exposant  en- 
tier, au  moyen  d'une  identité  algébrique. 

Un  abonné,  —  Remarques  sur  quelques  points  de  la  théorie  Aes 
équations  numériques.  (io4-io6). 

Ces  remarques  sont  relatives  à  la  séparation  des  racines  et  contiennent  une  ap- 
plication à  Téquation  du  cinquième  degré. 

Concours  cén^.ral  dr   1877. — Enoncés  des  compositions.   (106- 

iio). 

Griess  («/.).  —  Question  de  licence (1866)  :  «Trouver  une  courbe 
plane  telle  que  la  projection  de  son  rayon  de  courbure  sur  une 
droite  fixe  située  dans  son  plan  ait  une  longueur  constante.  » 
(i  ii-i  i3). 

Courbe  [H,).  —  Question  de  licence  (novembre  1875)  :  Déter- 
mination de  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  une  condition  don- 
née.' (ii3-ii5). 

Moret-Blanc,  —  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique 
(1875)  :  «  Lieu  géométrique  relatif  à  une  conique  mobile.  »  (  1 16- 
118). 

Laurent  (//.). — Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques 
(i  19-1129,  247-252,  235-4o8,  387-557). 

Suite  des  articles  antérieurement  parus  sur  le  même  sujet.  Ceux-ci  contiennent 
les  matiôrcs  suivantes  :  Relations    différentiel  les  entre    les  fonctions    auxiliaires. 

—  Relations  entre  snj",  cnor  et  dnx.  — Formules  d'addition.  —  Autre  manière 
pour  arriver  aux  formules  d'addition  des  fonctions  elliptiques.  —  Sur  les  périodes 
élémentaires.  —  Sur  la  forme  générale  des  fonctions  doublement  périodiques  et 
leur  expression  en  fonction  de  l'une  d'elles.  —  Décomposition  des  fonctions  à 
deux  périodes  en  éléments  simples.  —  Études  de  la  fonction  7.{x).  —  Étude  de 
l'intégrale  elliptique  de  troisième  espèce.  —  Expression  d'une  fonction  double- 
ment périodique  au  moyen  d'une  fonction  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes; 
théorème  de  M.  Liouville.  —  Application  des  considérations  précédentes  au  pro- 
blème dit  de  In  multiplication.  —  Application  à  l'addition  des  fonctions  de  troi- 
sième espèce.  —  Développement  des  fonctions  doublement  périodiques  en  séries 
triçonométriques.  —  Sur  le  problème  de  la  transformation.  —  Transformation  du 
deuxième  degré.  —  Méthode  d'Aboi.  —  Transformation  de  Landen.  —  Sur  les  ap- 
plications des  théories  précédentes.  —  Résumé  des  principales  formules  ellipUquM. 

—  Théorème  de  Poncelet. 
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Lucas  [Ed,),  —  Théorème  sur  la  Géométrie  des  quinconces,  (lap- 
i3o). 

Les  soraroeU  d'un  échiquier  quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un 
triangle  équilatéral. 

Lez  (H.),  —  Solution  de  la  question  1232  :  «  Propriété  de  la  pa- 
rabole osculatrice  à  une  colique.  »  (iSo-iSa). 

Cauret.  —  Solution  de  la  question  1237  :  «  Décomposition  d'une 
somme  de  quatre  carrés  en  un  produit  de  deux  facteurs.  »  (iSa- 
i33). 

Chambon  (/.).  —  Solution  de  la  question  1241  :  «  Enveloppe  d'un 
plan  passant  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués 
d'un  ellipsoïde.  »  (i33-i35). 

Moreau  {C),  —  Solution  de  la  question  1248  ;  «  y/S  est  égal  au 
rapport  de  deux  séries.  »  (i36-i38). 

Moreau  (  C  ).  —  Solution  de  la  question  1249  :  «  Développement 
en  série  de •  »  (i38-i4o). 

Moreau  (C). — Solution  de  la  question  1250:  «Lignes  telles  que 
la  corde  qui  sous-tend  leurs  intersections  avec  les  côtés  d'un  angle 
droit  pivotant  sur  un  point  fixe  enveloppe  un  cercle  autour  do 
ce  point.  »  (i4i-i44)- 

Correspondance.  (i44)* 

Laguerre.  —  Sur  les  normales  aux  surfaces   du  second  ordre. 

(163-178). 

Cet  article  renferme  d'intéressantes  recherches  et  les  énoncés  d'assez  nom- 
breuses propriétés  géométriques  concernant  les  normales. 

Realis  {S.).  —  Particularités  relatives  à  l'équation  du  troisième  de- 
gré. (178-181). 

Les  remarques,  dignes  d'attention,  de  M.  Realis  sont  fondées  sur  la  considéra- 
tion de  la  fonction  ^(x)=:P-  —  /|Qx.  Elles  conduisent  à  des  conséquences  rela- 
tives à  l'analyse  indéterminée  et  à  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

Laguerre,  —  Sur  les  systèmes  de  droites  qui  sont  normales  à  une 
même  surface.  (i8i-i85). 

Note  contient  plusieurs  propriétés  remarquables,  spécialement  en  ce  qui 
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hlème  de  Géométrie  sur  les  volumes  engendrés  par  des  figures 
tournant  autour  d'une  droite.  »  (  aoy-^aop). 

Moret^Blanc,  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1877  pour  les  Mathématiques  spéciales  :  «  Sur  les 
surfaces  du  second  degré  jouissant  d'une  propriété  déterminée.  » 
(2109-213). 

Un  abonné.  —  Solutions  des  questions  proposées  au  Concours  gé- 
néral de  1877.  —  Mathématiques  élémentaires  :  «  Sphères  pas- 
sant par  un  point  et  tangentes  à  deux  plans.  »  —  Philosophie  : 
<c  Trièdres  circonscrits  à  une  sphère.  »  —  Rhétorique  :  «  Vo- 
lumes engendrés  par  des  figures  tournant  autour  d'une  droite.  » 
—  Seconde  :  «  Propriété  dii  triangle  rectangle.  »  —  Troisième  : 
«  Construction  relative  au  triangle.  »  (21 3-2 18). 

Jonquières  [E,de\).  ^-^  Lettre  à  M.  Gerono  sur  un  caractère  du 
nombre  5  et  sur  une  propriété  des  réduites  d'une  certaine  classe 
de  fractions  continues.  (219-220). 

Realis  (5.).  —  Extrait  d'une  Lettre  sur  la  question  i 237.  (aai)- 

Gerono.  —  Remarques  sur  la  question  1237.  (221-223). 

Gentj.  —  Exercices  sur  le  tétraèdre  \  neuf  énoncés,  se  rappor- 
tant surtout  au  tétraèdre  isoscèle  (celui  dont  les  arêtes  opposées 
sont  égales  deux  à  deux).  (223-225). 

Pellissier  {A.).  —  Seconde  solution  de  la  question  1232  :  <«  Pro- 
priété de  la  parabole  osculatrice  à  une  conique.  »  (225-227). 

Lucas  (Ed.).  —  Solution  de  la  question  1239  :  «  Sur  une  équation 
du  troisième  degré.  »  (227-228). 

Moret^Blanc.  —  Solution  de  la  question  1240  :  «  Sur  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  »  (228-229). 

Pisani  (F.).  —  Solution  de  la  question  1243  :  «  Propriété  des 
triangles  circonscrits  à  une  conique.  »  (229-230). 

Dunoyer  {E.).  —  Solution  de  la  question  1247  :  «  Propriété  de 
surfaces  du  second  ordre  à  centre  unique.  »  (23o-23t). 

//«//.  rifs  Sciences  math.  ■?*  Sério,  t.  III.  (Février  iH7().)  R.4 
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Beaujey.  —  Solution  de  la  question  1252  :  a  Question  de  mi- 
nimum relative  à  une  construction  de  Géométrie  plane.  »  (a3i- 
a34). 

Gambejr,  —  Solution  de  la  question  1253  :  «  Résolution  d'un  sys- 
tème de  six  équations  du  second  degré.  »  (234-a35  ). 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1254  :  «  Formule  d'Ana- 
lyse combinatoire.  »  (236-237). 

Questions  proposées  :  1255  à  1266.  (237-240). 

Jonquières[E.de), —  Étude  sur  les  décompositions  en  sommes  de 
deux  carrés  du  carré  d'un  nombre  entier,  composé  de  facteurs 
premiers  de  la  forme  4''  + 1  ?  et  de  ce  nombre  lui-même.  For- 
mules et  application  à  la  résolution  complète  en  nombres  entiers 
des  équations  indéterminées  simultanées  ^'  =  x'-H  (x  H-  1)* 
et  y«=z'4-(z-Hi)'.  (24Ï-247,  289-310). 

Cette  remarquable  étude  est  Téritablement  riche  en  résultats  nouveaux  et  con- 
stitue un  sérieux  progrès  dans  l'Analyse  indéterminée.  Elle  mérite  d'être  lue  avec 
le  plus  grand  soin  et  elle  fait  le  plus  grand  honneur  à  l'auteur,  dont  le  nom  est 
déjà  célèbre  par  ses  travaux  de  Géométrie  pure. 

Catalan  {£.).  — Sur  les  questions  1248  et  1249  :  «  Sur  certaines 
séries.  »  (252-258). 

Tliiébault  (G.).  —  Note  sur  le  système  articulé  de  M.  PeaucelHer. 

(258-261). 

Koehler,  — Solution  d'une  question  proposée  par  M.Realis  :  «  Sur 
Téq nation  du  troisième  degré.  »  (261-262). 

Moret  -  Blanc,  —  Démonstration  d*un  théorème  proposé  par 
M.  Desboves  :  «  Propriété  du  quadrilatère.  »  (263-264)- 

Dewulf[E,).  —  Démonstration  d'un  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  figures  homographiques  dans  Tespacc.  (260-267). 

Ce  théorème  est  celui  des  quatre  points  correspondants  communs  ;  M.Dewulfen 
donne  une  démonstration  élémentaire  et  en  reproduit  un  énoncé  plus  complet  que 
celui  qu'on  donne  d'ordinaire  ;  ce  nouvel  énoncé  est  dû  h  M.  Schoute,  de  Leyde. 

Bergson  [If*)'  — Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1H77  pour  la  classé  de  Mathématiques  élémentaires: 
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«  Sur  les  sphères  passant  par  un  point  et  tangentes  à  deux  plans 
donnés.  »  (168-276). 

Agrégation  DES  Sciences  mathématiques  (1877).  —  Énoncés  des 
compositions.  (  276-277  ) .  —  Sujets  des  leçons  et  autres  épreuves. 

(278-280). 

Courespondance.  — M.  G.  Chambon  :  «  Conique  des  neuf  points.  » 

—  MM.^F.  Sautreau  et  Dunoyer  :  «  Théorème  de  PascaL»  (281- 
282). 

Publications  récentes.  —  1.  Traité  de  Géométrie  analytique,  par 
A.  Boset^  Bruxelles,  1878.  — 2.  Sulla  cinematica  di  un  corpo 
solido,  del  prof.  G.  Bardelli^  Milano,  1878.  —  3.  Greek  Geo- 
metry,  from  Thaïes  to  Euclid,  by  G.  Johnston  ;  Dublin,  1877. — 
4.  Grundiagen  der  Ikonognosie,  von  Franz  Tilser  ;  Prag,  1878. 

—  5.  Théorie  mathématique  des  opérations  financières  (  2"  édi- 
tion), par  H.  Charlon-,  Paris,  1878. — 6.  Théorie  des  intérêts 
composés  et  des  annuités  ^  par  Fédor  Thoman,  traduit  de  l'an- 
glais^ Paris,  1878.  (282-286). 

Questions  proposées.  —  1267  à  1274  (287-288). 

Gentj,  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  d'admis- 
sion à  l'Ecole  Normale  en  1872  :  «Surface  du  second  d^;ré 
coupée  par  une  série  de  plans  passant  tous  par  l'un  de  ses  points.  » 
(3io-3i6). 

Toiirrettes  (^.).  —  Solution  du  problème  de  Mathématiques  élé- 
mentaires donné  au  Concours  d'agrégation  de  1871  :  «  Sur  un 
triangle  dont  on  donne  la  bissectrice  et  la  somme  des  deux  côtés 
adjacents.  »  (3x6-3 19). 

Tourrcttes  (^.).  -r  Solution  de  la  question  de  Mécanique  élé- 
mentaire donnée  au  Concours  d'agrégation  de  1872  :  «  Centre 
de  gravité  d'un  système  de  circonférences.  »  (3 19-320). 

A.  M,  —  Démonstrations  directes  de  quelques  propriétés  connues 
relatives  à  la  courbe  enveloppe  d*un  segment  de  droite  de  lon- 
gueur constante  qui  se  meut  dans  un  angle.  (321-323). 

Bibliographie  étrangère.  —  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia 
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délie  Scienze  matematiche  e  fisiche,  pubblicato  da  B.  Boncom- 

pagni  ^  t.  X,  1877.  (323-325). 

Correspondance.  —  M.  Catalan  :  Extrait  d'une  Lettre  sur  la  ques- 
tion 1257.  (325). 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1233  :  «  Propriété  de  l'el- 
lipse. »  (325-3a8). 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1235  :  «  Problème  relatif 
à  Tellipse.  »  (328-33i). 

Realis  («S.).  —  Solution  de  la  question  1238  :  «  Sur  l'équation  du 
troisième  degré.  »  (33i-332). 

Morel  {AJ).  —  Solution  de  la  question  1258  :  «  Propriétés  du 
triangle.»  (332-333). 

Morel  {A.),  —  Solution  de  la  question  1260  :  «  Propriétés  de  la 
circonférence.  »  (333-335). 

Questions  proposées.  —  1275  à  1278.  (335-336). 

Laguèrre.  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  ont  trois 
points  doubles  d'inflexion,  et  en  particulier  sur  la  lemniscate.  — 
(337-351). 

Étude  contenant  des  résultats  dignes  d'intérêt.  Voir  du  même  auteur  :  «  Sur  les 
singularités  des  courbes  de  quatrième  classe  »  (  Journal  de  Mathématiques,  3*  série, 
t.  I,  p.  365). 

f^idal  (^.).  —  Résolution  des  équations  numériques  du  quatrième 
degré.  (367-370). 

Dostor  (G.).  —  Inscription  dans  le  cercle  des  quatre  polygones  ré- 
guliers de  trente  cotés.  (370-374)- 

Jonquières  [E.  de).  —  Détermination  de  certains  cas  généraux  où 
l'équation  a:'=ta=j^'  n'admet  pas  de  solutions  en  nombres 
entiers.  (374-38o). 

Realis  (S.),  —  Scolies  pour  un  théorème  de  Fermât.  (38i). 

Le  théorème  en  question  est  celui-ci  :  «  Tout  nombre  entier  est  la  somme  do 
trois  nombres  triang;ulaires.  » 

Oerono.  —  Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  positifs  du  sys- 
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tèmc  des  trois  équations  x  =  u*,  .r  -h  i  =  2  w',  ax  H-  i  =  3  w*. 
(381-383). 

M.  Gerono  déduit  la  solution  unique,  déjà  donnée  par  M.  Éd.  Lucas,  d'un  théo- 
rème de  M.  de  Jonquières,  donné  plus  haut  dans  le  même  Recueil,  page  3o8.  {Foir 
ci-dessus  ). 

Questions  proposées.  —  1279  à  1282  (383-384). 

Un  ancibu  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Solution  de  la 
composition  mathématique  pour  Tadmission  a  l'École  Poly- 
technique, et  remarques  sur  cette  question.  (4o8-4i3). 

La  question  est  celle-ci  :  «  On  donne  deux  axes  rectangulaires  qui  se  coupent 
en  G,  et  une  droite  N  qui  rencontre  ces  axes  en  a  et  5:  on  demande  le  lieu  du  pôle 
de  N  par  rapport  aux  coniques  qui  coupent  cette  droite  à  angle  droit,  et  dont  les 
axes  sont  dirigés  suivant  On  et  G  5.  «L'élégance  de  la  solution,  purement  géométrique, 
nous  donne  à  penser  quel'*  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales  »  pourrait  bien 
être  l'un  des  géomètres  actuels  les  plus  connus  et  les  plus  appréciés. 

Gambey,  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1876  :  «  Equation  géné- 
rale de  certaines  surfaces  de  révolution  du  second  ordre.  »  (4i4~ 

418). 

Jonquières  [E.  de),  —  Décomposition  du  carré  d'un  nombre  N  et 
de  ce  nombre  lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  forme 
a:  H-  tj^^  t  étant  un  nombre  rationnel  positif  ou  négatif  \  réso- 
lution en  nombres  en  tiers  du  système  des  équations  indéterminées 

j  =  x'-h  ^  (x  4-  «)',  7«  =  z«  -h  f(3  4-  P)*.  (419-424,  433-446). 

Lucas[Èd.). —  Sur  l'équation  indéterminée  X'-i- Y*  =  AZ*.  (4^5- 
426). 

M.  Lucas  démontre  que,  pour  qu'il  y  ait  des  solutions  entières,  il  faut  et  il  sufBt 
que  A  appartienne  à  la  l'orme  x/-(^-i-^),  préalablement  débarrassée  de  ses  facteurs 
cubiques. 

Hilaire,  —  Lettre  sur  le  problème  donné  en  Mathématiques  élé- 
mentaires au  Concours  général  de  1877.  (426-4^8). 

Publications  héceuttes.  —  l.Teoria  générale  deî  logaritmi,  per 
P.  Caminati^  Novara,  1878.  — 2.  Démonstration  de  deux  théo- 
rèmes analogues,  en  Géométrie  de  l'espace,  à  celui  de  Pascal  en 
Géométrie  plane,  par  P.  Sautreaux*,   1878.  —  3.    Théorèmes 
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d'Arithmétique,  par  Ed.  Lucas  ^  Turin,  1878.  —  4.  Mémoire  sur 
les  lois  de  réciprocité  relatives  aux  résidus  de  puissances,  par  le 
P.  Pépin.  (428). 

Hugo  {L.).  —  Remarques  sur  les  propriétés  du  nombre  10.  (439)- 
Brocard  [H,).  —  Solution  de  la  question  140  :   «  Projection  co- 
nique de  deux  hyperboles  conjuguées.  »  (4^9-430). 

Delmas  {£,).  —  Solution  de  la  question  12S5  :    «    Propriété  da 
triangle.  »  (43o-432i). 

Questions  proposées.  —  1285  à  1287.  (432). 

Lucas  (Ed.),   —  Sur   le   système  des  équations    indéterminées 

x*—Aj*=u\  x«4-  A7«  =  i/*.  (446-453). 

Article  plein  d'intérêt,  qui  t'ajoute  utilement  aux  autres  traTaux  da  même  aateor 
sur  l'analyse  indéterminée. 

Realis  (5.).  —  Note  sur  quelques  équations  indétenuinées  du  troi- 
sième degré.  (454-457). 

Haillecourt  [A,],  —  Foyers  des  surfaces  du  second  ordre.  (457- 

461). 

Concours  D'ADMissiour  à  l^Ecolb  Polttechmiqoe  (  1 878  )  :  ce  Énoncés 
des  compositions.  (461-462). 

Marcliand  (D.),  —  Lettre  sur  une  question  de  M.  Realis  sur  les 
nombres  carrés  et  triangulaires.  (462-464)* 

^%/(^.-/../.).— Solution  de  la  question  1194  :  «  ''i^ -^  ^)[»'^^' 

b 

n'est  un  carré  que  si  /z  =  i,  2  ou  48.  »  (464-467 )- 

Realis  (<S.).  —  Solution  de  la  question  1251  :   «  Propriété  deTcx- 
pression  ixj(3a:*-hj*).  »  (468). 

Michel.   —  Solution  de  la  question   1261   :   «  Enveloppe  dW 
droite.  »  (469-470- 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1265  :    «  Enveloppe  (]«) 
polaires  d'un  point  iixe  par  rapport  à  une  circonférence  mobile  - 

•  (47«-473). 
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Lacazette  {A,),  —  Solution  de  la  question  1271  :  «  Géométrie  do 
la  droite  et  du  plan  :  lieu  géométrique.  »  (473-47^)* 

Fauquembergue  {E.),  —  Solution  de  la  question  1273  :  «  Dans  un 
triangle,  p  étant  le  demi -péri  mètre  et  r  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
on  a  /;'>  27;'.  »  (475-476). 

F^irieu  {J,  de).  —  Solution  de  la  question  1274  :  «  Sur  l'équation 
indéterminée  24^' H-  i  =JK'-  **  (476-477)- 

Genèse  [R, 'TV ,),  —  Solution  de  la  question  1276  :  «  Propriété  du 
triangle.  »  (477)- 

Lez  [H.).  —  Solution  de  la  question  1276.  (478-479)' 

QuESTioris  PROPOSÉES.  —  1288  à  1294. 

Laisant  [A.).  —  Réflexions  sur  la  cinématique  du  plan.  (48(- 
507). 

Application  de  la  méthode  des  équipollcnces  à  quelques  questions  relatives  à  la 
cinématique  du  plan.  Voici  les  principales  divisions  de  cet  article  :  Préliminaires. 
—  Mouvement  d'un  point;  vitesses. —  Accélérations.  —  Accélérations  centrales. — 
Autres  propriétés  des  accélérations. — Accélérations  des  divers  ordres.  —  Mouvement 
d'une  figure  dans  un  plan.  —  Problème.  (  Voir  Bellavitis,  «  Exposition  de  la  mc- 
thodc  des  équipollences  •;  traduction  française). 

Lucas  [Éd.).  —  Sur  l'analyse  indéterminée  du  troisième  degré  et 
sur  la  question  802.  (5o7-5i4). 

Les  considérations  très-intéressantes  que  produit  M.  Lucas  sur  les  équations  indé- 
terminées du  troisième  degré  le  conduisent  à  la  solution  de  4a  question  802,  posée 
depuis  bien  des  années  par  M.  Sylvestcr,  et  que  personne  n'avait  encore  abordée. 

Jonquicres  [E.  de).  —  Au  sujet  du  cas  d'impossibilité  d'une  solu- 
tion en  nombres  entiers  de  l'équation  x^àza=zj^.  (514-515). 

CouuEspoNDAKCE.  —  M.  Laudri  :  «  Coordonnées  trilinéaires.  »  — 
M.  Cioldenberg  :  «  Sur  la  question  1255.  »  —  Anonyme  :  «  Solu- 
tion d'un  problème  de  Mathématiques  élémentaires  du  Concours 
d'agrégation  de  1871  »  [voir  même  Recueil,  p.  3i6).  — M.  Ca- 
talan :  «  Conique  de  neuf  points;  propriété  du  nombre  10.  »  — 
M.  Lacaxelte  ;  «  Sur  la  question  1276.  »  (5i6-5i9). 

PiDLicATiOKs  uÉcE.NTEs. —  I .  RiccrcUe  sullc  equazioni  algebrico- 
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diircrenziali,  di  F.  Casorati;  Milano,  1878.  —  2.  Vorlesangni 
ùber  lincarc  Diilercntial-GIeichungcn ,  von  S.  Spitzer;  Wien. 
1878.  —  3.  American  Journal  of  Malhematics  pure  and  applifd, 
by  J.-J.  Sylvcstcr  ;  Baltimore,  1878,  n?  3.  —  4.  Éléments  de 
Géométrie,  par  F.  J.  C.  5  3*  édition,  1878.  {5ig~5ao). 

Gerono.  —  Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  el  positifs 
du  système  des  deux   équations    indéterminées   jr=r  4^*4-1, 

x*  =  c'-i-(- -Hi)'.  (521-523). 

Terrier  (P.).  —  Solution  de  la  question  1286  :  «  Lien  géomé- 
trique. »  (523). 

Virieu  (/.  de),  —  Solution  de  la  question  1290  :  «  Formule  rdi- 
tive  aux  rayons  des  cercles  incrits  et  exinscrits.  »  (524). 

C,  H.,  abonné.  —  Solution  de  la  question  1292  :  «  Impossibilité  de 
certaines  équations  indéterminées.  »  (  524-525  ). 

Questions  proposées  :  1295  à  1306.  (526-528). 

Mannheim  (^.). —  Construire  les  axes  d'une  ellipse,  étant  dannés 
deux  diamètres  conjugués.  (52^-535). 

Cette  Note,  fort  intcrosHante,  a  pour  point  de  départ  la  génération  d'ane  elUpie 
par  le  roulement  d'une  circonférence  à  Tintérieur  d*ane  autre  cirronfér«Dce  de 
rayon  double.  M.  Mannheim  annonce,  à  cette  occasion,  qu'il  se  propose  de  poUicr 
un  Ouvrage  sous  le  titre  de  Géométrie  cinématique.  Voilà  une  promesse  dont  le  leetesr 
ne  manquera  pas  de  prendre  acte. 

Liicas  [Éd.),  —  Sur  un  tliéorème  de  M.  Liouvillc  concernant  la 
décomposition  des  nombres  en  bicarrés.  (536-537). 

Moret'Blanc .  —  Solution  de  la  question  1262  :  «  Hyperbole  satis- 
faisant n  certaines  conditions.  »  (SSj-Sôo). 

Fauquembergiie  {£.).  —  Solution  de  la  question  1269  :  «  Lien 
géométrique.  »  (56o-562). 

Questions  PROPOSÉES  :  1307  et  1308.  (563).  A.  L. 


OtM 
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NOUVELLE  œRRESPONDANCE  MATHÉMATIOUE,  rédigée  par  E.  Catalan. 
avec  la  collaboration  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Éd. 
Lucas  (*). 

Tome  IV;  1878. 

Lucas  [Ed,), —  Sur  la  théorie  des  fonctions  numériques  simplement 
périodiques  (suite^  voir  t.  III,  p.  869,  4oi).  (1-8,  33-4o,  ôS-yi, 
97-103,  i29-i34)  aaD-228). 

Suite  de  l'important  Mémoire  analysé  partiellement  dans  le  Tome  précédent  du 
Bulletin.  —  VII.  Relations  des  fonctions  U,,  M  ^  avec  la  théorie  de  la  invisibilité,  impo- 
sons a  =  tf^,  ^  =  ^;  divisons  a" — ^*  par  a  —  ^,  que  n  soit  pair  ou  impair;  ot* — ^ 
par  a  -h  /3  si  n  est  pair,  oc*+ ^*  par  oc -h  fi  si  n  est  impair.  Nous  trouTerons  des  for^ 
roules  remarquables  pour  les  quotients  U^:  U^,  U^:  V^,  ^nr'^f  ^^  ^"^  déduit  que 
U^  est  divisible  par  tJ^  si  m  est  divisible  par  n,  etc. ,  puisque  U^  ou  V^  ne  peuvent 

être  premiers  que  si  m  est  premier.  3*  De  Y,  =  f )   "^  (  — ! —  )    ^^  déduit 

V,  =  P"-f-  multiple  de  Q.  Ensuite  VA— ^*U  =  4Q"*  De  ces  deux  relations  on  peut 
conclure  que  U^»  V,  sont  premiers  entre  eux.  —  VIII.  Formules  concernant  Vadditiom 
des  fonctions  U^*  V^.  Ces  formules  correspondent  à  celles  de  la  théorie  des  lignes 
trigonométriques.  La  plus  simple,  écrite  sous  la  forme 

2  î^  =  HfB  V.-+- V., 

mulUpliée  par  le  rapport  (U^^..„„  U„^._„  . ..,  U^,)  :(U,_„  U^„  ...,U,), donne 
cette  proposition  :  «  Le  produit  de  n  termes  consécutifs  de  la  série  U,  est  divisible 
par  le  produit  des  n  premiers  termes  ».  Ce  paragraphe  se  termine  par  quelques 
formules  importantes,  faciles  à  établir,  qui  sont  la  base  de  la  théorie  des  fonctions 
numériques  doublement  périodiques,  —  IX.  De  la  somme  des  carrés  des  fonctions  U., 
V^.  L'auteur  trouve,  comme  cas  particulier  de  formules  très-générales,  la  valeur  de 

SiJlr        n   u; *,.-»- r 


Ur-rt    * 


et  des  sommes  analogues  pour  les  V^.  —  X.  Digression  sur  la  théorie  des  formes. 
Notions  historiques.  Démonstration  du  théorème  d'Euler  :  un  nombre  premier  ne 
peut  se  mettre  que  d'une  seule  manière  sous  la  forme  x'  -^  A/',  k  étant  un  nombre 
positif  donné.  —  XI.  Des  formes  linéaires  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U,  et  de 
V,.  (a)  Tables  des  formes  linéaires  4  A  H-r  des  diviseurs  impairs  dex'd:  A/',  pour 


(')  Voir  Bulletin,  i**  série,  t.  VIII,  p.  317,  t.  X,  p.  i46;  2* série,  t.  I,  p.  369,  t.  Il, 
p.  III.  La  Nouvelle  Correxpondance  mathématique  parait  mensuellement  par  livrai- 
son de  deux  feuilles.  Prix  d'abonnement  pour  la  Belgique,  10  francs  par  an  ;  pour 
l'Union  postale,  13  francs. 

Bull,  des  Sciences  math,  3*  Série,  t.  III.  (Mars  1879.)  R.5 


Î8  SECONDE  PARTIE. 

A  non  multiple  d*un  carré,  (b)  Théorèmes.  Si  n  est  impair,  U.  est  diviseur  de  la 
forme  quadratique  x*  —  Qr*;  si  n  est  pair,  V^  est  diviseur  de  la  forme  quadratique 
x*-i-  Ar';  si  n  est  impair,  V,  est  diviseur  de  la  forme  quadratique  x'-t-  Q  Ar*.  A|>- 
plication  aux  séries  de  Fibonacci,  de  Fermât  et  de  Pell.  —  XII.  Des  relations  entre 
les  fonctions  U^,  V^  et  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  De  la  formule 
aU^.^=  U^V^-+-  Uj,V^  on  déduit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  U^  et  ^^ 
est,  à  des  facteurs  3  près,  Ud,  si  D  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  im  et  Jt .  — 
XIII.  De  la  multiplication  des  /onctions  numériques.  On  trouve  de  proche  en  proche, 
l]„  U,  étant  deux  fonctions  U  consécutives,  V,,  V,  deux  fonctions  V  consécutÎTes, 

♦.=  P"- ÎI^  P-'Q  +  (ji^^lKiLll)  P-«Q._  . . .. 

"  I  1.2 

SiU,  =  1,  U,  =  o,  U^,=  ^^,   ....  On  généralise   ces  résultats  en  changeant  F 
en  V^  Q  en  Q'',  comme  plus  haut.  —  XIV.  jiutres  formules  de  multiplication  des 
fonctions  numériques.  Expressions  de  U^^,  V,^  en  fonction  entière  de  U„,  V,,  ana- 
logues  aux   formules  de  Moivre  donnant  cosAjr  en   fonction   de  cosx,  etc.   — 
XV.  Formules  de  duplication.  Les  formules 

V^=AUi-Ha<r,    V^=:Vj-aQ-. 

conduisent  au  théorème  :  «  Les  diviseurs  de  V,.  sont  des  diviseurs  des  formes  quadra- 
tiques AX*-i-aQ"Y,  X* — 2Q"Y*  ».La  seconde,  pour  Q=  Qg*,  /i  =  a/t-J-i,  conduit 
au  théorème  :  t  Lorsque  le  produit  Qzn  ab  est  le  double  d'un  carré,  V^^^^,  est  dé- 
composable  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers.  »  Ainsi,  pour  Q  =  3,  Il  vient 
a"H-i  >=:  5  X  107367629  X  536903681.  On  tire  des  théorèmes  semblables  de  la  pre- 
mière formule.  —  XVI.  Sur  les  formules  de  décomposition  des  fonctions  U^  et  V^. 
Généralisation  du  théorème  précédent.  —  XVll.  Formules  de  triplication,  —  XVllI. 
Des  relations  des  fonctions  U^,  V,  avec  les  radicaux  continus.  En  supposant  F  po- 
sitif et  Q  négatif,  on  trouve  a  =  lim  V  —  Q  -+-  P  sj  —  Q  -H  P  ^—(^-^ Les  formules 

de  duplication  et  de  triplication  donnent  des  résultats  semblables. —  XIX.  Dévelop^ 

pements  de  Uj,  vj,  en  fonction  linéaire  des  termes  dont  les  arguments  sont  des  mul- 
tiples de  n.  Formules  semblables  à  celles  qui  donnent  cos^'r,  8in''z  en  fonction  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  z,  —  XX.  Autres  formules  de  développement  pour 

U„r»    ^nr*   Soicut 

Les  quantités  a,  /3,  a-4-y3,  a  —  /3  vérifient  l'équation/i^Df  "*•'=(/;'—«•  )Df,  où  D. 
indique  une  dérivée  par  rapport  à  z,  dans  laquelle  on  a  fait  z  =  o.  Posant  z  =  V^, 
h  •=^  Q*",  on  trouve  le  développement  de  V„^,  U^  suivant  les  puissances  de  V^,  l  ,.,  par 
la  formule  de  Maclaurin. 

Catalan  {E,).  —  Sur  le  problème  des  partis.  (8-1 1  ). 

Si  les  probabilités  des  joueurs  A  et  B  pour  faire  un  point  sont  a  et  ^;  s'il 
manque  d'ailleurs,  au  joueur  A,  a  points  pour  (ra(;uer  la  partie,    b  au  joueur  B, 
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Sb'^  t  -4-  it! 
-7 j— î-^»  On  aura, 

o 

par  suite,  si  p  —  q  —  i,/>  =  ^*(i  —  a)""*  —  7  =  ^  StU^TT"*  ^"  ^®^*''*  delà  le 

a 
théorème  suivant  :  «  La  probabilité  que  A  gagnera  en  a-^b —  i  coups  est  égale  à  la 
probabilité  que  B  fera  b  points  en  un  nombre  de  coups  égal  ou  supérieur  k  a-^h. 

Van  j4ubel  {H,).  —  Note  concernant  les  centres  des  carrés  con- 
struits sur  les  côtés  d'un  polygone  quelconque.  (4o-44)* 

Brocard  [H.),  —  Notes  sur  divers  articles  de  la  Nouv^elle  Cor- 
respondance.  (45-5o,  i35-i42)* 

Mansion  (JP).  —  Extraits  analytiques.  (5i-52). 

Notice,  d'après  M.  Siacci,  sur  le  problème. de  la  rotation  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe. 

Catalan  {E,),  —  Quelques  quadrateurs.  (53-58). 

Renseignements  curieux  sur  quelques  quadratures  du  cercle,  la  plupart  assez  ré- 
centes. Voici  deux  des  valeurs  de  tt  trouvées  par  les  apteurs  de  ces  quadratures. 
!•  T  =  3,  i5;  a"  TT  =  a(i-hcos54')=3,i7557.. .. 

Mansion  (-P.).  —  Sur  le  théorème  de  Fermât.  (72-78). 

Exposé  de  la  deuxième  démonstration  du  théorème  de  Fermât,  due  à  Euler,  en 
regardant  cette  proposition  comme  identique  au  principe  fondamental  de  la  théorie 
des  fractions  périodiques.  Notice  sur  le  théorème  :  la  démonstration  que  Poinsot 
s'est  attribuée  appartient  en  réalité  à  M.  Catalan. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  une  transformation  de  déterminants  (79- 

8a). 

De  Longchamps  (  G.  ).  —  Sur  les  fonctions  U„,  V„  de  M.  E.  Lucas. 

(83-84). 

Catalan  (E,).  —  Théorèmes  de  MM.  Smith  et  Mansion.  (io3- 

1 12). 

Démonstration  simplifiée  du  théorème  de  M.  Smith,  publié  par  ce  savant  dans 
les  Proceedings  de  la  Société  Mathématique  de  Londres,  en  1876  (t.  VII,  p.  io8- 
lia),  et  d'un  théorème  que  M.  Mansion  en  a  déduit. 

Dewulf  [Ed,  ).  —  \ote  sur  la  question  173.  (i  12-1 14). 
Nruherg  [J.  ).  —  Quelques  propriétés  du  triangle.  (i4î^-i45)« 
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Une  question  anglaise,  —  (  1 45- 1 46  )  • 

Catalan  {E,).  —  Sur  la  méthode  des  isopérimèlres.  (i47~i4S)- 

Soient 

on  aura 

4  =  w[R.-hr,-t.(R,-r.)-h(R,  — r,)-+-...]. 

Mennesson  (P.  ).  —  Sur  le  théorème  de  Sturm.  (i5a-i53,  ai  a). 

Soient  X  =  o  une  équation  n'ayant  que  des  racines  simples,  X,,  X,, ...,  X,  les 
fonctions  de  Sturm.  On  trouve  ♦ç_,X^H-X^^^,  =  F^X^^,,  ♦^,i  F^  étant  des  fone- 
tions  de  degré  q —  i,  q.  Il  résuite  de  là,  en  général,  que  X^,  X^ ,  ^ , ,  ne  peuvent 
avoir  plus  de  q  racines  communes. 

Mansion  {P>)>  —  Propriété  fondamentale  des  équation^  linéaires 
difTérentielles.  (i54-i55). 

Une  équation  linéaire  d'ordre  /i  en  j^,  x  se  ramène  à  une  autre  équation  linéaire 

d'ordre  n  —  i,  en  po8antj^  =  z/<<£r,  z  étant  une  solution  particulière.  L'équation 

en  t  se  transforme  en  une  autre  équation  en  u,  linéaire  et  d'ordre  n  —  i,  en  posant 

,      z' 
u  =  zt  =y y, 

z 

Brocard  {H.).  —  Notes  élémentaires  sur  le  problème  de  Pell. 
(161-169,  193-aoo,  2a8-23a). 

Exposé  de  la  solution  de  Lagrange;  application  de  sa  mélhode  à  la  résolution 
algébrique  des  éqoations  indéterminées  j-*-f-r'=  I1  '' — J*= — i>  Notes  bibliogra* 
phiques. 

Lucas  [Ed,),  —  Sur  un  principe  fondamental  de  Géométrie  et  de 
Trigonométrie.  (85-86,  169-176,  2oo-ao4). 

1.  Lemme,  —  Les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  cinq  cercles  d'un  plan,  ou 
par  rapport  à  six  sphères  de  l'espoce,  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire 
homogène,  dans  laquelle  la  somme  des  coefficients  est  nulle.  2.  Théorème  fonda^ 
mental,  —  Appelons /)M<55<i//<rr  mutuelle  de  deux  cercles  ou  de  deux  sphères  dont 
les  rayons  sont  r^,  r^  et  la  distance  des  centres  d,^  l'expression  a^^  telle  que 
dmn  =  na-hrn  —  3  a,^  ^m''m'  ^'"  posé,  Ic  déterminant  S  rb  a,|  «,,tf„a44<ï,,  de  cinq 
cercles  dans  un  plan,  ou  le  déterminant  Z  rt:<z,,  . . .  <i,,  de  six  sphères  dans 
l'espace  est  identiquement  nul.  3.  Cette  relation  reste  vraie  si  les  cercles  ou  les 
sphères  se  réduisent  à  des  points,  des  droites  ou  des  plans,  moyennant  diverses 
conventions  très-naturelles.  4.  Applications  innombrables  :  en  général,  toute  pro- 
priété exprimant  une  rele^ion  entre  des  points,  des  droites  et  des  plans  s'étend 
au  système  obtenu  en  remplaçant  ces  points,  ces  droites  et  ces  plans  par  des  cercles 
et  des  sphères  {Principe  de  mutualité). 
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Le  Paige  (C).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Mansîon.  (176-178). 

Proth  [F.).  —  Propriété  des  nombres  de  la  forme  Jx  -h  i.  (179- 
181). 

De  Polignac  {€,).  —  Théorème  d'Arithmétique.  (181-1 83). 

Postula  (  //.  )  et  Catalan  (-£.).  —  Sur  un  problème  d'Arithmétique. 
(204-209). 

Le  double  de  la  somme  des  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  n  est  égal  à 
nf{n)f  comme  on  le Toit,  en  remarquant,  arec  M.  Catalan,  que  ces  nombres  peuvent 
être  associés,  deux  à  deux»  de  manière  à  avoir  une  somme  égale  à  n, 

Réalis  («5.).  —  Note  sur  un  théorème  d'Arithmétique.  (209-210). 

Tout  nombre  est  la  somme  de  quarante-sept  nombres  bicarrés,  dont  six  au  moins 
sont  égaux. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Catalan.  (232-236). 
Proth  {F,),  —  Sur  la  série  des  nombres  premiers.  (236-240). 

Soient  écrites  la  série  naturelle  des  nombres  premiers,  puis  leurs  diflërences 
premières  prises  positivement;  puis  les  différences  de  celles-ci,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment.  Le  tableau  triangulaire  des  différences  Jouit  de  propriétés  curieuses  : 
la  première  colonne  oblique,  par  exemple,  est  10 10 10  indéfiniment. 

Mennesson  (P.).  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points.  (  241-242). 

Brocard  [H,  ),  Catalan  (F.  ),  Mansîon  (P.  ).  —  Sur  une  prétendue 
incorrection  de  langage.  (242-247,360-362). 

M.  Catalan  trouve  l'expression  «  la  parabole ^'=  3/7 x  »  incorrecte  et  est  d'avis 
qu'on  ne  doit  pas  l'employer;  M.  Brocard,  qu'on  peut  l'employer,  à  cause  de  sa 
brièveté,  quoiqu'elle  soit  incorrecte;  M.  Mansion,  qu'elle  est  seule  correcte  et  doit 
être  employée,  parce  que,  en  Géométrie  analytique,  on  considère  aussi  bien  les 
points  imaginaires  que  les  points  réels. 

JUansion  (i^.).  —  Sur  la   transformation    harmonique  linéaire.. 
(257-261,  3 1 3-3 18). 

La  transformation  harmonique  linéaire,  définie  par  les  relations 


I 


if 

^       est  la  seule  transformation  linéaire  réversible.  (Ce  théorème  te  trouve  déjà,  croyon»' 

0       nous,  dans  von  Staudt,  Géométrie  der  Lage,)  [P.  M.] 
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f^an  Aubel  {H.).  —  Sur  un  lieu  géométrique.  (261-272). 

De  Tilly  (7.-J/.).  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  qui  exigent 
des  constructions  dans  l'espace,  avec  la  règle  et  le  compas.  (272- 

278). 

Principes  —  1.  Étant  donnée  ane  figure  à  trois  dimentiong,  on  peut  trouTer  sur 
cette  figure  autant  de  pointa  que  Ton  veut,  appartenant  à  un  même  plan,  en  dé- 
•  crirant,  de  deux  points  quelconques  comme  centres,  deux  courbes  sphériques  de 
même  rayon,  se  coupant  sur  la  figure  donnée,  puis  répétant  la  même  construction 
autant  de  fuis  qu'on  voudra.  Tous  les  points  d'intersection  obtenus  appartiendront 
à  un  même  plan.  Il  suffira  d'en  construire  trois  pour  déterminer  le  plan,  cinq  pour 
déterminer  une  conique  dans  ce  plan.  2.  Pour  projeter  un  point  G  quelconque  de 
la  figure  sur  un  plan  déterminé  par  trois  points  D,  £,  F,  on  décrira  dans  le  plan  DEF, 
ou  dans  un  plan  où  le  triangle  DEF  a  été  reporté,  trois  circonférences  ayant  respec- 
tivement pour  centre  ces  trois  points  et  pour  rayons  les  distances  DO,  EO,  FO.  Le 
point  unique  (centre  radical),  intersection  des  trois  cordes  communes,  est  la  pro- 
jection de  G  sur  DEF.  3.  On  peut  reporter  par  autant  de  points  qu'on  voudra  sur 
la  figure  dans  l'espace  un  plan  P  représenté  dans  l'épure,  pourvu  que  les  intersec- 
tions de  la  figure  par  trois  plans  quelconques  soient  des  lignes  /,  m,  n  dont  on  peut 
'  trouver  les  points  de  rencontre  avec  une  droite.  Pour  cela,  on  construira  sur  la  figure 
dans  l'espace  trois  plans  auxiliaires  (principe  1  );  on  reportera  ces  trois  plans  sur 
deux  plans  de  projection  d'une  épure  (principe  2);  on  cherchera  les  droites  d'inter- 
section du  plan  P,  avec  ces  trois  plans  auxiliaires,  sur  l'épure;  puis  les  points  de 
rencontre  de  ces  droites  avec  les  lignes  /,m,  n.  On  reportera  les  points  de  rencontre 
sur  la  figure,  jipplications  :  Mener  une  génératrice  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  du 
deuxième  degré,  dont  une  portion  quelconque  est  donnée.  Trouver  les  sommets 
et  les  axes  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloide  de  révolution. 

De  Longchamps  (G.).  —  Théorèmes  sur  les  normales  aux  co- 
niques à  centre.  (279-281). 

Lucas  [Ed.,).  —  Remarques  sur  la  question  280.  (282-283). 

Cesaro  {£.),  —  Quelques  propriétés  de  la  courbe  représentée  par 
i,  =  R?ÎÎLîï!.  (283-284). 

Bouniàkovsky  (^.  ).  —  Nouveau  cas  de  divisibilité  des  nombres 
de  la  forme  2-"*-^-  i.  (284-285). 

Tchebjchef,  —  Sur  une   transformation  de  séries  numériques. 
(3o5-3o8).  Notes  du  rédacteur,  (3o8-3i3). 

Ou  a 


/i  =  *    m=^» 


(T)  §/x./x  =  j§/x.Fa-.    Kx=  §       §/(«..-), 


n  —-  I      Wl  =:  I 
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jr,  dans  la  somme  S\  étant  fait  égal  successivement  à  tous  les  nombres  pre- 
miers. Cette  formule  comprend  comme  cas  particuliers  celles  qui  ont  été  données 
par  A.  de  Polignac  et  Tchcbychef  lui-même,  relatirement  à  la  répartition  des 
nombres  premiers.  M.  Catalan  établit,  d'une  manière  simple,  aussi  bien  ces  for- 
mules particulières  que  la  formule  générale  (T). 

Genocchi,  —  Sur  une  formule  de  Libri.  (3 19-323). 

Exposition  simplifiée  d'une  méthode  de  résolution  de  Téquation   indéterminée 
b^  —  ax  =  c, 

Lucas  [Ed,),  —  Sur  la  décomposition  des  nombres  en  bicarrés. 
(323-325). 

Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quarante-cinq  bicarrés.  . 

Realis  [S.).  —  Note  sur  quelques  équations  indéterminées.  (325- 
328,  346-352,  369-371). 

Neuberg  (7.). —  Sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques.  (343-346). 

.-  du,  dâ 

Soit  Ay  =  V I  —  A*  sin'y.  Posons  -7-  =  Aa,  ^j-  = —  A^i  on  troure 

\dt'       dt*)'\de       dt  /"sin^xzp^)  \de  ^  de  )' 

dont  Tintégrale  est  Aai;:  AyS  =CsinCa::p/S).  Si  M^{x^t  y^),  ^sC-^si^s)  sont  deux 
points  d'une  ellipse  a*j*-i-b*x*  =  a*b*,  telle  que  A*a'=sa* —  b*,  posons  jTi  =  <f,  cosa, 
y^=:b^%\nù^f  x^=z  acosfiyjr^-=ib  cofifi.  La  relation  Aa — A/S:=Csin(K  —  fi)  de- 
viendra —  =  const.,  M|H,,  M, H,  étant  les  hauteurs  du  triangle  OM|M,. 
M,  H|       M,  H, 

L'équation  — -^  =  o  a  pour  intégrale  A  a  H-  A/3  =  C  sin(a  —  fi),  qui  conduit 

de  même  à  -.  „  •+-  -.  .,  =  const.  On  déduit  de  là  ce  beau  théorème  :  «  Déterminons 

sur  une  ellipse  une  suite  de  points  M^,  M,f  M,, ...,  tels  que,  dans  les  triangles  OMt  M,, 
CM, M,,  ...,  les  inverses  des  hauteurs  partant  des  points  M  aient  une  somme  con- 
stante. Si  le  point  M,  coïncide  avec  Mu  le  polygone  M,Mg...M,  se  ferme  quel  que 
soit  le  point  M|  de  l'ellipse.  » 

Catalan  {£,),  —  Décomposition  d'un  cube  en  quatre  cubes.  (352- 
354,  371-373). 

Fan  Aubel  [H,),  —  Deux  propriétés  générales  des  courbes  du 
troisième  degré.  (355-356). 

Falk  [M,  ).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  nuls.  (373-376). 

Démonstration  rigoureuse  du  théorème:  «Pour  qu'un  déterminant8oitnu1,il  faut 
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et  il  sufBt  que  Ton  puisse  le  raettre  sous  une  forme  telle,  que  les  cléments  d'une 
ligne  on  d'une  colonne  soient  tous  nuls.  » 

Proth  (F.).  —  Sur  quelques  identités.  (377-378). 

Neuberg  (/.).  —  Sur  une  transformation  des  figures.  (379-38a). 

Dostor  (G.).  —  Sur  les  sommes  des  puissances  p  des  n  premiers 
nombres  entiers.  (382-383). 

Bibliographie.  —  (16-24,  nS-ii^,  386-39o). 

Correspondance.  —  (24-27,  58,  85-86,  1 18-120,  i5i-i55,  aïo- 
2i3,  286-292,  829-330,  357-359,  390-397). 

Solutions  des  questions  proposées.  —  (27-81,  59-68,  87-95,  120- 
124,  i55-i57,  185-190,  2i3-222,  247-254,  298-800,  33o-383, 
362-865,  397-4o0' 

Questions  proposées.  —  (82,  63-64,  95-96,  125-128,  1 58- 160, 
190-192,  222-224,  254-256,  8oo-3o4,  333-386,  866-368,  4oi~ 
402). 

Extraits  analytiques.  —  (5i-52,  i48-i5i,  i84-i85,  888-886). 

Rectifications  et  errata.  —  (64,  96,  128,  224,  256,  8o4>  336, 
402).  P.  M. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l*Acadéiiie  des  Sciences. 


Tome  LXXXVllI;  1879,  1"  trimestre. 


N^  1  ^  6  jaBficr. 

Sire  (G.).  —  Sur  le  parallélisme  des  axes  de  rotation.  (28). 

Oppolzer  {TJi.  uon).  —  Sur  Texistence  de  la  planète  intra-inercu- 
riellc  indiquée  par  Le  Verrier.  (  26  ). 

Flammarion  (C).  — Nébuleuses  doubles  en  mouvement.  (27). 


f 
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N**  2;   15  jaficr. 

F^illarceau  (  ¥.  ).  —  Sur  rétablissement  des  arches  de  pont  réali- 
sant le  maximum  de  stabilité.  (4^). 

Cailletet.  —  Recherches  sur  la  compressibilité  des  gaz.  (6i). 

Baillaïul  [B ,) , — Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites  h 
rObservatoire  de  Toulouse  en  1877  et  1878,  avecle grand  téles- 
cope Foucault.  (77). 

TTiollon  (-^.).  —  Nouveau  prisme  composé  pour  spectrbscope  «1 
vision  directe,  de  très-grand  pouvoir  dispersif.  (80]. 

Laurent  (Z.  ).  —  Sur  le  spectroscope  de  M.  Thollon.  (82). 

Renou  [E.].  —  Sur  la  détermination  des  variations  de  niveau  d'une 
surface  liquide.  (  84). 

N«  3-,  20  jainer. 

J 

Tisserand  {F.).  — Sur  le  développement  de  la  fonction  perturba- 

9        trice  dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison 

'       mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (97). 

Dans  ce  cas,  ainsi  que  Le  Verrier  l'a  montré,  le  déreloppement  de  la  fonction 
perturbatrice  peut  être  pénible,  mais  reste  possible.  M.  Tisserand  donne  la  forme 
générale  du  développement,  qui  peut  être  très-utile  pour  certaines  petites  planètea; 
pour  y  parvenir,  il  met  à  profit  une  partie  des  résultats  obtenus  par  Jacobi  dans 
^  son  Mémoire  intitulé  De  evolutione  expressionU  2(/-+-2/'cosç> -4-/^  ooiç»')~" 
{^Journal  de  C  relie  y  t.  15). 

Becquerel  [H,).  —  Sur  les  propriétés  magnétiques  temporaires 
développées  par  influence  dans  divers  échantillons  de  nickel  et 
de  cobalt,  comparées  à  celles  du  fer.  (m)* 

Laguerre,  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  troisième 
^      ordre.  (ii6). 

^i  Si  dans  une  telle  équation  on  change  d'abord  la  variable  indépendante  x  en  fai- 

sant  X  =/(z),  puis  l'inconnue  jr  en  faisant^  =  V(<)tt,  on  obtient  une  équation 
de  même  forme  en  x,  n.  M.  Laguerre  détermine  des  invariants  des  coefficients  de 
l'équation  primitive,  se  reproduisant  après  les  transformations  indiquées,  k  un  fac- 

^  Bull,  des  Sciences  mnth.y  a*  Série,  t.  III.  (Mai  1879.)  R  .6 
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Uïur  prtMi,  qui  n«)  dépond  que  det  formules  mêmes  de  ces  transformatic 
tes  réiulUU  pour  montrer  comment,  au  moyen  de  simples  qasdratom 
tton  linéaire  du  troiticmo  ordre  peut  ètro  ramenée  à  la  forme 

^7r-*-'F(r)--h[F'(«)-t-l]«  =  o. 

Cros{C.). — Sur  la  classification  des  couleurs  etsarlc 
de  reproduire  les  apparences  colorées  au  moyen  de  tn 
photographiques  spéciaux.  (119). 

/fugues,  — Recherches  sur  les  effets  d'induction  à  tra?e 
cuits  téléphoniques  au  moyen  du  microphone  et  du  t 

(122). 

Iléraud  [A.), — Nouvel   élément  voltaïque  a  courant 

(.24). 

A^  4;  27  juTÎer. 

lïxserand  {F.).  — Sur  le  développement  de  la  fonction  i 
trice  dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites  l'in 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (iSj). 

SainuFenant  {de). — Sur  une  formule  donnant  approi 
ment  le  moment  de  torsion.  (14^)- 

Lockjcr.  —  Recherclies  sur  les  rapports  de  l'analyse 
avec  le  spectre  du  Soleil.  (i48). 

CruU.  —  Sur  les  diamètres  du  Soleil  et  de  Mercure  déduit 
sage  du  6  mai  1878.  (162). 

Bjerknes,  —  Hydro-électricité  et  hydromagnétisine  •  résuh 
ly tiques.  (i65). 

Picard  (/s.).  — Sur  un  développement  en  série.  (167). 

Si  dans  le  bysti'iiut 

les  courbes  obteiiucH  en  faisant  varier  d  sont  fermées,  si  les  courbes  J 

0  =  coiibt.  sont  orlhoconales,  si  enfin  le  rapport  i~  :  ^  est  simplement  m 

d.î;,F(i),  toute  fonction  ç>(c)  delà  variable  imaginaire  z,  uniforme  c 
d.Tnn  Tintervalle  compris  entre  les  deux  courbes  eorrcspondantes  aux  vil< 


•  i 
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du  paramètre  X,  sera  déTeloppablo  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  négatives  de 

R(;)(cosd-f-isin^),     où     R(;) 


en    supposant  que  la  fonction  R(>i)  varie  toujours  dans  le  mémo  sens   quand   À 
varie  de  X^  à  ji,. 

Tliollon.  —  Déplacement  de  raies  spectrales  dû  au  mouvement  de 
rotation  du  Soleil.  (169). 

f^iolle  (/.  ).  —  Sur  la  radiation  du  platine  incandescent.  (171). 

Crookes  (  W,),  — Sur  Tillumination  des  lignes  de  pression  molé- 
culaire, et  sur  la  trajectoire  des  molécules.  (174)* 

Du  Moncel  [Th.). — Observations  relatives  à  la  Communication 
précédente  (176). 

Meaux  [H.  de).  —  Sur  les  phénopiènes  électrodjnamiques,  et  en 
particulier  sur  l'induction.  (i77)- 

Gower.  —  Sur  un  nouveau  téléphone  Bell,  parlant  à  haute 
voix.  (179). 

•  N°  5;  3  féfricr. 

Tisserand  (F.).  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  Tlnclinaison 
mutuelle  des  orbites  est  considérable.  (201). 

Suite  et  fin  de  l'importante  Communication  du  30  janvier. 

La  Gournerie  (de).  —  Sur  l'invention  des  diverses  dispositions  de 
riiéliomètre.  (aiS). 

Laguene.  —  Sur  quelques  invariants  des  équations  différentielles 
linéaires.  (224). 

Analogies  entre  ces  invariants  et  les  covariants  de  la  forme  algébrique  corres- 
pondante. 

Fouret  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  qui  se  déplace  et  se 
déforme  en  restant  homothétique  à  lui-même.  (227). 

u4ndrti  (D.).  —   Intégration,  sous  forme  finie,  de  trois   espèces 

R.6. 
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(I*équalions  dlIFércntielles  lincaires  à  coefficients  quelconques. 

(23o). 

Les  équations  traitées  par  M.  D.  André  appartiennent  à  la  classe  des  équations 
relatives  à  la  fonction  Y  et  à  la  variable  jt,  telles  qu'en  les  différentiant  assez  de 
fois,  puis  faisant  x  =  o  dans  le  résultat,  on  arrive  à  une  équation  de  cette  forme 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  entier  déterminé,  dans 
laquelle  les  Y  représentent  pour  x=:  oies  dérivées  de  la  fonction  Y,  où  F(ii)est 
une  fonction  quelconque  de  it,  et  où  les  coefficients  A,  ainsi  que  l'entier  A,  sont  in- 
dépendants de  n. 

Malarce  {de).  —  Extension  du  système  métrique  des  poids  et 
mesures;  développement  de  systèmes  monétaires  conformes  ou 
concordants  dans  les  divers  États  du  monde  civilisé.  (aSS). 

Ogier.  —  Liquéfaction  de  l'hydrogène  silicié.  (a36). 

N«  6;  10  février. 

Farhas  [F,).  —  Note  sur  la  détermination  des  racines  imaginaires 
des  équations  algébriques.  (ajS). 

Combescure  (£*.).  —  Remarques  sur  les  équations  différentielles 
du  troisième  ordre.  (ajS). 

Une  telle  équation,  au  moyen  d'une  solution  particulière  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  et  de  deux  quadratures,  peut  être  ramenée  à  la  forme 
binôme. 

Boussinesq,  —  Sur  Une  manière  simple  de  présenter  la  théorie  du 
potentiel  et  sur  la  dilférentiation  des  intégrales  dans  les  cas  où 
la  fonction  sous  le  signe  J*  devient  infinie.  (277). 

Bjerknes. —  Hydro-électricité  et  hydromagnétisme  ^  résultats  expé- 
rimentaux. (280). 

Croohes  C?^.).  —  l^e  la  lumière  verte  et  phosphorescente  du  choc 
moléculaire.  (283). 

IV°  7^  17  féfrier. 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
h    rObservatoire   de   Grecnwich    (transmises  par  l'astronome 
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royal,  M.  G.-B.  Aîry)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
quatrième  trimestre  de  Tannée  1878.  (3i3). 

Phillips.  —  Sur  la  détermination  du  coefficient  d'élasticité  des 
différents  corps  et  de  leur  limite  d'élasticité.  (3i5). 

Gruej,  —  Sur  la  toupie  de  Foucault  transformée  en  pendule  gyro- 
scopique.  (328). 

Saltel,  —  Sur  la  détermination  du  nombre  de  points  doubles  d'un 
lieu  déûni  par  des  conditions  algébriques.  (329). 

Boussinesq ,  —  Application  des  potentiels  directs  de  Lamé  au  calcul 
de  l'équilibre  d'élasticité  d'un  solide  isotrope  et  homogène  indé- 
fini, sollicité  dans  une  étendue  finie  par  des  forces  extérieures 
quelconques.  (334)* 

Amagat,  —  Recherches  sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pres- 
sions élevées.  (336). 

Korteweg.  —  Note  à  propos  du  phénomène  observé  par  M.  Du- 
ter.  (338). 

Ducretet.  —  Perfectionnements  apportés  à  la  lampe  électrique 
d'Harrison.  (35o). 

K«  8-,  24  féfricr. 

Du  Moncel  [T7i.),  -*-  Sur  les  courants  induits  résultant  du  mouve- 
ment d'une  bobine  à  travers  un  système  électromagnétique.  (353). 

Becquerel  (E.),  —  Observations  à  propos  d'un  Ouvrage  de  M.  G. 
Planté,  intitulé  <c  Recherches  sur  l'électricité  ».  (359). 

Baillaud  {B.).  —  Observations  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter, 
faites  à  l'Observatoire  de  Toulouse  en  1878.  (373). 

Zenger.  —  Photographie  directe  des  protubérances  solaires,  sans 
l'emploi  du  spcctroscopc.  (374)» 

Boussinesq.  —  Lois  géométriques  des  déformations  que  produit 
une  force  appliquée  en  un  point  d'un  solide  indéfini,  et  calcul 
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des  erreurs  que  Tou  commet  lorsque  Ton  conçoit  ce  point  déplacé 
dans  la  direction  de  la  force.  (Sjô). 

Croohes  (  Tf^,).  —  Propriétés  des  ombres  moléculaires.  (SyS  ). 

Cros  (C).  —  De  l'action  des  différentes  lumières  solaires  sur  une 
couche  de  bromure  d'argent  imprégnée  de  diverses  matières  colo- 
rantes organiques.  (379). 

Becquerel  {E,).  —  Observations  relatives  à  la  Communication  de 
xM.  Cros.  (38i). 

N*'  9;  5  mrs. 

Stephan,  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  TObservatoire  de 
Marseille.  (4i^)- 

Ferrari  {D.). — Lettre  relative  à  la  planète  intra-mercurielle.  (4^3). 

Gasparis  {de).  —  Formules  relatives  à  la  théorie  des  perturbations 
planétaires.  (4i3). 

Halphen, — Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques.  (4i4)- 

Sur  une  classe  de  polynômes  à  deux  variables  qui  s'introduisent  dans  la  théorie 
de  la  multiplication  de  l'argument,  et  auxquels  se  rattache  une  équation  difleren- 
tiello  du  premier  ordre 

dx~  «7  — i  ' 

qui  jouit  de  la  curieuse  propriété  de  se  reproduire  ello'mème  par  une  infinité  de 
transformations  rationnelles. 

Pellei  (^.).  —  Résolution  d'une  classe  de  congruences.  (417). 

Sur  la  congruence 

A^*-+-Ba"-+-C  ss  o    (mod./;), 

où  le  module  premier  p  ne  divise  aucun  des  nombres  A,  B,  C. 

Gotij.  —  Du  pouvoir  émissif  des  flammes  colorées.  (4*8). 

N°  10;  10  mars. 

Prix  des  Sciences  mathômatiqnes ,  proposés  pour  1879,  1880,  1881, 

1882  et  1883. 

Gkajnd  prix  des  Sciences  mathématiques  (1880).  —  Etude  de  l'élas- 
ticilé  d'un  ou  de  plusieurs  corps  cristallisés,  au  double  point  de 
vue  expérimental  et  théorique. 
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Graivd  prix  des  Sciences  mathématiques  (1880).  —  Perfectionner 
en  quelque  point  important  la  théorie  des  équations  difTéren- 
tielles  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante. 

Prix  Poncelet.  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'Ouvrage  le  plus  utile 
aux  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Prix  Montyon.  —  Mécanique. 

Prix  Plumey.  —  Décerné  à  l'auteur  du  travail  le  plus  important 
sur  le  perfectionnement  des  machines  à  vapeur  ou  de  toute 
autre  invention  qui  aura  le  plus  contribué  au  progrès  de  la  navi- 
gation à  vapeur. 

Prix  Dàlmoiït.  —  Décerné  aux  ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées 
qui  auront  présenté  à  rAcadémie  le  meilleur  travail  ressortissant 
à  l'une  de  ses  sections. 

Piiix  F0CRNEYROW  (1879).  —  Construction  d'une  machine  motrice 
propre  au  service  de  la  traction  sur  les  tramw^ays. 

Prix  Bordin  {1880).  —  Question  déjà  proposée  pour  1876  (*  ). 

Prix  Lalande.  —  Astronomie. 

Prix  Damoiseau  (1879).  —  Question  déjà  proposée  pour  1876. 

Prix  Valz.  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'observation  astronomique  la 
plus  intéressante  qui  aura  été  faite  dans  le  courant  de  l'année 
1879. 

N^  41,  17  mm. 

Jamin,  —  Sur  un  brûleur  et  un  chalumeau  électriques.  (54i  ). 

Decharme.  —  Note  sur  la  correspondance  entre  les  figures  acous- 
tiques de  Chladni  et  les  réseaux  liquides  produits  sur  les  plaques 
circulaires  vibrantes.  (553). 

Coggia.  — Observations  de  la  planète  @,  découverte  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (556). 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  XII,  11*  Partie,  p.  33. 
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Henry  {Paul  et  Prosper),  —  Sur  un  nouveau  télescope  cata- 
dioptrique.  (556). 

Escary.  —  Démonstration  de  la  convergence  d'une  série  double 
rencontrée  par  Lamé  dans  ses  recherches  de  Physique  mathé* 
matique.  (558). 

Halphen,  — Sur  l'intégration  d'une  équation  difTérentielle.  (5(îa). 

Suite  des  recherches  (Comptes  rendus,  t.  LXXXVIII,  p.  4i^)f  concernant  l'équa- 
tion 

<fr  _3r(.r-f-i)  — <x 

L'autear  donne  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  intégrale  qui  est  algé- 
brique :  il  examine  diTers  cas  où,  en  vertu  de  certaines  valeurs  données  à  la  con- 
stante arbitraire,  le  degré  de  l'équation  qui  lie  x  et  Xt  degré  qui  est  généralement 
égal  à  13,  s'abaisse  k  ^  elkH, 

Farkas  (■/.).  —  Sur  la  détermination  des  racines  imaginaires  des 
équations  algébriques.  (565). 

Liais  {E.).  — Sur  un  système  de  signaux  de  feu  permettant  la  * 
détermination  des  différences  de  longitude  entre  les  diverses 
stations  non  reliées  électriquement,  d'une  triangulation  de  paral- 
lèle ou  de  méridien.  (568). 

Cruls  [L,)  et  La  Caille  (/.)'  —  ^^^  '^  distribution  de  la  chaleur 
à  la  surface  du  Soleil.  Résultats  de  la  première  série  des  obser- 
vations faites  à  l'Observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (Syo). 

Geoffroy  {L.).  —  Détermination  de  la  valeur  approchée  d'un 
coeflBicient  relatif  à  la  viscosité  de  l'eau.  {5yS  ). 

Ader,  —  Nouvelles  expériences  sur  les  téléphones  sans  dia- 
phragme. (SjS). 

Du  Moncel  {Th.).  —  Observations  relatives  à  la  Communication 
de  M.  Ader.  (078). 

Resio  {€.). —  Note  sur  un  téléphone  hydro-électrique.  (SjS). 


N«  12^  24  mars. 
Tfiinpel.  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Brorsen.  (637). 
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Gaspavis  [de).  — Formules  relatives  aux  perturbations  des  pla- 
nètes. (637). 

Pellet  {A).  —  Sur  les  équations  résolvantes.  (638). 

Le  degré  de  l'équation  résolTante  d'une  équation  à  coefficients  entiers  est  un 
multiple  des  degrés  des  divers  facteurs  irréductibles  en  lesquels  se  décompose  le 
premier  membre  de  l'équation  suivant  un  module  premier  quelconque. 

Desboifes.  —  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

(638). 

Ader,  —  Vibrations  moléculaires  dans  les  métaux  magnétiques 
pendant  le  passage  des  courants  ondulatoires  dans  ces  métaux. 

(64i). 

N«  13^  51  Mrs. 

Coggia,  —  Observations  de  la  planète  (^  découverte  à  l'Observa- 
toire de  Marseille  le  a8  février  1879.  (698). 

Halphen,  —  Sur  deux  équations  aux  dérivées  partielles  relatives  à 
la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  elliptiques. 

(698). 

Boussinesq,  —  Du  potentiel  cylindrique  ou  logarithmique  à  trois 
variables,  et  de  son  emploi  dans  la  théorie  de  l'équilibre  d'élas- 
ticité. (701). 

Flammarion  {€.).  —  Anomalie  présentée  par  les  observations  ma- 
gnétiques de  Paris,  (704). 

f^illari  {£.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriques  de 
l'étincelle  électrique  produite  dans  les  gaz.  (708). 

Becquerel  {H.).  —  Pouvoir  rotatoire  magnétique  des  gaz  à  la  tem- 
pérature et  à  la  pression  ordinaires.  (709). 

Bichat  {£,),  —  Sur  le  pouvoir  rotatoire  magnétique  des  vapeurs. 

(712). 

Boutj  (E.).  —  Pression  exercée  par  les  dépôts  galvaniques.  (714)- 
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N»  14;  7  lîril. 

Chevreul  [E.).  —  Sur  les  pirouettes  complémentaires.  (7^7). 

jindré  [D.).  —  Sur  la  sommation  d'une  espèce  particulière  de 
séries.  (jSg). 

Sur  U  somme  des  séries  cooTergentes,    dont  le  terme  général    U^    est  de  la 
forme 

t 

/>(;>-n)(;>-haK..(/>-m— i). 

^«  = rn — ^ •*^' 

I • 3.0  .  •  «  ra 

n  étant  un  entier  quelconque  non  négatif,  p  un  nombre  quelconque,,  positif  ou 
négatif,  mais  non  entier,  et  u^  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement 
dite  quelconque. 

Boussinesq  (/.).  —  Des  déplacements  que  produit,  à  Tintérieur 
d'un  sol  élastique,  une  pression  normale  exercée  en  un  point  de 
sa  surface.  (741)' 

Crookes  (  W,).  —  Foyer  de  la  chaleur  produite  par  les  chocs  molé- 
culaires. (743)- 

Marié'Davy.  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Flammarion  sur  la 
déclinaison  de  l'aiguille  aimantée.  (74^)- 

Houzeau  {^.)*  —  Sur  le  gravivolumètre.  (747)' 

N«  15;  14  aTril. 

Aoust.  —  De  la  courbe  lieu  des  positions  des  centres  de  courbure 
d'une  courbe  gauche  après  son  développement  sur  une  ligne 
droite.  (768). 

L'auteur  suppose  que  le  développement  est  effectué  de  manière  à  ne  pas  altérer 
l'angle  dièdre  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs. 

De  Jean  de  Fonroque,  —  Sur  diverses  expériences  faites  avec  un 
pendule  oscillant  avec  de  grandes  amplitudes.  (771). 

Cornu,  —  Observations  relatives  à  la  Communication  de  M.  Dejean 
de  Fonroque .  (771)- 

Flammarion  (C).  —  Anomalie  des  observations  magnétiques  de 
Paris.  (773). 
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MÉMOWAL  DE  L'OFFICffiR  DU  GÉNIE  ('). 

a«  Série.  Tome  XXV;  1876. 

Le  Mémorial  de  VOfficier  du  Génie  s'est  transformé,  peu  à  peu,  en  un  recueil 
technique,  dans  lequel  les  recherches  scientifiques  tiennent  aujourd'hui  une  plus 
large  place  que  par  le  passé.  De  très-nombreuses  figures,  intercalées  dans  le  texte, 
ajoutent  à  l'intérêt  de  cette  publication. 

Le  tome  XXV  renferme  divers  travaux  qui  se  rattachent  plus  spécialement  à  Tart 
de  l'ingénieur  militaire  ;  mais,  pour  rester  fidèle  à  la  règle  que  nous  avons  adoptée 
dans  notre  précédente  analyse,  nous  mentionnerons  ici  au  moins  le  titre  de  ces 
Mémoires. 

Grillon.  —  Elude  sur  le  casernement  à  Tëtranger.  (1-2 10, 
i36  figures). 

Mangin  (^.).  —  Etude  de  divers  dispositifs  optiques  destinés  à 
projeter  la  lumière  électrique  sur  les  objets  éloignés.  (21 1-2S9, 
19  ligures,  i  planche). 

Curie,  —  Note  sur  la  forme  à  adopter  pour  une  lentille,  afin 
qu'elle  fasse  converger  rigoureusement  en  un  point  donné  les 
rayons  lumineux  issus  d'un  autre  point  également  donné.  (  290- 
328,  17  figures). 

La  détermination  analytique  conduit  facilement  à  l'équation  ^ -h /i  ^  :=  c,  eu 
coordonnées  bipolaires.  Cette  propriété  renferme  le  principe  d'un  premier  dispo- 
sitif permettant  de  tracer  la  courbe  d'un  mouvement  continu. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  singularités  de  cette  courbe,  et  décrit  un  système 
articulé  donnant  un  tracé  continu  ;  puis  il  examine  les  cas  particuliers  pour  lesquels 
la  solution  est  simplement  une  conique.  Mais,  dans  le  cas  général,  il  aurait  été  inté- 
ressant de  rappeler  que  la  condition  de  la  question  peut  servir  de  définition  géomé- 
trique aux  ovales  de  Descartes,  ainsi  désignées  depuis  que  leur  inventeur  a  re- 
connu les  curieuses  propriétés  de  ces  courbes,  entre  autres  celle  de  réfracter,  vers 
un  foyer  donné  F',  les  rayons  lumineux  issus  d*un  point  donné  F.  Le  point  F'  doit 
ensuite  être  considéré  comme  source  de  lumière  par  rapport  à  la  seconde  face 
nécessaire  à  la  constitution  de  la  lentille  dans  Tappareil  optique;  mais  il  est  évi- 
dent que  la  méridienne  de  cette  seconde  face  est  également  une  ovale  de  Des- 
caries. 

La  question  se  réduit  donc  à  l'étude  analytique  de  ces  courbes,  et  nous  n'avons 
insisté  aussi  longuement  sur  cette  indication  que  pour  rappeler  cette  désignation 
et  cette  remarquable  propriété  des  ovales  de  Descartes,  qui  n^ont  pas  été  signalées 
dans  la  IVotc  du  Mémorial^  bien  qu'elles  soient  classiques  et  données  dans  de 

(»)  \ oïr  Buileeift,  t.  XI,  p.  24/1. 
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nombreux  OuYrajres.  Ces  renseignements  historiques  auraient  précisé  l'étmt  de 
la  question,  au  moment  où  cette  étude  a  été  faite,  c'est-à-dire  vers  i85i.  L'élégante 
construction  trouvée  par  Descartes  pour  la  tangente  aurait  mérité  une  mention 
spéciale. 

Ces  courbes,  dit  M.  Chastes,  imaginées  par  Descartes,  ont  joué  un  grand  râle, 
surtout  dans  sa  Dioptrique.  Newton  a  fait  voir,  d'une  manière  très-simple,  que 
ces  courbes  sont  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  deux  circonférences  de 
cercle  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant.  C'est  aussi  ce  qu'avait  montré  la 
construction  géométrique  de  ces  courbes,  donnée  par  Descartes,  et  ce  que  Huygens 
avait  conclu  immédiatement,  et  sans  démonstration,  de  son  système  ondulatoire, 
dans  son  Traité  de  la  lumière.  Descartes,  il  est  vrai,  ne  les  a  pas  étudiées  complète- 
ment, et,  dans  la  suite,  d'autres  géomètres  leur  ont  trouvé  d'intéressantes  propriétés. 
J.  Herschel  les  a  appelées  lignes  aplanéiiquet  (sans  aberration)  à  cause  de  leur 
usage  en  Optique.  Queteletleur  a  découvert  de  singulières  et  curieuses  propriétés. 

Voir  aussi,  à  ce  sujet,  le  livre  de  M.  P.  Serret  :  Des  Méthodes  en  Géométrie, 
p. 78-80. 

De  la  Noë.  —  Mémoire  sur  un  procédé  de  figuré  du  terrain  dans 
rhypothèse  de  la  lumière  oblique.  (329-365,  i5  figures). 

L'emploi  d'une  méthode  géométrique  susceptible  de  définir  rigoureusement  le 
relief  du  terrain  remonte  à  peine  aux  premières  années  de  notre  siècle.  Le  Rap- 
port de  la  Commission  de  1803  constate,  en  effet,  qu'à  cette  date  le  service  du 
Génie,  à  peu  près  seul,  employait  pour  cet  objet  la  méthode  des  sections  horison- 
taies,  tandis  que  celle  dite  des  demi-perspectives  conservait  encore  des  partisans, 
et  que  celle  des  lignes  de  plus  grande  pente  était  suivie  par  la  plupart  des  géographes 
et  des  ingénieurs. 

Il  était  naturel  que,  de  ces  trois  méthodes,  la  première  l'emportât  à  une  époque 
où  l'esprit  scientifique  venait  de  se  réveiller  avec  tant  d'éclat;  mais  une  transforma- 
tion aussi  radicale,  dans  l'art  des  levers,  ne  pouvait  s'exécuter  sans  quelque  résis- 
tance. La  Commission  de  1803  maintint  la  méthode  des  lignes  de  plus  grande, 
pente  :  malgré  cette  décision,  le  service  du  Génie  conserva  ses  procédés,  et,  succes- 
sivement, les  Écoles  Polytechnique,  de  Saint-Cyr,  d'État-major,  et  même  les  ingé- 
nieurs géographes,  se  rendant  à  l'évidence,  entrèrent  dans  la  voie  nouvelle. 

L'évidence  avait  conduit  à  l'emploi  des  courbes  horizontales,  malgré  les  conclu- 
sions de  la  Commission  de  1803  ;  mais  on  ne  pouvait  rompre  entièrement  avec  le 
passé,  et,  pour  se  rapprocher  des  méthodes  le  plus  généralement  suivies,  on  em- 
ploya concurremment  les  hachures,  c'est-à-dire  les  lignes  do  plus  grande  pente. 

Cette  méthode  parut  simple  et  commode  à  la  Commission  de  1836,  qui  l'adopta; 
mais  dès  lors  il  n'y  avait  plus  de  place  sur  les  Cartes  pour  des  teintes  nouvelles. 

Telle  est  l'origine  du  système  suivant  lequel  a  été  rédigée  la  Carte  de  France  dr. 
Dépôt  de  la  Guerre,  système  malheureux,  dont  on  eût  reconnu  à  temps  les  incon- 
vénients, si  l'on  avait  écouté  les  avertissement  de  M.  le  colonel  Puissant. 

Pour  remédier  à  ces  inconvénients,  l'auteur  du  présent  Mémoire  a  trouvé  une 
méthode,  à  la  fois  simple  et  précise,  de  teinter  les  Cartes,  eu  supposant  lo  terrain 
éclairé  obliquement.  Cette  méthode  est  basée  sur  une  indication  donnée,  depuis 
longtemps,  par  le  colonel  Breton.  Elle  conduit  à  trois  solutions  très-simples,  que 
Tautcur  discute  et  justifie  au  moyen  d'une  intéressante  analyse. 

Peaucellier.  —  Note  sur  Tcmploi  des  systèmes  articulés  à  liaison 
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complète,  en  Géométrie,  en  Mécanique  et  dans-  les  Sciences 
appliquées.  (369-389,  24  figures). 

On  so  rappelle  le  succès  de  la  brillante  et  féconde  découTerte  de  ces  assemblages, 
qui  permettent  de  tracer  rigoureusement  la  droite  êi  un  grand  nombre  de  courbvs 
algébriques.  Le  célèbre  parallélogramme  de  Watt  n'était  qu'une  solution  approxima- 
tive du  tracé  de  la  ligne  droite  :  il  remplaçait  le  segment  de  droite  par  un  arc,  très- 
allongé  et  très-aplati,  de  la  courbe  à  longue  inflexion  décrite  par  un  point  du  plan 
du  système  articulé.  La  solution  rigoureuse  avait  été  regardée,  et  même  démontrée, 
comme  impossible;  cependant  elle  a  été  réalisée,  et  d'une  manière  extrêmement 
simple,  au  moyen  d'une  combinaison  de  deux  tiges  égales,  réunies  à  un  losange 
articulé,  auquel  sa  propriété  fondamentale,  de  déterminer  deux  segments  en  ligne 
droite  dont  le  produit  soit  constant,  a  fait  donner  le  nom  d'int^erseur. 

j\ujourd'hui,  ce  remarquable  dispositif  est  universellement  répandu.  Les  études 
de  MM.  Sylvester,  Hart,  Kempe,  Liguine,  ont  contribué  à  son  perfectionnement. 
Nous  ne  saurions  les  reproduire  ici,  et  nous  nous  bornerons  à  rappeler  que  la  dé- 
couverte de  M.  le  colonel  Peaucellier  a  été  honorée,  en  1874,  du  prix  de  Mécanique 
de  la  fondation  Montyon,  que  lui  a  justement  décerné  l'Académie  des  Sciences.  Le 
Rapport  relatif  à  ce  prix  se  trouve  dans  le  même  numéro  du  JHémoriai  (p.  366- 
368). 

Collignon  (G.).  —  Note  sur  quelques  travaux  récents  relatifs  à  la 
théorie  des  voûtes.  (394-398). 

Cette  Note,  ainsi  qu'un  Rapport  académique  inséré  dans  le  même  Tome,  expose 
les  récents  progrès  que  les  recherches  de  MM.  A.  Durand-Claye  et  Peaucellier  ont 
fait  faire  à  la  théorie  des  voûtes.  Les  travaux  de  M.  le  colonel  Peaucellier,  dans 
cette  dernière  voie,  méritent  une  attention  toute  spéciale.  Le  Mémoire  qui  les  ren- 
ferme a  été  déjà  signalé  à  nos  lecteurs,  à  propos  du  t.  XXIV  du  Mémorial,  (Voir 
Bulletin  y  t.  XI,  p.  234.) 

L'emploi  du  polygone  funiculaire,  la  détermination  graphique  des  limites  des 
poussées  qui  correspondent  au  glissement  de  la  voûte  sur  un  joint,  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre,  la  construction  d'une  courbe  auxiliaire  dont  la  sous-normale 
définit  la  poussée  amenant  la  réaction  mutuelle  à  toucher  l'intrados  ou  l'extrados, 
le  procédé  suivi  pour  déplacer  la  réaction  motoelle  et  la  faire  rentrer  à  distance 
convenable  dans  l'intérieur  du  bandeau,  constituent  autant  d'applications  élégantes 
des  principes  de  la  Géométrie  et  de  la  Statique. 

Magué.  —  Extrait  d*un  Mémoire  sur  les  applications,  à  la  défense 
des  places,  de  Teau  employée  comme  moyen  de  transmission  de 
travail.  (399-507,  28  figures). 

Principe,  description,  disposition  et  emploi  de  l'organe  mécanique  inventé  par 
sir  Armstrong,  et  auquel  a  été  très-justement  donné  le  nom  A* accumulateur. 
Le  Mémoire  en  question  fait  connaître  les  applications  diverses  de  ce  nouvel 

orijano. 

Mengin  [A,-N,),  —  Mémoire  sur  l'organisation  des  chantiers  des 
forts,  h  Toiil.  (5o8-584,  ^4  figures). 
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Langlois.  —  Note  sur  le  casernement  eu  Angleterre.  (585-673, 
102  figures).  •  H.  B. 


Thb  OBSERVATORY,  a  Monthly  Review  of  Astronomt,  odited  by  W.-H.-M. 
Christîe.  —  Londres,  in-8'  ('). 

Tome  I  (avril  1877-avril  1878). 
Réunion  de  la  Société  astronomique  de  Londres,  le  1 3  avril  1877. 

(1-4). 

Brett  (/.  ).  —  Dessin  de  Copernic.  (4). 

Huggins  {W.),  —  Photographie  du  spectre  des  étoiles  (4"7)- 

Les  essais  commencés  en  i863  n'ont  donné  de  bons  résultats  que  depuis  1870. 
L'appareil  employé  consiste  en  un  télescope  à  miroir  métallique,  de  18  pouces  an- 
glais de  diamètre,  et  en  un  spectroscope  à  pente,  lentilles  de  quartz  et  prismes  de 
spath  d'Islande.  La  plaque  est  préparée  avec  du  collodion  sec  très-sensible.  Pour 
les  belles  étoiles,  la  durée  d'exposition  varie  de  un  quart  d'heure  à  une  demi-heure; 
avec  les  étoiles  moins  brillantes,  elle  peut  s'élever  à  une  ou  deux  heures. 

La  Note  de  M.  Huggins  est  accompagnée  d'une  reproduction  du  spectre  chimique 
de  a  de  la  Lyre. 

GUI  {D.).  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe.  I" Partie. 

(7-i3). 

L'auteur  débute  par  une  classification  des  méthodes  qui  peuvent  conduire  au  ré- 
sultat cherché  : 

I**  Méthodes  théoriques  déduites  de  la  considération  du  mouvement  des  périhélies 
de  Mars  et  de  Vénus  et  de  l'inégalité  parallactique  de  la  Lune. 


(*)  Le  Journal  de  M.  Christie  est,  pour  ceux  qui  désirent  être  au  courant  des  tra- 
vaux des  astronomes  anglais,  un  complément  indispensable  aux  Monthfy  Notices;  ces 
dernières  sont  un  procès-verbal  ofQciel,  où  toute  discussion  est  soigneusement  omise, 
des  séances  de  la  Société  astronomique  et  donnent  in  extenso  les  Notes  qui  y  ont  été 
lues  ;  VObservatory  se  fait  l'écho  des  discussions  qui  se  produisent  dans  ces  réunions, 
discussions  parfois  fort  importantes  et  toujours  très-intéressantes  à  suivre.  Les  Monthly 
Notices  étant  analysées  dans  le  Bulletin,  nous  nous  bornerons  à  mentionner  d'une  ma- 
nière sommaire  ces  discussions. 

M.  Christie  donne  également  dans  son  Journal,  qui  compte  de  nombreux  collabo- 
rateurs parmi  les  astronomes  de  profession,  des  Notes  et  des  Articles  originaux  et 
aussi  une  analyse  des  principales  publications  nouvelles. 

Suivant  la  convention  adoptée  dans  \e  Bulletin,  les  analyses  bibliographiques  seront 
marquées  d'un  astcrisqiio. 
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^         2^  Méthodes  pratiques,  comme  la  mesure  directe  de  la  parallaxe  de  Mars  ou  d'une 
petite  planète. 

3**  Méthodes  physiques  résultant  de  la  mesure  de  la  constante  de  l'aberration  et 
de  Ja  vitesse  de  la  lumière  par  des  expériences  de  laboratoire. 

La  considération  du  roouTement  du  périhélie  de  Mars  de  1673  à  l'époque  actuelle 
a  donné  à  Le  Verrier  tt  =  8,866. 
Les  changements  de  latitude  de  Vénus  pendant  le  dernier  siècle  ont  également 
^      donné  à  Le  Verrier  it  =  8,853. 

Enfin,  d'un  siècle  d'observations  de  cette  dernière  planète,  lecélèbre  directeur  de 
l'Observatoire  de  Paris  a  déduit  7r  =  8'',859. 

La  parallaxe  solaire  est  donc  connue  à  o^^oi  près  et  toute  méthode  qui  ne  pourra 

^       conduire  à  la  même  exactitude,  dans  laquelle  il  y  aura  des  erreurs  systématiques, 

et  qui,  appliquée  par  deux  calculateurs  différents,  ne  conduira  pas  au  même  résultat 

_      numérique  doit,  par  suite,  être  repoussée.  La  méthode  de  l'inégalité  parallactique 

de  la  Lune  est  dans  ce  dernier  cas. 

Darwin  {G.-Ff.).  —  L'hypothèse  de  la  nébuleuse  cosmique  et 
l'obliquité  des  axes  de  rotation  des  planètes  sur  le  plan  de  leurs 
K       orbites.  (13-17). 

■  Birmingham  (/.).  —  Sur  la  variabilité  des  étoiles.  (17-18). 

gr  L'auteur  l'attribue  à  un  anneau  de  matière  nébuleuse  tournant  autour  de  l'étoile. 

^   Tupman  (G.-L.),  —  Note  sur  la  comète  I,  1877.  (18-19). 

^   Tupman  {G.-L.).  —  Note  sur  le  bolide  du  17  mars  1877.(19-20). 

Pritchard  {€.),  — Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
^        comète  U  de  1877.  (20-ai). 

L'Editeur.  —  Notes  sur  la  comète  d'Enckc,  les  taches  solaires  et 
les  protubérances,  l'étoile  temporaire  de  1866,  le   catalogue 
I        d'étoiles  rouges  du  P.  Secchi.  (ai-27). 

Memoraivda  astronomique  pour  mai  1877.(28-29). 

Marih  (^.  ).  —  Éphéméride  pour  les  observations  physiques  de 
Jupiter  et  de  la  Lune  en  mai  1877.  (3o-32). 

Réunion  de  la  Société  astronomique  de  Londres  le  1 1  mai  1877. 

(33-38). 

Discussion  sur  la  stabilité  de  l'héliomètre  de  lord  Lindsay. 

Gill  {D.).  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  II.  (38-44). 

Examinant   le  degré  d'exactitude  de  la  constante  d'aberration  de  StruTe  et  les 
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remarques  de  M.  V.  Villarccau  à  ce  sujet,  l'auteur  conclut  que  cette  méthode  phy- 
sique ne  pourra  donner  de  résultats  exacts  que  lorsque  la  détermination  de  SiruTo 
aura  été  reprise  et  que  les  astronomes  auront  de  nouvelles  Tables  des  satellites  do 
Jupiter. 

Ledger  (-£*.).  —  Résumé  d'une  lecture  sur  la  scintillation   des 
étoiles.  Partie  I.  (44-5o). 

Dennig  (TF'.'F.).  —  Points  radiants  des  météores  d'avril,   (do- 
5i). 

Lecky  {R.-J.).  —  Bolide  du  6  avril  1877  en  Angleterre.  (52-53). 

L'Éditeur.  —  Notes  sur  la  déviation  de  la  verticale  au  Canada,  la 

longitude  d'Ogden  (Utali),  la  construction  des  télescopes,  etc. 

(53-58). 

Memorandà  astronomique  pour  juin  1877.  (59-61). 

Marth  (-^.).  —  Éphémérides  pour  les  observations  physiques  de 
Mars,  Jupiter  et  la  Lune  en  juin  1877.  (62-64)« 

Sande  Bakhujzen  [E.-F,  v,  d.).  —  Éphéméride  de  la  comète  II 
de  1877.  (^4)-  [Winnecke.] 

Réuniojn  de  la  Société  àstroiiomique  de  Londres,  le  8  juin  1877. 

(65-70). 

Pritchard  (  C.  ).  —  Note  sur  le  mouvement  du  périgée  de  la  Lune. 

(71.72). 

Pritchard  (C  ).  —  Aberration  planétaire  ou  cométaire.  (72-74). 
Gill  [D.].  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  III.  (74-82). 

Ce  troisième  Chapitre  est  consacré  à  l'examen  de  la  méthode  dite  instrumentale. 
M.  Gill  montre  que  la  forme  et  les  dimensions  de  la  Terre  sont  connues  avec  une 
approximation  telle  et  que  les  méthodes  pour  la  détermination  des  latitudes  et  des 
longitudes  sont  assez  exactes  pour  que  la  situation  réciproque  des  deux  observa- 
teurs soit  fixée  avec  une  rigueur  amplement  sudisanle  pour  le  but  qu'on  se  pro- 
pose. 

Ledger  {£.), — Résumé  d'une  lecture  sur  la  scintillation  des  étoiles. 
Partiel!.  (82-91). 

L'auteur,  après  avoir  analysé  les  recherches  de  MM.  Montigny,  Wolf  et  Respighi, 
arrive  à  cette  conclusion  que  la  scintillation  est  un  phénomène  purement  atmosphé- 
rique dû  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  aux  réfractions  inc(;ales  des 
rayons  lumineux  dans  dos  couches  «itmosphériques  ii  des  températures  difTéron tes. 
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Memoranda  astronomique  pour  juillet  1877.  (9^"9^)- 
Denning  [TW.-F.).  —  Poînls  radiants  pour  juillet.  (94)- 

Marth  {-^■)-  —  EpbémériJes  pour  les  observations  physiques  du 
Soleil,  de  Mars  et  de  Jupiter  en  juillet  1877.  (gS-gÔ). 

Société  Royale  Astrokomiqub. —  Modification  dans  le  moded'élcc- 
tiou  du  Conseil,  (gy-ioo). 

GUI  {D.).  —  Notes  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  IV.  (101-106). 

M.  Gîll  cipoie  Ici  principe!  do  U  mélbode  de  Hallsy  mlntive  aui  puM^eg  de 
VénuBflLnioDtreleidinlcallHBque  l'an  rencontre  dfln>H  réaliulion  toit  par  l'obser- 
vation directe,  loit  par  l'observation  photocraphiquo. 

Denning  (  ÏV.-F,  ).  —  Note  sur  la  variation  diurne  du  nombre  des 
«toiles  filantes.  (106-107). 

Knolt  [G.).  —  Mesure  du  diamètre  du>  cercle  de  diffraction  des 
étoiles.  (107-109). 
L'atitcnr  propose  d'observer  des  étoiles  doubles  ol  de  réduire  le  diamètre  de  l'ob- 
jeclir  jusqu'à  ce  que  le  premier  anneau  brillant  passa  par  le  compagnon  ;  il  a  Tait 
quelques  esaais  de  la  méthode. 

Pritchard  (  C).  —  Compte  rcudu  annuel  des  travaux  de  l'Obser- 
vatoire de  l'Université  d'Oxford,  (log-i  i3). 

Notice  nécrologique  sur  G.  Santïni,  (E.  Dunkin].  (ii3-i  i4)- 

Christie  (  7V.-H.-M.).  —  Note  sur  l'activité  solaire.  (ii4-iig). 
C'est  un  résumé  des  Iraïaui  de  M.  Jaiissen  et  des  spectroscopistes  italiens. 

L'Editecr.  —  Notes  sur  les  S|H»:tres  des  trois  premières  comètes  de 
1877  et  les  relations  entre  les  tacbes  solaires  et  les  variations  de 
la  déclinaison  magnétique.  (1 19-raa). 

Mekorihdi  astronomique  pour  aoiit  1877.  (t93-ta4). 

Denning  {  Jf'.-F.).  —  Points  radiants  pour  août.  (laS). 

Marth  [A.].  —  E!|>|ttovride«  pour  l'observatiou  physique  du  So- 
leil, do  taLune,  duMara,  de  Jupiter  et  de  Saturne  eu  août.  (126- 
ia8 
IIiill.  dn 
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GUI  (D,).  —  Notes  sur  la  délerniiiialion  de  la  parallaxe  solaire. 
Partie  V.  (129-134). 

ExamcD  critique  des  diverses  méthodes  photographiques. 

Abnej  {JV,'S.'W.),  —  Spectres  photographiques  montrant  la 
rotation  du  Soleil.  (i34-i35). 

Par  rintermédiairc  d'un  hélicstat  et  d^une  lentille  d'héliomètre,  on  amène  les 
images  des  bords  est  et  ouest  du  Soleil  à  se  former  sur  une  même  région  de  la  fente 
d'un  spectroscope  formé  do  plusieurs  prismes  ou  d'un  réseau.  En  photographiant  le 
spectre,  on  constate  que  les  lignes  sont  déplacées;  le  déplacement  est  toujours  dans 
le  sens  que  doit  produire  la  rotation  du  Soleil,  mais  sa  grandeur  varie  arec  les  heures 
du  jour. 

Erck  (  IVenlworthY  —  Description  de  TObservatoire  construit  par 
lui  à  Sherringtou  Bray.  (i 35- 137). 

L'Observatoire  renferme  un  équatorial  de  7  7  pouces,  fait  autrefois  par  Al  van  Clark 
pour  M.  Dawes. 

Notice  nécrologique  surL.  Heiss.  [Dunkin].  (137-139). 

*  AwjvALEsderObservatoire  de  Moscou.  Vol.  III*,  in-4*'.  Moscou,  1 877. 
Brett  (/.  ).  —  Lettre  sur  la  Société  Royale  Astronomique.  (142- 

i45). 

Hunt  [G.).  — Remarques  sur  la  mesure  du  diamètre  du  premier 
anneau  de  diilraction  des  étoiles.  (i45-i46). 

M.  Dawes  a  autrefois  mesuré  ce  diamètre  par  les  procédés  microméti  iques. 

Gill[D.),  —  Visite  à  TObservatoirc  do  Halley  à  Sainte-Hélène. 

(147-148). 

*  L*F]diteuii.  —  jNotes  sur  les  observations  anglaises  de  Vénus, 
Texaclitude  des  déterminations  télégraphiques  de  longitude,  le 
passage  de  Vénus  en  1882,  la  nouvelle  méthode  spectroscopique 
du  professeur  Langlcy,  Hypérion,  la  possibilité  d'observations 
de  passages  sans  erreurs  personnelles.  (i48-i54). 

Memoranda  astronomique  pour  septembre  1877.  (  155-^156). 

Denning  [TV. -F,).  — Points  radiants  pour  septembre.  (iSj). 

Marlh  (^.).  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  de  Mars, 
Jupiter  et  Saturne.  (i59-i()o). 
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Todd  {D,-P,).  —  Noie  sur  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 
(161-164). 

Denning  (  TV. -F,), —  Note  sur  les  observations  des  étoiles  ûlantes 
d'août  1877.  (16*4-166). 

*  Airy  [G.'Ii.),  —  Observations  du  passage  de  Vénus  en  1874  par 

les  expéditions  anglaises.  [Christie],  (166-173). 

*  ANNALES  de  rObservatoire  de  Moscou.  —  Observations  pliotomé- 

triques,  par  M.  W.  Ceraskî.  (173-174). 

GUI  (D.).  —  Lettre  écrite  de  T Ascension.  (175-176). 

Gore  [J.'E.'j.  —  Variabilité  de  Tétoîle  R(i')  de  l'Hydre.  (176-177). 

Lassell[W.).  —  Note  sur  Toffre  de  son  télescope  pour* rObserva- 
toire de  Melbourne.  (  1 78- 1 79  ) . 

*  Hall[A.),  — Notes  sur  les  satellites  de  Mars.  (181-182). 

Eclipse  de  Lijne  du  23  août  1877.  —  Résumé  de  diverses  observa- 
tions sur  le  spectre  de  la  partie  éclipsée.  (182-184). 

*  Draper  {H.),  —  Découverte  de  l'oxygène  dans  le  Soleil  [Amc^ 
rican  Journal,  August  1877).  (i84-i85). 

Memoranda  astronomique  pour  octobre  1877.  (186-187). 

Denning  [F.-TJ'.).  —  Points  radiants  en  octobre.  (188). 

Marth  {A').  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes eu  octobre  1877.  (^^9"'9^)' 

Darwin  [G.-H^.  —  Densité  interne  des  planètes.  (193-197). 

Plummer  [J,-J.). —  Note  sur  les  phénomènes  physiques  de  l'éclipsé 
de  Lune  du  23  août  1877.  (197-199). 

Kirkwood  {D.).  —  Relation  entre  les  moyens  mouvements  des 
quatre  satellites  intérieurs  de  Saturne.  (199). 

Relation  trùs-simple,  mais  empirique. 

Notice  nécrologique  sur  Le  Verrier.  [E.  Dunkin].  (199-206). 

R.7. 
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•  Aj»/ir4LEf  dcrOhsci^aloîrede  Moscoo.  — E^rwMTh  ô^  m^s^t 
4'jiri:\i*  méridien,  par  M.  A.  Gromadzkî:  paraJ^EX.*  àt-  TtikiSt  m 
huUtUMs  II  IV  37  ^  spectre  des  nébuleuses  plaorlacne^-     ^i^JêùS 


Lifuhnjl\oTA)  et  Walher{C.'F.  .  —  ! 

du  règlement  de  la  Société  Astronomique.  \  20^^13  . 

Àiry  ((i.'ÎL^ .  —  Aote  sur  la  forme  des  anneanxde 
étrilles,  (2i2-'ji3;. 

\f*wcomh  (S.).  —  Période  des  satellites  de  Mars  et  masse  At  la  pia- 

h      m. 
Révolution  du  «atcllite  intérieur 7-  ^ 

Rérolution  du  Mtellite  extérieur 3>&.  i  z 

manse  du  f^olHI 


Muse  de  Mart  — 


3090000 


Cranston  [T.»,  —  Nouvelle  méthode  de  distances  lniiaire>.  1  114- 

Dreycr  {J.'L.'E,},  —  Remarques  sur  la  distribution   des  rfoilrs 

d'après  les  zones  de  Bonn.  (  ^16). 

Capron{J.'Ii.),  —  Note  sur  Téclipse  de  Lune  du  a3  aoùs  1877. 

('>îi()-ai8). 

*  I/all[yf,}.  — Rotation  de  Saturne.  (218-219). 

La  duicc  de  la  rotation  est  de  lo**  14°*  33*,  8. 

*  f^ogrl[f/.-C.).  —  En'et  de  la  rotation  des  étoiles  sur  leur  spectre 

(  Monlhly  Notices  de  mars  1 877  ) .  (  220-22 1  ) . 

*  Stonc.  — Observations  faites  au  Cap  en  1874.  (221-22^). 

*  Mouchez. —  L'auréole  autour  de  \  énus  (  Co////;/^5   rr/ttlus  iles 
séances  de  l'ylcadêmie  des  Sciences,  t.  LXXX\  ,  n^  7.  '223). 

*  Reslhuber  et  Slrasser.  —  Catalogue  de  75 o  étoiles  observées  .i 
Kremsmùnstcr.  (223-224)* 

Memoranda  astronomique  pour  novembre   1877.  (225-226). 
Dennin^  (  Tf'.-F,).  —  Points  radiants  ])our  novembre.  ;  227  ). 
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^farlh  [A.  ).  —  Kphémérides  pour  l'observation  physique  du  So- 

■•  leil,  de  la  Lune  et  des  planètes  en  novembre  1877.  (aaS-aSo). 

I 

Iécn ION  DE  LA  Société  Astronomique  de  Londres  le  9  novembre 

I    1877. (231-237). 

'       Discussion  entre  MM.  Adams,  Airy  et  Neison  sur  la  théorie  de  la  Lune. 

^eison  {E.),  — iNote  sur  les  observations  physiques  de  la  Lune. 
(238-242). 

L'auteur  fait  un  appel  pressant  aux  astronomes  et  à  tous  ceux  qui  ont  des  lunettes 
!   de  8  à  10  pouces  d'ouverture,  afin   d'étudier  d'une  manière  précise  la  surface  de 
notre  satellite  et  de  décider  la  question  des  changements  possibles  de  cette  sur- 
face. 

Denning  [F.-W.j.  —  Note  sur  les  étoiles  Glantes  d'octobre  du 
groupe  des  Orionides.  (243-244)- 

Gill  (D.  ).  —  Lettre  écrite  de  l'Ascension.  (  244~^4^)^ 

Flammarion  (C).  —  L'étoile  triple  6  de  Persée.  (245-246). 

Le  catalogue  de  Smyth  renfermerait  une  erreur  relativement  à  la  position  de  la 
troisième  étoile  du  groupe. 

Capron  [J.-IÎ.  ).  —  Remarques  sur  les  lignes  brillantes  découvertes 
dans  le  spectre  solaire  par  M.  Draper.  (247-248). 

Barnebj  [T.],  —  Remarques  sur  Saturne  et  ses  satellites.  (248- 
200). 

M.  harneby  a  vu,  le  22  octobre  1877,  l*ombrc  de  Titan  passer  sur  la  planète. 

Plummer  (/.-7.). — Note  sur  la  distribution  des  étoiles.  (  25 1-253). 
Dunkin  {£,).  —  Mouvement  propre  de  35 11  Groombridge.  (253). 

Les  mouvements  propres  sont  : 

Ascension  droite -+-  o*,o5o. 

Déclinaison . .     -f-  0",  o.'|. 

*  Oppolzer,  Plantamoiir  et  R.  TVolf,  —  Jonction  télégraphique 
des  triangles  géodésiques  autrichiens  et  suisses.   (254-255). 

*  Schmidt  [J.'F.'J.).  —  Note  sur  la  comète  II  de  1877  (Win- 
necke).  [jistronomische  Nachrichteny  n^  ^li6).  (256). 

HbncoKAifDA  astronomique  pour  décembre  1877.  (257-258). 
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Denning  (  TV,- F.  ).  —  Points  radiants  ponr  décembre.  (  aSp). 

Marth  [A.  ).  —  Ephémérides  pour  Tobseryation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lnne  et  des  planètes  en  décembre  1877.  (  iGc^^6'i), 

Pritchard  {C).  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la  co- 
mète Il  de  1877.  (  262). 

R^^cnioTi  DE  LA  Société  Astiosomique  de  Londres  le  i4  décembre 
1877.  (  264-272). 

Adams  [J.-C.  ).  —  Note  sur  le  mouTcment  des  nœuds  de  la  Lune. 

(272-273). 

Gill{D.).  —  >oles  sur  la  détermination  de  la  parallaxe   solaire. 
Partie  VL  (273-280). 

Cette  dernière  Note  débute  par  une  discussion  de  la  méthode  héliomélrique.  Ao 
point  de  Toe  théorique  et  aussi  au  point  de  vue  de  la  facilité  des  mesures  et  del'éli- 
raination  des  erreurs  d'obserrations  par  leur  répétition,  le  procédé  est  des  plus 
corrects:  mais  les  réductions  reposent  toutes  sur  la  détermination  d^(  constantes 
instrumentales  (valeur  de  l'échelle  des  distances),  et  l'on  peut  craindre  qu'il  n'y  ait 
dans  c<^tte  détermination  des  erreurs  systématiques  que  les  méthodes  de  calcul 
n'éliminent  pas.  M.  Gill  pense  donc  que  la  méthode  héliométrique  ne  présente  pas  en 
elle-même  tous  les  caractères  de  rigueur  nécessaires. 

L'auteur  donne  donc,  parmi  toutes  les  méthodes  proposées,  ses  préférences  à  la 
méthode  des  difft>rences  de  déclinaison  de  Mars,  et  surtout  à  celle,  préconisée  par 
M.  Galle,  des  différences  de  position  des  petitos  planètes  par  rapport  à  des  étoiles 
voisines  prises  pour  points  de  repère.  La  mesure  héliométrique  des  dislances  delà 
planète  aux  étoiles  lui  semble  une  opération  d'une  exactitude  absolue  et  de  laquelle 
il  est  facile  de  faire  disparaître  toutes  les  erreurs  systématiques. 

Kirhwood  {D,), —  Les  satellites  de  Mars  et  l'iiypothèsedc  la  nébu- 
leuse cosmique.  (280-282). 

La  rotation  du  satellite  intérieur  de  Mars,  environ  trois  fois  plus  rapide  que  celle 
de  la  planète,  n'est  pas  une  objection  à  la  théorie  cosmique  de  Laplace  et  Ilorschel. 

7'u/mian  (G.-L.).  —  Le  bolide  du  2!^  novembre  1877.  (282-283). 

INoTicE  nécrologique  surC.-L.  de  Litlrow.  [E.  Duiikin].  (283-284). 

Schocnfeld  {E.),  —  Notes  sur  les  Cartes  de  Boun  et  la  distribution 
des  étoiles  dans  l'espace.  (284-285). 

(êill  [!),).  —  Lettres  écrites  de  l' Ascension.  (  •»86-288). 
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Capvon  [J,-B,).  —  Observation  du.  passage  de  Tombre  de  Titan 
sur  Saturne  le  9  xlécembre  1877.  (288-289). 

Tennant  [J.-F.),  —  Note  sur  le  passage  de  Vénus.  (290-291). 

Corder  [H.  ).  —  Remarques  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre  et 
décembre  1877.  (291-292). 

*  Tempel,  — Nébuleuses  découvertes  à  Arcetri  [Astron.  Nach.^ 
n«*  2138  et  2139).  (292-294). 

*  Tisserand,  —  Masse  de  Tanneau  de  Saturne.  (  Comptes  rendus, 
t.  LXXXV),  n°  16.  (294-295). 

*  'iirj  {G.'B,),  —  Observations  deGreenwîch  pour  1875.  (296). 

*  Lindsaj  [lord).  — Publications  de  l'Observatoire  de  Dun-Echt. 
T.  II.  (.97). 

Memoramda  astronomique  pour  janvier  1878.  (298-300). 

Denning  [W.-F.).  — Points  radiants  pour  janvier.  (3oi). 

Marth  (A.),  —  Ephémérîdes  pour  Tobservation  physique  de  la 
Lune  et  des  planètes  en  janvier  1878.  (802). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  1 1  janvier  1878. 
(3o3-3i4). 

Schuster  [A.].  —  Note  sur  la  présence  de  Toxygène  dans  le  Soleil . 
(3i5-3i6). 

M.  Schuster  a  déterminé  les  longueurs  d'onde  des  lignes  du  spectre  de  l'oxygène  ; 
le  Tableau  suivant  résume  le  résultat  de  ses  expériences  et  les  longueur^ d'onde  des 
lignes  correspondantes  du  Soleil: 

Oxysène.  Si>Iell. 

a 6i56,86  6i56,70 

/3 5435,55  5435,50 

*/ 53q9,4i  5329, ao 

0  4367,62  4367,58. 

La  coïncidence  est  très-grande;  mais  les  lignes  de  l'oxygène,  à  basse  température, 
paraissent  un  peu  moins  rcfrangibles  t{ue  celles  du  Soleil. 

Tupman  (G.-L,).  —  Notes  sur  le  bolide  du  23  novembre  1877, 
d'après  les  observations  faites  en  Angleterre.  Partie  L  (3 16-322). 
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*  Tupnian  (G.-Z.).  —  Parallaxe  solaire  [Monthly  Notices  du 
1 4  décembre  1877).  (Sati-SaS). 

Hunt  (G.), —  L'éioîle  X  Petite  Ourse  considérée  comme  une  épreuve 
de  la  vision  à  Tœil  nu.  (3a5-326). 

L'étoile,  située  entre  la  Polaire  et  ^  Petite  Ourse,  est  de  6  {  grandeur  ;  eWe  parait 
n'être  visible  que  pour  quelques  observateurs  privilégiés. 

Knobel  [E.'B.), — Remarques  surla  distribution  des  étoiles.  (326- 

3^7  ). 

L'uuteur,  comparant  les  résultats  de  ses  déterminations  photométriques  des  étoiles 
de  l'amas  de  Persée  avec  les  grandeurs  indiquées  par  Argelander,  montre  que  ces 
derifières  sont  en  général  très-exactes. 

Grover  {€.).  —  Observation  de  l'ombre  de  Titan  sur  Saturne  le 
9  décembre  1877.  (327-328). 

*  f^ogeL  —  Note  sur  la  photométrie  des  diverses  parties  du  spectre 
et  l'absorption  de  Tatmosphère  solaire  [Monatsbericht  d. 
K.  Ahad,  d,  TVissensch,  Berlin,  '877,  mardi.).  (3a8-33i). 

Académie  de  Vieuhe.  —  Prix  pour  la  découverte  des  comètes. 

(33i). 

Stone,  —  Catalogue  des  étoiles  observées  au  Cap  de  1871  à  1 870. 
(331-332). 

*  Le  Verrier,  —  Tables  d'Uranus  et  de  Neptune.  (332-333). 

Flammarion,  —  Les  mouvements  propres   et  les  distances  des 
étoiles  (Comptes  rendus,  t.  LXXXV,  u^''  10,  18,  22).  (334). 

Ellerj  (  R.-L,  ) .  —  Observation  d'un  satellite  de  Mars  le  1 6  octobre 

1877.  (335). 

Memoranda  astronomique  pour  février  et  mars  i8j8.  (33(S). 

Denning  (  TV.-F,  ).  —  Points  radiants  pour  février.  (337). 

Martli  (A.).  —  Epbéméridcs  pour  Tobscrvalion  physique  du  So- 
leil et  des  planètes  en  février  1878.  (338). 

Rélmow  annuelle  de  la  Société  Royale  AsTnojNOMigi  eIc  8  février 

1878.  (339-351). 
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lu/iniaii  {G.-L.  1.  —  L«  bolide  du  a3  novembre  1877.  Partie  11. 
{30I-3.T5). 
Les  élùmentadc  l'orbite  parabolique  «ont 

mouve™«nl  .lirecl  '  "  "'    °^'^^''    «  =  "•<''• 

*  Fitimniarion{C.). —  Les  terres  du  ciel,  i  vol.  in-S".  Paris,  1877. 
(355-358). 

*  Chamhers  [G.-F.].  —  Handbook  of  descriptive  Astronomy. 
Third  édition.  Oxlord,  1877.  (358-36o). 

Nelson  (E.).  —  Rédexîon  spécutaire  de  lasurfaccde  Vénus.  (36o- 
3(>6). 

M.  >ei«on  penac  que  les  erTetii  ultribué*  à  une  rëOeiion  ipértiliire  *ur  Vèous 
sont  Jui  à  la  pnitPnFe  auionr  de  la  plati^le  à'nne  atmosphère  épaisse  et  denae.  Ces 
idées  sontcimtrcdilrsparM.  Clirislic  dnn*  une  Nota  qui  suit  la  Lettre  de  M.  NciioD. 

Denning  (  W^.-F.  ] .  —  Remarques  sur  l'exactitude  de  ses  détermi- 
nations de  |>oiiit3  radiants.  (366-368). 

Bachhouse  {T.-Tf'.\. —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre. 

{369-37U). 

Dreyer  (J.-L.-E.). —  La  forme  spirale  des  nébuleuses.  (370-371). 
M.  l'uDipel  aiait  émis  l'iilùc  que  In  fornie  spirsie  donnée  par  lord  Roia  b  pln- 
■icurs  nébnleusps  étnit  due  à  une  illusion  d'optique  provenant  d'une  aorte  do  ptilu- 
(iun  de  lu  lumière.  M.  Drever  pense  que  cette  formo  est  bien  réelle. 

*  Birmingham  [J.)-  —  The  red  stars....  Observations  et  Cata- 
logues d'étoiles  rouges,  i  vol.  Londres,  1877.  (372-373). 

'  Kirhwood  (D.).  —  On  the Sur  l'âge  relaiif  du  Soleil  et  de 

que]c]in.'s  étoiles  lixes  [Amer.  Philos.  Soc).  (373-374)- 

"  Main  {R.).  —  Airfc/i^ff,...  Observations  faîtes  à  l'Observatoire 
d'Oxford  en  iSyS.  (375). 

Mruoiiasiu  astrDiiuuiii[Ue  pour  mars  ecavril  1878-  (376). 

Denning  {  W.-F.}.  —  Points  radiants  poununis.  (^^77)- 

Marth  {A.).  —  Kpbùiuéndes  pour  l'ubacrvalion  pbysitjui'  du  So- 
leil et  des  planètes  en  vnan  et  avril  1878.  (378}. 
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RAtmoBi  DE  LA  SocitTÉ  AsnoHOBiiQtJB  de  Londrcski: 

IntercM^iite  dikriiMÎoii  sur  la  cauic  des  différeiicefl  calve  la 
câlciiliM>t  par  MM.  Airy,  Tiipmaii  et  Stoiie  d'apré*  lei 
Vénus  en  i^'\. 

*  Celoria(G.).  — Sopraalcuni,...  Mémoire  snrloflil 
rirl  rt  la  distrihutioii  des  étoiles  dans  l 'espace.  MSaii 
Brell].  (392-396). 

*  Lohrnmnn  [fr.-d,),  —  Monâcharte....  Carte  de  h 
25  planches,    avec   un  texte   ex|>licatif  par  J.-FA 

Li'ipzig.  1878.  [E.  Neison].  (  396-399  )• 

Saw^'cr  [E.-F,).  — Nombres  relatifs  des  étoiles  filai 

verses  grandeurs.  (399-400). 

Voici  le  résultat  moyen  des  ralculs  faits  sur  ce  sujet  par  MW. 
et  Sawyer  : 

Mombri)  poar  loo  d«t  divers  aétéor«s. 


1"  Krandenr.  >*Krandear.    VicraiMlear.   4*fr«ii4««r.   i*i 
Moyenne 3,o  10,^»  17,4  «4.9  44-« 

Christie  {Tf'.'/f .-:}/. \  —  Instruclions  pour  le  passager 

du  6  mai  1878.  (4oo-4o5i). 

Notice  nécrologique  sur  le  P.  Secchî.  (4o2-4«»3). 
TamiHil  (Jf-)'  — Sur  la  forme  spirale  des  nébuleuses. 

Réponse  aux  rritir|ues  <]iie  M.  I)rc>er  avait  faites  de  son  tniTail. 

^'///sop  [IF.'J.],  —  Hemaniues  sur  A  de  la  Petite  Ours< 

I/étoile  est  visible  à  Itril  nu;  ol)}:ervQtion  confirmée  par  M.  CbristJ 

*  lloldcn.  —  Mouvement  propre  dcî  la  nébuleuse  Me! 
[./nirrican  Journal^  dvci^mhra  1^77)'  [K.  I).].  (4o6-^ 

'**«•  *    GodwariL   —   (\)rrrctions  to....    C^orrectioii   des  él 

Cérès  [Moiithlj  \i)ticaSy  janvier  1878).   [E.  D.l.  (^o 

;    -il  *  Picharin^,  — Harvard  Cnllci^c  Olyscrvatory Rapj 

V'*'  1*^77)  '**^^'  ^^^  travaux  de    l'Observaloire  de  Ilarvai 
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*  Lockjer  (iV.).  — Discoueiy,,..  Découverte  des  métaux  rares  dans 

le  Soleil  [Comptes rendus,  t.  LXXXV,  n®5).  ( 409-4 1^>)- 

*  Hennessej.  —  The  IngononwtricaL..,  Rapport  sur  k'S  progrès 
de  la  triangulation  de  Tlnde  en  1875-1876.  (4i  i-4i3).  [D.  G.]. 

*  Hall.  —  Tlie  south,...  La  tache  polaire  sud  de  Mars  [Astron, 
A7zcA.,n°*  2174  et 2178).  (4i4). 

Memoramda astronomique  pour  avril  et  mai  1878.  (4i6)* 

Denning  [TV, -F.),  —  Points  radiants  pour  avril.  (4*7)- 

Marth[yi,).  —  Éphémérides  pour  Tobservation  physique  du  So- 
leil, de  la  Lune  et  des  planètes  en  avril  et  mai  1878.  (4iS)* 

Tome  H;  (avril  1878-raai  1879). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  12  avril  1878. 

(.-,3). 

Intéressante  discussion  entre  le  capitaine  Abney  et  M.  de  La  Rue  sur  les  photo* 
graphies  de  la  partie  ultra-rouge  du  spectre  solaire  et  les  procédés  qui  permettent 
de  l'obtenir. 

Gould  [B.'A,).  —  La  Photographie  céleste.  (iS-ig). 

M.  Gould,  faisant  l'historique  des  progrès  de  la  Photo(rraphie  astronomique,  rap- 
pelle d'abord  les  essais  faits  en  i85o,  sous  la  direction  de  W.-C.  Bond,  avec  le  grand 
équatorial  de  Cambridge  ;  on  obtint  des  images  de  la  Lune  ainsi  que  de  Vega  et  de 
Castor.  L'image  de  cette  dernière,  qui  est  double,  parut  allongée.  En  i854,  on  pho- 
tographia l'éclipsé  de  Soleil  du  a6  mai;  enfin,  en  1867,  M.  Whipple  obtint  à  Cam- 
bridge des  images  d'Alcor  et  de  Mizar,  de  la  Grande  Ourse,  assez  parfaites  pour  per- 
mettre des  mesures  de  la  position  du  compagnon  de  la  dernière. 

Les  essais  de  Draper  à  New-York  et  de  M.  de  La  Rue  à  Londres  sont  connus  de 
tout  le  monde. 

Depuis  i8G/|,  M.  Rutherfurd,  en  employant  un  objectif  achromatique  pour  les 
rayons  chimiques,  obtient  de  magnifiques  photographies  des  principaux  amas  d'étoiles, 
notamment  des  Pléiades  et  de  Praesepe. 

A  partir  de  1873,  des  travaux  analogues  ont  été  faits  à  Cordoba,  et  l'on  a  obtenu 
des  photographies  de  l'amas  X  du  Navire  (i85  étoiles)  et  de  ij  d'Argo  (180  étoiles), 
ainsi  que  des  vues  nombreuses  des  planètes  Jupiter,  Mars  et  Saturne. 

Denning  ^W.-F.).  —  Note  sur  lo  nombre  pour  100  des  étoiles 

iiireracs  grandeurs .  (  20 - ?.  1  ) . 
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Diejer  {J.-L.~E.).  —  Rt^ponsi-  à  M.  Tumpel  sur  la  for 
cltfSQvliulcuscs.  (2a>a3). 

Corder  { H.  i.  —  Noir  sur  In  couluur  dus  «tniirs  filsnu» 

LiveingKl  Dewar.  —  On  Me....  Sur  le  renvcrscmmt  dei 
vapeurs  mélallujutr.s  {Pnnemiî/ii^iitf  ifie  H.  Socitrty^ 

(  25-^7  ). 


Cf'iistie.  —  -NoU's  sur  le  luiiii-  passage  Jo  Murcure 
(37-38). 

Meuobanda  astronomique  pour  mai  et  juin  1 878.  (  a^ 

D'-'uniiig  {fV.-F.).  —  Points  ralliants  [wurinaî.  (3i). 

Alatth  (yi-)-  —  Ephéniêridcs  pour  l 'observation  phjM 

(3.). 

:(iAouiQt;iï  (11-  Lou<)|-| 


uëUis  en  mai  i 


RtUHtON  DE  LA  SocllvTt  Al 

(33-4;î). 


J.). 

1 


vs  le  10 


iry,  Riillii'rriinl,  Dunkiii,  Proctor,  Rai 
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yiirj  [G.'Ii.).  —  TJie  interior.,,.  L'intérieur  de  laTerrc^  extrait 
d'une  adresse  à  l'Association  du  Cumberland  pour  Tavancement 
des  Sciences.  (45-52). 

^bbadie  (A.  d').  —  Note  sur  les  cliangemeuts  de  direction  du  fil 
à  plomb.  (52-54). 

Résume  des  observations  faites  de  1867  ù  1872  à  Abbadia  avec  le  Nadirane. 

Johnson  [S.-J.) .  —  Note  historique  sur  les  principales  occultations 
de  Mars.  (54-55). 

Notice  nécrologique  surleRév.  Main.  [C.  Pritcliard],  (55-56). 

*  Capron  (/?.)•  —  Photographed Photographies  de  centtrentc- 

six  spectres  de  métaux  ou  de  gaz  reproduits  par  Tautotypie.  i  vol. 
Londres,  1877.  (56-59). 

Pritchard  [C.)  et  Mathison  (  fl. ) .  —  Observations  du  passage  de  Mer- 
cure le  6  mai.  (59-60). 

Bill nham  [S.-W,),  —  Note  sur  le  compagnon  dcî  de  rÉcrevisse. 
(60-61). 

Les  mouvements  du  compagnon  et  de  l'étoile  principale  s'efrectiient  suivant  des 
lignes  droites  parallèles. 

*  Lweing  Ql  Dewar,  —  On  the..,.  Sur  le  reu\ ersement  des  lignes 

spectrales  des  vapeurs  métalliques.  JP  Note  [Proceedings  of  the 
B.  Societj),  [M.-L.  H.].  (6264). 

*  Bosse  (lord).  —  Polarizalion  of\,, .  Polarisation  de  la  lumière  de 

la  Lune  et  de  Vénus  [Proceedivgs  oj  the  Bojal  Societj),  (65-66). 

*  Pritchard  [C), — j4 stronomical Observations  astronomiques 

faitcsàrObscrvatoirede  l'Université  d'Oxford.  N®  1.  i  vol.  m-8". 
Oxford,  1877.  (66-67). 

*  Ferrari.  —  Eruption  solaire  du  7  novembre  1877  [Spettrosc. 
italiani^    ^877,  novembre).  (67-68). 

*  Drejcr  [J.-L.-E.], — Supplément  to....  Supplément  au  Catalogue 

général  des  nébuleuses  de  Herschel.  (69). 

Mevîorakda  astronomique  pour  juin  et  juillet  1878.  (70). 
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Denning  [TV.-F.),  — Notes  sur  les  météores  de  juin.  (71). 

Marth  (^.).  —  Éphémérides  pour  robservation  physique  des  pla- 
nètes en  juiu  et  juillet  1878.  (72). 

Réunion  de  là  Société  Astronomique  de  Londres  le  i4  juin  1878. 

(73-88). 

Discussion  entre  MM.  Christie,  Ranyard  et  Schuster  surTexistence  des  lignes  bril- 
lantes de  Toxygène  dans  le  spectre  solaire. 

Knott  (G.).  —  Notes  sur  Tétoile  variable  U  du  Cygne.  (89-90). 

La  période  est  de  466  jours. 

Denning  (  TV.'F.).  —  Le  bolide  du  7  juin   1878  en  AngleleiTC. 
(90-93)- 

*  Airj  (  G.- B.) .  —  Rapport  sur  les  travaux  de  Greenwich  en  1 877- 

1878. (93-9«)- 

*  Newcomh,  —  The  mean.,,.  Le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
[Amer,  Journal of  Science,  1877,  novembre).  [E.  N.].  (97-100). 

*  Vogel  {II. -C).  —  Der  Sternliaufen L'amas  de  -^  de  Persée. 

I  vol.  in-4"-  Leipzig,  1878.  (i 00-101). 

Memohanda  astronomique  pour  juillet-août  1878.  (102). 

Denning  (  TV. -F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  juillet.  (io3  ). 

Marth  [A.],  —  FLphémérîdes  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  juillet-août  1878.  (io4). 

Ledger  (E.).  —  L'Arithmétique  élémentaire  et  la  durée  d'une 
éclipse  totale  de  Soleil.  (io5-i  10). 

Doberch  [TV,),  —  Les  étoiles  doubles,  (i  lo-i  16). 

L'auteur  indique  rapidement  rbistoiro  de  robservation  des  étoiles  doubles  et  dis- 
cute les  méthodes  proposées  par  Herschel,  Savary,  Thiclect  lui-même  pour  le  calcul 
des  éléments  de  leurs  orbites. 

*  Croll  (/.  ). —  CroWs  hjpothesis  on  the Hypothèse  de  Croll 

sur  loi  igiiic  de  la  chaleur  du  Sohn'I  et  des  étoiles  [Amer.  Jour" 
nul  oj Science,  avril  1878).  [D.  Kirkwood].  (1 17- 1  18). 
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Kirhwood  ( [).).  —  Remarques  sur  la  date  aérolilbiqurdu  1 2- 1 3  no- 
vembre, (l  l8-I2i). 

La  nuit  du  i3-i3  novembre  donne  un  nombre  de  chutes  de  pierres  ou  de  bolide» 
détonants  presque  double  de  la  moyenne.  Le  point  radiant  de  ces  météores  n'est 
pas  le  Lion,  et  ils  ne  font  pas  partie  du  groupe  des  étoiles  filantes  du  i/|  no- 
vembre . 

Sawyer  [E.-F.].  —  L'étoile  variable  R  du  Bouclier.  (121-122). 

^iiy  (  G.'B.),  —  Note  sur  la  distorsion  des  images  du  photohélio- 
graplie.  (i  22-123). 

*  Boss  [Lewis).  — DudUy  observât ory....  Rapport  sur  la  situa- 
tion et  l'état  actuel  de  TObservatoire  de  Dudley.  (i24-i2S)* 

Tlie  Transit Le  passage  de  Mercure  du  6  mai  18785  obser- 
vations diverses.  (126-127). 

*  Cornu  (-^.).  —  Actions  magnétiques  et  électriques  de  l'atmo- 

splière  solaire  (Comptes  rendus^  t.  LXXXVI,  n°  8).  (128-129). 

*  Stone  {().)'  —  Cincinnati  Observations Observations  faites  à 

Cincinnati  en  1877.  (i3o). 

Denning  [TF'.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'août.  (i3i-i32). 
MRMORAfiDA  astronomique  pour  août  et  septembre  1878.  (i  33- 134)* 

Marlh  {A,).  —  Ephémérides  pour  l'observation  pliysiquc  des  pla- 
nètes en  août  et  septembre  1878.  (1 34- 136). 

Bail  [li,-S.).  —  Parallaxe  de  la  61"  du  Cygne.  (137-139). 

Les  observations  faites  à  Dunsink  de  juillet  1877  à  juin  i878ontdonné  à  l'auteur 

rs  =  o''/|GJ. 

Doberch  (^/^.).  — Les  étoiles  doubles.  Partie  IL  (i4o-i44)' 

L'auteur  examine  les  mclhodes  de  calcul  do  Y.  Villarccau  et  de  Klinkerfues. 

lioyston-Pigott  (G.-//^.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  col- 
limation  diurne  d*uu  instrument  réversible  au  moyen  d'une 
échelle  divisée  placée  à  distance.  (i44"i4^)' 

Cwledhill  [J .) .  —  Note  sur  la  mesure  de  la  distance  des  étoiles 
doubles.  (i4<)-i5  i). 
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L'nul«iir  (DilicfDO  Im  ]iri 


i>  qui<ri>a  iluil  prêt 


<1m  ^Inilw  ilnubW:  nlmnrirnr  In  Hinlloi  lirillaniioi  fo  pMn  jour  on  4b 
cuIb  ;  rraplojer  Iv  ^ri>k«i«aviiivn  1  li>  |ilut  cinnnslilp  ;  répéter  le*  m 
jriur*  plutrtt  ■(De  de  In  innlli|ilin'  iliDt  lu  mtine  »>iiv«  ;  laïra  Ml  ma 
fiur«*  li'aunlp  ilu  piiiltiun  (■(  >li-u(  DiiwureB  iln  disUocv  ;  DOiop  tuulcs  le* 
■Im  (ilMiTiatinn*. 

t)u>ii  !■■  Iiul  ili>  J«l«nniiier  W  prnnin  paruitiiittltca,  H.  GtedhUl  pr 
uiia  litlo  il'irtriilei  qui  ilotnlniil  AL»  iibmrriH-a  jiar  lous  leû  i»U»noiM 

-  Star-f^azing....  I.'asjiri-i   des  cb 


'  Lochyer{J.-N.) 
passé  rllt;iir  ]»ii-»r 

PruclieU{C.-ff'.] 

i6o). 

ObturniUnn  du  pDiugede  Mtrrun  à  Gl»|;nw  (MÏBBOiiri);  |ihéaenièfl 
Ciifiron  (J.-H.).  —  Noie  sur  l 'éclipse  di;  Lune  du  t% 


■(■»rnl.  I  vol.  Londres,  1H78.  [J.  Bi 
-  Le  passage  de  Murcurr  !«  6 


vci'tc  si)ppas<-c 


éaemèfl 

^ 


Swift  {L.).    —   Note  sur  la  dut 
M.  Walsoii.  (161-163). 

h't.CLlViE  TOTALE  DS  SOLBIL  llu  3^  juillcl  I  878.    ^  I  G'i-l  (J3 
Hittumil  di?$  iilisiTiltioni  |>li7>iqiici  fuilrs  en  AmiTJqus. 

Iloletscheh.  —  Kléaifiiis  de  la  totnèle  découverte   lu  7  j 
M.  Swift.  (i63). 


Deiuiing  (JF.-t.). 
iti5). 


icptcinl 


Memorakiii  asUonomiViue  pour  septembre  el  octobre  iS-'i 

Marlh  {Â.).  —  Eplit-incndcs  pour  l'obscrvalion  physiqu 
nètes  eu  septotnhre-octohrc  1878,  (i()7-i68). 


Les  étoile»  doubles.  PaïUc  IJl.  (iSçj-i 

V  .l<r  In  Goumi.iic  bon-alu,  {  de  U  Balance,  SM| 


Doberck  (Tf-.).  — 

ËlvmcnU  du  ï  Jiii, 
/>  d'ÉpIdan,  £17^3,  (i 

*  Stiu\i^(0.  ).  —  Observations  de  l*oulko*a;  i.  IX,  ^| 
valions  d'étoiles   doubles,    l'ariie  i,    |A.-\V.    Dowiiïn 


CUedJnll(j:). 

(183-187). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  97 

Fenrose  {F.'C .) ,  — L'éclipsé  de  Soleil  du  29  juillet   1878.  (187- 

Description  de  la  couronne,  obseryée  à  Denyor. 

Tempel  (  TV.).  —  Note  sur  la  réapparition  de  la  comète  II  de  1 873. 
(191-192). 

Christie,  —  Notes  sur  la  découverte  de  Vulcain,  Téclipsede  Soleil 
du  29  juillet  et  l'éclipsé  de  Lune  du  1 2  août.  (193-197). 

*  Vogel.  —  Note  sur  l'étoile  nouvelle  du  Cygne.  (198-199). 

*  TFolf(R.).  —  Les  taches  du  Soleil  et  les  variations  magnétiques. 
[Astron.  3Iiuheilungen,n^  A6).  (199-201). 

*  ^strand,  —  Carte  céleste.  (201-202). 

Notice  nécrologique  surE.  Quetelet.  (202).  [E.  D.]. 

Denning  (W.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'octobre.  (2o3-2o5). 

Memoranda  astronomiques  pour  octobre-novembre  1878.  (206). 

Marth  (A.),  — Ephémérides  pour  les  observations  physiques  du 
Soleil  et  des  planètes  en  octobre-novembre  1878.  (  207-208). 

Doherch  [TV.],  —  Les  étoiles  doubles.  Partie  IV.  (209-217). 

Éléments  de  r  d'Ophiuchus,  â  d'Ophiuchus,  t^\  du  Bouvier,  vi  de  Cassiopôe,  /ui*  du 
Bouvier,  36  d'Andromède,  9  de  la  Couronne  boréale,  a  des  Gémeaux. 

*  Struve  (O.).  —  Observations  de  Poulkova^  t.  IX,  1878.  Obser- 

vations d'étoiles  doubles.  Partie  IL  (217-223).  [A.-W.  Down- 

Lynn  (  TV.-T,),  —  L'étoile  variable  T  de  la  Couronne  et  l'Astro- 
nomie populaire  de  M.  Newcomb.  (223-225). 

Nasmyth  (/.).  —  Note  sur  Féclat  relatif  de  Vénus  et  de  Mercure. 

(225-226). 

La  conjonction  des  deux  planètes  le  sS  septembre  1878  a  donné  à  Tauleur  Toc- 
casion  de  mesurer  leur  éclat  relatif.  L'éclat  de  Vénus  est  environ  deux  fols  et  demio 
celui  de  Mercure. 

Bull,  des  Sciences  math.^  1*  Série,  t.  III.  (Juillet  1879.)  R  «o 
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Todd  (C).  —  Observations  de  Jupiter  à  Adélaïde.  (  226-328). 

Barnehy  (  Z*.  ) .  —  Note  sur  les  couleurs  de  71 ,  yj  et  y%  d'Andro- 
mède. (229). 

Cance  (J.'L.-M.).  —  Visibilité  des  satellites  de  Jupiter  à  Toeil  na. 

(229-230). 

*  Hall  (^*)*  —  Mémoire  sur  les  satellites  de  Mars  (Observations 
de  Washington  pour  1878).  (23o-232). 

*  Draper  (J.-C.)-  —  Discoverj  of.,..  Découverte  de  lignes  noires 

du  spectre  solaire  qui  répondent  aux  lignes  de  l'oxygène,  (jémer, 
Journ.y  1878,  octobre).  ( 232-234 )• 

Notes  sur  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878.  (234-235). 

*  Gould.  —  The  climate —  Le  climat  de  Cordoba  et  la  période  des 

taches  solaires.  [Amer,  Journ.,  1878,  juin).  (235-237). 

*  Barclay.  —  Lejrton  astronomicaL . . .  Observations  astronomiques 

deLeyton;  vol.  IV,  1878.  (238-239). 

Gledhill  (•/.).  —  Position  des  étoiles  doubles  à  observer  en  no- 
vembre. (239-242). 

Denning  [TV, -F.),  —  Notes  sur  les  météores  de  novembre.  (  242- 

243). 

Memoranda.  astronomiques  pour  novembre-décembre  1878.  (244). 

Marth  [A,).  —  Ephémérides  pour  TcAservation  physique  des  pla- 
nètes pendant  le  mois  de  novembre  1878.  (245-246). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  8  novembre 
1878.  (247-262). 

Remarques  de  M.  Airy  sur  la  découverte  faite  par  M.  Gill  qu'il  y  a  une  diférenee 
d*équation  personnelle  entre  l'obsei-ration  méridienne  d'étoiles  de  diverses  gran- 
deurs. 

Discussion  entre  MM.  Ranyard,  Christie  et  Schuster  sur  l'apparence  des  lignes 
brillantes  du  spectre  solaire  que  M.  Draper  attribue  à  l'oxygène. 

Schuster  (A.).  —  La  couronne  solaire  pendant  l'ccUpse  de  i878« 
(262-266).  i^l 
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La  couronne  a  été  de  dimensions  très-réduttes  et  la  totalité  de  sa  lumière  était  do 
la  lumière  solaire  réfléchie  par  des  particules  solides  ou  liquides  euTeloppant  le 
Soleil  comme  un  anneau  de  météores;  dans  les  éclipses  précédentes,  on  avait  con- 
staté l'existence  d'une  lumière  propre  à  la  couronne.  Les  observations  américaines 
ont  encore  démontré  que  la  polarisation  de  la  couronne  décroit  rapidement  lorsque 
Ton  8'cIoi{;ne  du  Soleil. 

*  Bazlcj  [T.'S.).  —  The  stars —  Les  étoiles  dans   leur  course. 

1  vol.  Londres,  1878.  (a66-2(>8). 

Gledhill  (/.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  décembre.  (269- 

270). 

Denning  [W,'F,).  —  Notes  sur  les  météores  de  décembre.  (270- 
271). 

Corder  [H,).  —  Observations  des  étoiles  filantes  d'octobre  1878. 
(272-273). 

*  Soret.  —  Recherches  sur  Tabsorption  des  rayons  ultra-violets 

par  diverses  substances.  [Archives  de  Genève,  août  1878).  (278- 
274).  [M.-L.  H.]. 

*  Boss  [L*]' —  The  transit..,.  Le  passage  de  Mercure.  (274-275). 

Dans  une  Communication  à  l'Institut  d*Albany,  M.  Boss  a  démontré  que  les  ob- 
servations du  dernier  passage  de  Mercure  étaient  favorables  à  Texistence  d'une 
planète  intra-mercurielle. 

Marth  [A.).  —  Epbémérides  pour  l'observation  physique  des  pla- 
nètes en  décembre  1878.  (277-278). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  i3  décembre 

1878.  (279-295). 

Pratt  [H,).  —  Note  sur  le  nouveau  cratère  signalé  par  M.  Klein 
au  nord  de  Uuygens.  (296-800). 

Le  prétendu  nouveau  cratère  est  une  dépression  très-faible  dont  le  fond  est  un 
peu  obscur  ;  il  est  difficile  à  voir.  D'anciens  dessins  et  des  photographies  faites  par 
M.  Rutherfurd  en  1873  montrent  Texistence  d'une  tache  sombre  dans  ce  même 
point. 

Penrose  {F.-C),  —  La  couronne  solaire  et  les  anneaux  météo- 
riques. (3oo-3o2). 

La  couronne  solaire  serait  duc  à  dos  anneaux  météoriques  éclairés. 

R.8. 
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*  GilL  —  Six  months —  Six  mois  à  rAscension;  récit  non  scien- 
tifique d'une  expédition  scicnlifique.  i  vol.  Londres,  1878.  (3o2- 
3o4). 

Gledhill  (/.).  — Etoiles  doubles  à  observer  en  janvier.  (3o4-3o5). 

Denning  (  Tf.-F,).  —  Notes  sur  les  météores  de  janvier.  (  3o5-3o7) . 

Pritchett  {C-TV.).  — Nuage  elliptique  observé  sur  Jupiter  du  5  au 
10  juillet  1878.  (307-309). 

Pritchett  (  C-W.).  —  Note  sur  la  transparence  de  ratmosphère  à 
de  grandes  altitudes.  (3o9-3io). 

Tehbutt  {J')-  —  Remarques  sur  les  éclipses  du  deuxième  satellite 
de  Jupiter.  (3ii). 

*  ClarJîe  (colonel  ).  —  Tfie  figure. ...  La  figure  de  la  Terre.  [PhiL 

Mag.,  août  1878).  (3i2-3i4)- 

*  Lockyer  et  Sc/uistor.  —  TJie  solar,,..  L'éclîpse  totale  de  Soleil 

du6  avril  1870.  [PhiL  Tiatis,,  1878).  (3i4-3i6). 

Johnson  (R.-C),  —   Note  sur   son  Observatoire  de  Bebington. 
l3i6). 

*  Gyldén.  —  Détermination  de  la  parallaxe  moyenne  des  étoiles 

de  diverses  grandeurs.  {^Pierteljahrsschrift  derAstr,  Gesellsch.]. 

(3i7-3i8). 

Stohes.  —  An  accurate,...  Méthode  exacte  pour  déterminer  le  rap- 
port de  dispersion  des  objectifs  [Proc.  Roy,  Soc. y  1878).  (3 18). 

Newton  [H. -A,), —  Jlie  origin,,..  L'origine  des  comètes.  (Amer, 
Journ,,  1878,  septembre).  (3 19-3 2 -2). 

Marth  [A,). —  Positions  du  satellite  de  Neptune  en  janvier  1878. 
(323). 

MËMonAMDA  astronomiques  pour  janvier  et  février  1878.  (323-324). 

Réujnion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  10  janvier 
1879. (325-338). 
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nihcuuion  entre  MM.  Neison,  de  La  Rtin,  Chrittie,  Hoble  et  Cill  sur  le*  ehanQC' 

menti  noiiptonnés  par  le  D'  Klein  dans  les  rëgioni  de  la  Lune  voiiinedeHujgeni. 
Discutsion  entre  MM.  Plummer,  Chrialic,  Ranjard  et  Nubie  anr  lea  pbénoraènn 

phTsiqnea  de*  oceultatloD*  d'étoile*. 

Satvyer  {E.-F.).   —  Les  ûtoiles  fïkntL-s  du  a3  au  3o  novembre 
1878.  {339). 

'  ^-thney  (f/^,  de  ff'.).  —  Photographie...  Le  procéda  de  l'émul- 
sion  en  Photographie.  (Mo-344).  [J-  Brett]. 

Gledhill[J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  février.  (344-34^)- 

Denning{W.-F.).—^o\.Gi  sur  les  météores  de  février.  {345-346)- 

Siruve.  {O.).  —  Remarques  sur  les  mesures d'é toiles  doubles  faîtes 
à  Poulkova.  (347-349)- 
M.  Struve,  répondant  à  quelque*  critique*  de  M.Doirning,  eiplique  qu'il  n'a  paa 
employé  à  *e*  nie*ure*  le  micromètre  k  double  image  de  M.  Airy,  parce  que,  k 
l'ôpoquo  où  cet  inatrumeni  a  acquis  une  perfeclion  sufOsante,  *c*  mesure*  étaient 
déjà  entreprise*,  et  qu'il  ne  lui  parait  pas  prouvé  qu'il  *oit  plua  exact  que  le  mi- 
cromètre k  nia. 

Birlijf^.-R.). —  Note  sur  le  cratère  du  D' Klein  voisin  de  Huygens. 
(349-331). 

Sc/iusier(y/.).  —  La  couronne  solaire  et  les  anneaux  mélcorîqHes. 
(351-352). 

*  Locljer  (J.-N.).  —  Quels  sont  les  éléments  des  corps  composés  ? 

(353-355). 

Marth  (^.) .  —  Epliémérides  des  deux  satellites  extérieurs  d'Ura- 
nuscn  février  et  mars  1879.  (35i). 

Memohanda  astronomiques  pour  février  et  mars  1879.  (SjC). 

IlÉiinioK  nE  LA  Société  AsTKonoHiQVEde  Londres  le  i4  février  1879- 
(337-363). 


Dûberch  (Tf^.).  —  L'inventeur  de  la  lunette.  (364-37o). 

L'înicntéUr  de  la  lunette  eil  J™»  Lnpprej, 
lèse  des  Ëtat>  de  Hollande  en  i>>M. 

Jiussell(II.-C.).  — Kolc  sur  les  olise 


L'înicnteur  de  1a  lunette  eil  Jr-aii  Lnppre;,  de  Ml'liIclIiuKri;.  qui  ubiiril  ui 
lèse  des  Ëtat>  de  Hollande  en  i^>oH. 
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dans  les   Montagnes  Bleues,    auprès   de   Sydney.  (N.-S.-W.). 

(370-375). 

A  propos  des  observations  à  faire  pour  le  passage  de  Vénus  de  1874,  M.  Russella 
transporté  à  la  station  de  Woodford,  située  dans  les  Montagnes  Bleues,  à  une  alti- 
tude de  2300  pieds  anglais,  un  équatorial  de  7I  pouces  de  Merz  et  un  spectrosoope 
de  Hilger.  A  l'aide  de  ces  deux  instruments,  il  a  pu  constater  par  des  observations 
spectrales  des  lignes  solaires  voisines  de  D  et  par  des  observations  sur  Jupiter  et 
des  étoiles  doubles  la  transparence  extrême  du  ciel  de  ces  montagnes.  L'augmenta- 
tion de  transparence  sur  le  ciel  de  Sydney  est  d'environ  5o  pour  100.  La  Note  de 
M.  Russcll  est  accompagnée  d'un  dessin  des  lignes  voisines  de  D  aux  diverses 
heures  du  jour,  qui  montre  très-bien  quelles  sont  celles  de  ces  lign^  qui  ont  une 
origine  atmosphérique. 

*  Flammarion  (C).  —  Catalogue  d'étoiles  doubles,  i   vol.  Paris, 

1878.  (376-380). 

Gledhill  {J,  ).  —  Étoiles  doubles  h  observer  en  mars.  (38o-38a). 

Denning  [TV.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  mars.  (382-383). 

Downing  (A.-TF',), —  Remarques  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles 
par  M.  O.Struve.  (383-385). 

Réponse  aux  objections  que  M.  G.  Struve  avait  faites  à  l'emploi  du  micromètre 
à  double  image  pour  la  mesure  des  étoiles  doubles.  M.  Downing  affirme  la  supé^ 
riorité  de  ce  dernier  sur  le  micromètre  à  fils,  en  invoquant  le  témoignage  des  re- 
cherches de  M.  Barclay  à  Leyton. 

*  Newcomb  (S.). — Researches  on,.,.  Recherches  sur  le  mouvement 

de  la  Lune,  i  vol.  Washington,  1878.  (386-388).  [E.  Nelson]. 

*  Holden[A.'P.).  —   The 'Sun-spot..,.  Le  cycle  des  taches  so- 
laires .  (  Metropolitan  scientijic  Association  ) .  (  3 89-390) . 

*  Pichering.  —  Rapport  sur  les  travaux  de  TObscrvatoire  de  Har- 

vard Collège  en  1878.(391-392). 

Marth  [A.).  —  Ephéméride  des  satellites  d'Cranus  en  mars-avril 

1879.  (393). 

MEMonAKDA  astronomiques  pour  mars-avril  1879.  (3g4)' 

RéuNioN  DE  LA  SociÉTÉ  AsTROwoMiQUE  de Loudrcs  le  i4  mars  1879- 
(393-410). 

Vivo  discussion  entre  MM.  Tahna(;c,  Knott,  Gill,  Neison,  Dunkin,  Cliristic,  lord 
l.indsay,  etc.,  il  propos  d'une  Note  de  M.  Sudlcr  sur  quelques  erreurs  qui  se  reneoB» 
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treut  dans  le  Cdestial  ercle  de  Tamiral  Smyth  ;  la  mémoire  de  l'amiral  Smyth  est 
Oéfendue  par  tous  les  orateurs. 

TrouK^elot  [E.'L,).  — Note  sur  quelques  taches  observées  sur  Ju- 
piter le  25  septembre  1878.  (410-4*2). 

*  Schmidl  (J.-F.'J,),  —  Carte  de  la  Lune.    (4i3-4i5).  [J.  Bîr- 

juingliara]. 

Gledhill  (/.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  avril,  (4 1 5-4 16). 
Denning  [TV, --F,).  — Notes  surles météores  d'avril.  (4i6-4i8). 
Ellery  (  R,-L,-J.),  —  Spectre  de  m  d'Argo. 

*  Schnndt  [J.-F,-J,),  — Observations  d'étoiles  variables.  (Astron. 

Nachr,,  n°»  2213  à  2227).  (419-420). 

*  Lœsvy  [M.).  —  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  de  la  flexion 

des  instruments   méridiens.    (Comptes  rendus,  t.   LXXXVIJ, 

n«  24).  (421). 

*  Gaillot,  —  Note  sur  un  changement  annuel  de  la  latitude  de 
rObservatoire  de  Paris.  (Comptes  rendus^  t.  LXXXVII,  n*  19.) 

Tacchini,  —  Visibilité  de  la  couronne  solaire  en  plein  jour.  (4^3- 

Marth  (A.).  —  Ephéméride  des  deux  satellites  extérieurs  d'Uranus 
pour  avril-mai  1879.  (4^5). 

Memorai^da  astronomiques  pour  mai  1879.  (4^6).  G.  R. 
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Tome  LXXXVIII;  1879,  i*'  semestre. 

NO  16-,  21  âTril. 

Baillaud.  —  Observations  des  phénomènes  des  satellites  de  Jupi- 
ter, faites  à  TObservatoire  de  Toulouse  en  1878.  (8o3). 
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AppelL  —  Formation  d'une  fonction  F(j:)  possédant  la  propriété 

F[<î{^)]=F(x).(8o7). 

Soit  ^.,(x)  la  fonction  inverse  de^(a:);  posons 

?i.(^)=?!?[---?(')]m 

?-i.(^)=?-i!ç>-J---?-i(-r)]!i 

les  symboles  fonctionnels  ç}  etp_|  étant  employés  n  fois  dans  Ic^s  seconds  membres. 
Considérons  encore  une  fonction  rationnelle /(u)  d'une  variable  u  et  formons  U 
série 

n  =  -»-ao 


V{x)  =  ^f[,,{x)], 


n  =  — ' 


f[9u{^)^  étant  ce  que  devient  /(«)  quand  on  y  remplace  u  par  ç>„(j^).  Si  cette 
série  est  convergente,  elle  définit  une  fonction  F(a:)  qui  possède  la  propriété 

F[p(a:)]  =  F(x). 
L'auteur  applique  ce  procédé  aux  cas  où  Ton  a  ^(a*)  =  j:*,  >' —  i. 


N«  17-,  28  âTril. 

Janiin  («/.).  —  Sur  la  lumière  électrique.  (829). 

Gournerie  [de  la),  —  Sur  des  critiques  relatives  à  des  expériences 
entreprises  pour  déterminer  la  direction  de  la  pression  dans  les 
arches  obliques.  (832). 

Borchardt  (C).  —  Sur  le  choix  des  modules  dans  les  intégrales 
liyperelliptiqucs.  (834). 

V 

Dans  les  intégrales  elliptiques,  le  module  peut  être  défini  sous  deux  formes  dif- 
férentes qui  s'accordent  pourtant  entièrement,  l'une  algébrique,  qui  repose  sur  la 
considération  des  valeurs  pour  lesquelles  s'évanouit  le  radical  qui  se  trouve  sous 
l'intégrale,  l'autre  transcendante,  qui  donne  la  racine  carrée  du  module  en  forme 
de  quotient  de  deux  fonctions  d"  à  argument  zéro. 

C'est  la  première  de  ces  définitions  que  Richelot  a  étendue  aux  intégrales  hyper- 
elliptiques;  mais  les  modules  qu'il  introduit  n'ont  aucune  analogie,  sous  le  point 
de  vue  transcendant,  avec  les  modules  des  fonctions  elliptiques. 

M.  Borchardt,  en  se  bornant  d'ailleurs  au  cas  uù  le  polynôme  sous  le  radical  ne 
dépasse  pas  le  sixième  degré,  propose  de  substituer  aux  trois  modules  de  Richelot 
trois  autres  modules,  qui  correspondent  exactement,  sous  le  point  de  vue  transcen- 
dant, à  la  définition  du  module  des  fonctions  elliptiques,  et  dont  on  obtient  les 
racines  carrées  en  divisant  par  le  3"  principal  (^^  de  M.  Weierstrass)  les  trois 
fonctions  3^,  qui  en  dérivent  par  l'addition  d'une  demi-période  réelle,  et  faisant 
ensuite  l'argument  égal  h  zéro  dans  les  quotients. 
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Tempel.  —  Observation  de  la  comète  périodique  II,  1867  (Tem- 
pel),   faite    par    M.    Tempel    à    l'Observatoire  de    Florence. 

(849)- 

Gyldén  [H.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnées  dans  le 
problème  des  deux  corps.  (85o). 

En  posant  e  =/(tt)  dans  les  équations 

on  obtient  deux  équations  différentieUes  où  la  variable  u  remplace  le  temps  t\  on 
peut  ensuite  établir  entre  u  et  r  telle  relation  que  Ton  voudra  ;  M.  Gyldén  exa» 

mine  le  cas  où  Ton  pose  /'{u)  =  y3r,  ^r*,  ^r  ,  ^  étant  une  constante;  dans  les 
deux  premiers  cas,  u  représente  l'anomalie  vraie  ou  l'anomalie  excentrique;  mais  la 
troisième  supposition  est  particulièrement  intéressante,  parce  qu'elle  permet  d'ex- 
primer les  coordonnées  du  mobile  en  fonctions  elliptiques  de  la  variable  u,  liée 
cllc-mcmc  au  temps  t  par  une  équation  simple. 

Picard  {E.).  —  Sur  une  classe  de   fonctions  non   uniformes. 

(852). 

L'auteur  donne  le   moyen  de  trouver  un  développement,  valable  pour  tous  le» 

points  du  plan,  d'une  fonction    d'une  variable  complexe  n'admettant  que  trois 

points  sinjjuliors;  sa  méthode  s'applique,  par  exemple,  aux  fonctionsqui  naissentde 

l'intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire  «i  laquelle  satisfait  la  série  hypergéo- 

1 
métri(]uo.  11  y  montre  d'abord  comment  la  substitution  £  =  «/  permet  d'obtenir, 

pour  une  fonction  n'ayant  à  l'intérieur  d'un  cercle  dont  l'origine  est  le  centre  qu'un 

seul  point  sinf^ulicr  situé  à  l'origine,  un  développement  valable  pour  tous  les  points 

du  cercle;  puis,  en  s'aidant  des  recherches  de  M.  Fuchs  sur  l'équation  différentielle 

linéaire  qui  relie  les  quantités  K  et  K'  au  carré  z  du  module  de  la  fonction  ellip- 

tique  et  sur  la  fonction  z  de  q  définie  par  l'égalité  q  =  e  ^  f  fonction  holo- 
niorphe  dans  le  cercle  de  rayon  (gai  à  i  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  il  parvient 
à  la  solution  du  problème  qu'il  s'est  posé. 

Pictct  (/f).  —  Démonstration  théorique  et  expérimentale  de  la 
défi  ni  lion  suivante  de  la  température  :  «  La  température  est 
représentée  par  la  longueur  de  Toscillation  calorifique  des  mo- 
lécules d'un  corps  ».  (855). 

Bourbouze,  —  Sirène  à  régulateur  électromagnétique.  (858). 

Ândrc  [Ch,],  —  Sur  un  mode  d'enregistrement  continu  de  la 

direction  du  \ciit.  (858). 
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NO  18^  5  mi. 

Gournerie  [de  Li) , — Expériences  pour  déterminer  la  direction 
de  la  pression  dans  une  arche  biaise.  (834)« 

Borchardt. — Sur  les  transformations  du  second  ordre  des  fonctions 
liyperellipliques  qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  produisent 
la  duplication.  (885). 

Les  formules  de  la  transformation  do  Landen  établissent  une  liaison  du  second 

I  -  k' 
ordre  entre  des  fonctions  doublement  périodiques  au  module 77  et   d'autres  au 

1      I      A 

module  k.  En  composant  les  formules  de  Landen  avec  celles  de  la  transformation 
imaginaire  élémentaire,  les  fonctions  doublement  périodiques  au  module  k  se 
changent  en  d'autres  au  module  k'.  On  parvient  donc,  par  cette  composition,  à 
uno  transformation  imaginaire  et  du  second  ordre  qui  conduit  du  module  iP  au 

module  X  = t)  \  l'expression -r.  ayant  la  propriété  que,  appliquée  deux  fois 

I  1-  n  1  "f  k 

de  suite,  elle  ramène  le  module  primitif  A',  il  est  clair  que  la  transformation  con- 
sidérée, appliquée  deux  fois,  produit  la  duplication.  M.  Borchardt  recherche  l'ana* 
logue  de  cette  propriété  dans  les  fonctions  hyperelliptiques;  la  transformation  à 
laquelle  il  parvient  jouit  de  cette  propriété  que  les  modules  primitifs  X|,  jc„  ji,  et 
les  modules  transformés  Ji|,  ii„  Ji,,  modules  déûnis  par  l'auteur  dans  la  séance  du 
28  avril,  sont  liés  entre  eux  par  les  équations 

i    —  1  —  X,  -h  X,  -  X, 
À.  =  — 1 

1  -hXl-H  X, -+-X, 


K  = 


il.  = 


1  -h  X,  —  X,  —  X, 


I  -t-  X,  -t-  X,  -+-  X, 


I  — X,  —  X,  H-  X, 


*  I  —  X|  -hX,  -f-X, 


qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  font  retomber  sur  le  module  primitif. 

Mannheim  (  v^.).  —  Détermination  géométrique  des  ombilics  de  la 
surface  de  Tonde.  (902). 

Jordan  {€.).  —  Sur  Téquivalence  des  formes  algébriques.  (906). 

Deux  formes  à  /i  variables  do  degré  m^  à  coefficients  réels  et  complexes,  sont 
dites  algébriquement  équivalentes  si  Tune  peut  être  transformée  dans  l'autre  par 
une  substitution  linéaire  de  déterminant  i.  L'équivalence  est  dite  arithmétique  et 
les  deux  formes  appartiennent  à  la  même  classe  si  les  coefficients  de  la  substitution 
sont  des  entiers  réels  ou  complexes.  M.  Jordan  démontre  en  général  que  les  formes 
à  coefficients  entiers  (réels  ou  complexes)  algébriquement  équivalentes  à  une  même 
forme  de  déterminant  difl'érent  de  zéro  ne  constituent  qu'un  nombre  limité  de 
classes,  proposition  qui  n'était  établie  que  pour  les  formes  quadratiques  et  les 
formes  binaires. 
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Gasparis  [A.  de),  —  Sur  le  calcul  des  perturbations.  (908). 

Siacci  (/'.).  —  Sur  un  théorème  de  Dynamique.  (909). 

Lorsqu'un  point  parcourt  une  courbe  plane,  u  l'on  décompose  la  force  en  deux, 
Tune  passant  par  un  point  fixe  quelconque,  l'autre  suivant  la  tan(;ente,  la  première 
est  pruportionnelle  au  rayon  vecteur,  au  cube  inverse  de  la  distance/»  du  point 
fixe  à  la  tangente  et  à  une  fonction  arbitraire  ;  la  seconde  est  proportionnelle  au 
carré  inverse  de  la  distance  /?  et  à  une  autre  fonction  arbitraire,  qui  est  la  dérivée 
par  rapport  à  l'arc  de  la  première  fonction  multipliée  par  le  rayon  de  courbure. 

N°  19;  12  mai. 

Chev^reul  {E.).  —  De  la  vision  des  couleurs  et  particulièrement  de 
rmiluence  exercée  sur  la  vision  d'objets  colorés  qui  se  meuvent 
circulairement  quand  on  les  observe  comparativement  avec  des 
corps  en  repos  identiques  aux  premiers.  (929). 

Mouchez,  —  Cartes  de  la  côte  de  Tunisie  et  de  Tripoli.  (gSo). 

Gournerie  [de  la),  —  Sur  l'histoire  de  la  théorie  de  la  poussée  au 
vide  dans  les  arches  biaises.  (95a). 

Borchardt.  —  Sur  les  transformations  du  second  ordre  des  fonc- 
tions hyperelliptiques  qui,  appliquées  deux  fois  de  suite^  pro- 
duisent la  duplication.  (955). 

La  transformation  hyperelliptique  imaginaire  et  du  second  ordre  exposée  dans 
la  séance  précédente  n'est  pas  la  seule  qui  jouisse  du  caractère  particulier  qui 
est  considéré  par  l'auteur  :  il  existe  une  grande  variété  de  ces  transformations  et 
parmi  elles  se  trouvent  un  certain  nombre  de  transformations  réelles;  parmi  ces 
dernières,  M.  Borchardt  étudie  spécialement  celle  qui  lie  entre  eux  les  résultats 
de  Gopel  et  de  M.  Rosenhain. 

Callandreau  (O.).  — Sur  les  moyens  employés  par  M.  Gyldén 
pour  régler  la  convergence  des  développements  trigonomé triques 
représentant  les  perturbations.  (960). 

Gjldén.  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnées  dans  le  pro- 
blème des  deux  corps.  (963). 

Suite  de  la  Communication  du  38  avril.  L'auteur  montre  comment  les  expressions 
qu'il  a  trouvées  pour  les  coordonnées  d'un  mobile  attiré  vers  un  centre  fixe,  sui- 
vant la  loi  de  Newton,  s'appliquent  encore  lorsque  l'excentricité  est  plus  grande 
que  l'unité  et  même  lorsque  la  force  est  répulsive. 

André  [D,],  —  Développements  de  séc  x  et  de  tang  x.  (gSô  ). 

Rè(;le  pour  former  directement  les  coefficients. 
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Mouton.  —  Sur  deux  applications  de  la  méthode  de  ]\IM.  Fîzeau 
et  Foucault.  (967). 


JOURNAL  FUR  DIE   REINE   UND  AN6EWANDTE  MaTHEMATIK,   heraUSgegebcn   VOD 
C.-W.  BORCilARDT  ('). 

Tome  LXXXIV;  1878. 

Frohenius,  —  Sur  les  substitutions  linéaires  et  les  formes  bîli- 
néaires.  (i-63). 

Dans  les  recherches  sur  la  transformation  des  formes  qnadralîques  en  elles-mêmes, 
uns'estborné  jusqu'à  présent  à  considérer  le  cas  général,  et  Ton  n'a  épuisé  que  pour 
les  formes  ternaires  les  exceptions  que  subissent  les  résultats  dans  certains  cas  spé- 
ciaux (Bachmann,  t.  LXXVI,  p.  33i  ;  Hermite,  t.  LXXVIIl,p.  3a5  du  même  Recueil): 
c'est  pourquoi  M.  Frobenius  a  cherché  à  combler  cette  lacune,  qui  se  trouve  aussi 
bien  dans  la  démonstration  des  formules  qu'ont  données  MM.  Cayley  (t.  XXXII, 
p.  119)  et  Hermite  (t.  XLYII,  p.  809)  pour  les  coefficients  de  la  substitution 
que  dans  les  réflexions  faites  par  M.  Rosanes  (t.  LXXX,  p.  5'i)  sur  le  caractère  de 
la  transformation.  En  remplaçant  les  formes  quadratiques  par  des  formes  symé- 
triques bilinéaires,  l'auteur  fut  porté  à  étendre  ses  recherches  h  des  formes  al- 
ternées. La  question  relative  à  l'existence  de  représentations  rationnelles  analogues 
pour  la  transformation  de  toute  forme  bilinéaire  à  variables  cogrédientes  en  elle- 
même  est  encore  à  examiner  de  plus  près.  Si  la  forme  est  générale,  c'est-à-dire  si 
toutes  les  racines  d'une  certaine  équation  sont  toutes  difliirentes  les  unes  des 
autres,  elle  se  prête  à  une  telle  représentation,   signalée  par  M.  Christoffel. 

Quand  ou  ne  soumet  préalablement  à  une  substitution  linéaire  qu'une  série  des 
variables  d'une  forme  bilinéaire,  les  coeflicients  de  la  forme  primitive  entrent  dans 
les  eiprcssions  pour  les  coefficients  de  la  forme  transformée  tout  de  même  que  les 
coeflicients  des  substitutions.  Donc,  la  forme  étant  regardée  comme  un  opérande 
et  la  substitution  comme  une  opération  qu'on  lui  fait  subir,  dans  le  résultat,  la 
différence  qui  est  entre  l'opérande  et  l'opérateur  se  trouve  être  oblitérée,  de  la 
même  manière  que  pour  la  multiplication  celle  qui  est  entre  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur,  ou  pour  le  calcul  des  quaternions  celle  qui  est  entre  un  système  de 
deux  droites  dans  l'espace  et  l'opération  de  l'allongement  et  de  la  rotation  qui  fait 
passer  un  système  de  celte  espèce  dans  un  autre.  Ces  réflexions  ont  décidé  M.  Fro- 
benius il  traiter  la  composition  des  substitutions  linéaires  au  lieu  de  la  transforma- 
lion  des  formes  bilinéaires. 

§  1.  Multiplication.  —  §  2.  Division.  —  §  3.  Fonctions  rationnelles. —  §  4.  DilTé- 
rentiation.  —  §  5.  Formes  décomposabtes.  —  §  G.  Équivalence.  —  §  7.  Similitude. 
—  §  8.  Transformation  des  formes  bilinéaires  en  elles-mêmes.  —  §  9.  Transforma- 
tion des  formes  bilinéaires  à  variables  cogrédientes  en  elles-mêmes. —  §  10.  Trans- 


(•)  Voir  Uufirti/if  a'  séiie,  t.  II,  p.  33 1. 
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formation  des  formes  Bymétriques  et  des  formes  alternées  en  clleft-naèmes.  —  §  11* 
Étude  des  cas  limites.  —  §  12.  Formes  orthogonales.  —  §  13.  Formes  semblables 
ortho^joiiales.  —  §  14.  Nombres  complexes. 

Henniie  [Ch,),  — Sur  la  formule  de  Maclaurin.   Extrait  d*uue 
Lettre  à  M.  Borchardt.  (64-69). 

La  fonction  génératrice  des  sommes 

S(x)^^=i»-+-a''-l-3«-^  ...  -h(a:— i)-, 


savoir 


C^=S(x),H-is(x),H._i_S(x),H-..., 

se  change,  lorsque  l'on  remplace  X  par  iX  et  que  Ton  sépare  les  termes  réels  des 
imaginaires,  en  deux  égalités  d'où  Ton  tire  immédiatement  les  propriétés,  décou- 
vertes par  M.  Malnisten,  des  polynômes  S(a:)^.  La  facilité  avec  laquelle  ces  consé- 
quences découlent  de  la  forme  trigonométrique  des  fonctions  génératrices  con- 
duit h  employer  ces  mêmes  fonctions  pour  établir  la  formule  de  Maclaurin  pour 

^  0 

Hennite  (Cit.).  —  Sur  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 
Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Borcliardt.  (70-79). 

«  Je  me  suis  proposé  de  trouver  un  polynôme  entier  F(jr)  de  degré  n —  i,  satis- 
Hiisant  aux  conditions  suivantes, 

F(«)=/(^),     F'{n)=/'(n),     ...,     *F^«-'>  (a)  =./—>(«), 


F(0-/(0.     F(/)  =/'(/),     ....     F(^-'>(/)=/t^-')(/), 

où  y  (:r)  est  une  fonction  donnée.  En  supposant  a-+-/3-+-...-+->l  =  i,  la  question  est, 
comme  on  voit,  déterminée,  et  conduira  à  une  généralisation  de  la  formule  deLa- 
gran(;e  sur  laquelle  je  présenterai  quelques  remarques.  • 

Schcndel  [Léopold).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions. 

(80-84). 

Schaclj.  —  Tables  pour  les  terminaisons  des  nombres  carrés. 

(85-88). 

Jordan   [Camille).  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles 
linéaires  à  intégrale  algébrique.  (Sp-aiS). 

Introduction.  —  M.  Fuchs  s'est  proposé  (ce  Journ.,  t.  LXXXI)  de  déterminer  les 
divers  types  d'équations  linéaires  du  second  ordre  — 3- -+■/(«)  -j — hf  (t)u  =tia 
dont  l'intégrale  générale  est  algébrique.  A  cet  effet,  après  avoir  transformé  Téqua» 
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tion  proposée  en  une  autre  ne  contenant  plus  la  dérivée  -j  *  i!  établit,  par  des  con- 
sidérations fondées  sur  la  théorie  des  covariants,  que,  en  désignant  par  x^  y  deux  in- 
tégrales particulières  de  l'équation  transformée,  il  existe  une  fonction  entière  et  ho- 
mogène ç>(x,  ^-),  d'un  degré  non  supérieur  à  la,  qui  est  racine  d'une  équation  bi- 
nôme ayant  pour  second  membre  une  fonction  rationnelle  de  la  variable. 

M.  Klein  a  confirmé  et  précisé  ces  résultats  i^Sitzungsberichte  der  physikalisch- 
medicinischen  Societàt  tu  Erlangen^  1876)  en  s'appuyant  sur  la  détermination  qu'il 
avait  faîte  précédemment  {Mathematische  Annalenj  t.  IX)  des  groupes  d'ordre  fini 
contenus  dans  le  groupe  linéaire  à  deux  variables. 

11  est  aisé,  en  effet,  de  se  rendre  compte  de  Tidentité  de  ces  deux  problèmes. 

Soit 

■^ -*-/.(•)  -^[^i  -^•••-^/«(«)«  =  o. 

une  équation  différentielle  linéaire  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  monodrome« 
de  z.  Elle  a  un  nombre  infini  de  fonctions  intégrales,  chacune  d'elles  étant  déterminée 
par  les  valeurs  que  prennent  la  fonction  et  ses  m  —  i  premières  dérivées  pour  la 
valeur  initiale  de  z.  Ces  intégrales  sont  toutes  des  fonctions  linéaires  de  m  d'entre 
elles,  «,,  w,,  . ..,  ti^. 

Supposons  que  la  variable  décrive  un  contour  fermé  arbitraire.  Lorsqu'elle  re- 
viendra au  point  de  départ,  les  fonctions  u^,  »,, . . .  pourront  redevenir  les  mèm», 
ou,  pi  us  généralement,  auront  été  transformées  en  ai"i+^,  v,-f- . .  .ta,MiH-,â,M,-^. .., 

a,,  /3,,. . .,  a„  ^,,. . .  étant  des  constantes  dont  le  déterminant  est  -^o.  L'ensemble 
des  substitutions 

u,,ir„...,     a,M,  H-y3|»/, -»- . . .,     a,U| -+-/8,  «,-+-.. ., 

correspondantes  aux  divers  contours  fermes  que  l'on  peut  tracer  dans  le  plan,  for- 
mera le  groupe  de  l'équation  difTérentielle  proposée. 

Si  les  diverses  intégrales  r/,,  r/,,...  satisfont  à  des  équations  algébriques  ayant 
pour  coefiicients  des  fonctions  monodromes  de  z,  une  intégrale  quelconque 
c,  tf,  +  c,ri,-4- . . .  n'aura  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  distinctes  et,  par  suite,  le 
groupe  del'équution  ne  contiendra  qu'un  nombre  fini  de  substitutions.  Il  y  a  donc 
identité  entre  les  deux  questions  suivantes  : 

1**  Énumérer  les  divers  types  d'équations  différentielles  linéaires  d'ordre  m  dont 
toutes  les  intégrales  soient  algébriques. 

3°  Construire  les  divers  groupes  d'ordre  fini  que  contient  le  groupe  linéaire  à  m 
variables. 

Dans  le  Chapitre  1  du  présent  Mémoire,  nous  résolvons  ce  second  problème,  pour 
les  équations  du  second  ordre,  par  une  méthode  nouvelle  et  directe.  Nous  trouvons, 
d'accord  avec  M.  Klein,  qu'en  dehors  des  groupes  exclusivement  composés  de  substi- 
tutions de  la  forme  |  x^jr  ax^  bjr  \  ou  de  substitutions  de  cette  forme  combinées 
avec  une  substitution  |  x^x^^*  dlr  |  ,  il  n'existe  que  trois  types  de  groupes  d'ordre 
fini. .. . 

Dans  le  Chapitre  II,  nous  étendons  cette  méthode  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
p  de  variables,  et  nous  arrivons  à  ce  théorème  fondamental  : 

Tout  groupe  G  d'ordre  fini  contenu  dans  lu  groupe  linéaire  à  p  variables  coM"' 
tiendra  un  groupe  F  de  substitutions  de  la  forme 
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auquel  toutes  ses  substitutions  sont  permutables,  et  G  aura  pour  ordre  ^f,f  e'tant 
l'ordre  de  Y  et  X  un  entier  inférieur  à  une  limite  fixée,  laquelle  ne  dépend  que  de  p. 

Cette  proposition,  qui  ne  diffère  que  par  l'énoncé  de  celle  qu'avait  trouvée  M.  Fuchs 
pour  le  cas  où  p  =  i,  peut  encore  se  formuler  comme  il  suit  : 

Théorème  I.  —  Si  une  équation  différentielle  linéaire 

d^u  d**  '« 

dt^,         '  dt^-'  " 

a  toutes  ses  intégrales  algébriques,  ces  intégrales  s'exprimeront  linéairement  par.  les 
racines  d'équations  binâmes  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  monodromes 
de  t  et  des  racines  d'une  équation  auxiliaire  X  =.  o.  Le  degré  de  cette  équation  attxi- 
liaire  sera  inférieur  à  une  limite  fixe. 

Dans  le  Chapitre  III,  nous  traitons  le  cas  où  /'  =  3.  Ces  résultats,  appliqués 
aux  équations  différentielles,  donnent  le  théorème  suivant  : 

Tbkorême  h.  —  Si  l'équation  linéaire  du  troisième  ordre 

d*u       ^    d*u       .du 

dt*  '  dt*  *  dt         • 

a  ses  intégrales  algébriques,  l'équation  auxiliaire  \=o  du  théorème  I  aura  pour 
degré  I,  3,  3f  /|,  5  ou  q.  Dans  ce  dernier  cas,  ce  sera  une  équation  hessienne. 

Stem,  —  Généralisation  d'une  formule  de  Jacobi.  (216-218). 

Soient,  n  étant  entier, 

S    =  1"  -t-  2"  -f-  3"  -+-  .  .  .  -t-  x",  f/l,  v)  =  -^ i 5 ■': 

"  1.2.3. . . y 

on  aura 

Meliler,  —  Sur  Tapplication  d'une  variété  à  quatre  dimensions  à 
la  déduction  de  systèmes  de  surfaces  orthogonales.  (219-230). 

En  liant  convenablement  une  transformation  qui  se  fait  au  moyen  de  rayons 
vecteurs  réciproques  partant  d'un  centre  réel  à  une  autre  prenant  son  origine  dans 
un  centre  imaginaire,  on  parvient  à  une  substitution  qui,  tout  en  faisant  corres- 
pondre des  éléments  réels  d'une  figure  géométrique  de  l'espace  à  des  éléments  ima- 
ginaires d'une  autre,  peut  néanmoins  présenter  des  avantages  sensibles  dans  quel- 
ques applications.  Ainsi  elle  peut  nous  fournir  le  moyen  de  passer  d'un  système 
orthogonal  composé  d'un  faisceau  de  surfaces  sphériques  concentriques  (imaginaires) 
et  de  deux  faisceaux  de  surfaces  coniques  à  un  système  de  surfaces  (réelles)  de  ro- 
tation et  de  leurs  plans  méridiens,  les  plans  méridiens  correspondant  au  faiseeaa 
de  surfaces  sphériques,  les  cercles  parallèles  aux  lignes  de  courbure  droites,  les 
courbes  méridiennes  aux  lignes  de  courbure  sphériques.  Le  Mémoire  de  M.  Wan- 
gerin,  au  Tome  LXXXII  de  ce  Journal,  m'a  fait  reprendre  la  substitution  mentionnée 
dont  j'ai  fait  usage  il  y  a  longtemps  pour  rendre  plus  accessibles  quelques  calculs 
qu'on  peut  encore  effectuer  par  d'autres  procédés,  et,  en  l'étendant  à  un  nombre 
quelconque  de  variables,  j'ai  obtenu  quelques  résultats  remarquables.  En  particulier. 
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m'appuyant  sur  quatre  variables,  j'ai  rcussi  k  tirer  des  coordonnées  généraliaées 
elliptiques  le  système  étudié  par  M.  Wangerin  et,  sous  d'autres  points  de  vue,  par 
MM.  Darboux  et  Tisserand.  A  la  fin,  je  me  suis  aperçu  de  ce  qu'une  substitution 
réelle  conduit  à  des  résultats  semblables,  quoique  non  identiques. 

Rothig  (  O.  ). —  Le  théorème  de  Malus  et  les  équations  des  surfaces 
définies  par  ce  tliéorème,  (231-237). 

Cayley  (^.).  —  Sur  la  surface  du  quatrième  ordre  à  seize  points 
nodaux.  (238-241). 

Cantor  (G.).  —  Une  contribution  a  la  théorie  des  variétés.  (24^- 
258). 

Les  recherches  qu'ont  faites  Riemann  et  Helmhoitz,  et  après  eux  d'autres  géo- 
mètres, sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géométrie,  prennent  leur 
point  de  départ  de  la  définition  d'une  variété  continue  à  n  dimensions  et  en  posent 
le  critère  essentiel  dans  la  dépendance  où  sont  ses  éléments  de  n  rafiables  in- 
dépendantes réelles,  continues,  de  telle  sorte  que  tout  élément  de  la  variété  appar- 
tient à  un  système  admissible  des  x,,  jt,,.  . . ,  x^,,  et  DÎce  versoy  que  tout  système  ad- 
missible des  jr,,  j:,,  . .  .,jl*,  appartient  à  un  certain  clément  de  la  variété.  En  général, 
il  résulte  du  raisonnement  de  ces  recherches  qu'on  a  admis  tacitement  l'hypothèss 
que  la  correspondance  fondamentale  des  éléments  de  la  variété  et  du  système  des 
valeurs  x^jr,,..  .,ar^  soit  continue,  c'est-à-dire  telle  qu'à  toute  variation  infiniment 
petite  du  système  des  valeurs  j:,,  x,,. . .,  x^  corresponde  une  variation  infiniment 
petite  de  l'élément  correspondant,  et  vice  versa.  M.  Cantor  n'a  point  l'intention  do 
trancher  la  question  si  cette  supposition  peut  être  considérée  comme  suflisante  ou 
bien  si  elle  doit  être  complétée  par  âea  suppositions  additionnelles  plus  spéciales 
pour  que  la  formation  en  vue  de  la  notion  d'une  variété  continue  à  n  dimensions 
puisse  être  regardée  comme  à  l'abri  de  toute  cuntradiction  et  solide  en  soi-même  ; 
mais  il  se  borne  seulement  à  montrer  que  lorsqu'on  y  renonce,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on ne  restreint  en  aucune  manière  la  correspondance  entre  la  variété  et  ses 
coordonnées,  alors  le  caractère  désigné  par  ces  auteurs  comme  essentiel,  et  qui  con- 
siste dans  la  dépendance  mutuelle  des  éléments  et  des  coordonnées,  devient  tout 
à  fait  illusoire,  car,  comme  le  montre  la  recherche,  il  est  possible  de  déterminer 
les  éléments  d'une  variété  continue  à  n  dimensions  au  moyen  d'une  seule  variable 
réelle  et  continue  t.  Donc  une  surface  continue  ne  se  refuse  pas  à  être  mise  en  cor- 
respondance uniforme  et  complète  avec  une  ligne  continue;  la  même  chose  a  lieu 
pour  des  corps  continus  et  pour  des  figures  quelconques  à  n  dimensions. 

Oodt  (  ^.).  —  Sur  la  généralisation  steinérienne  du  problème  de 
Malfatti.  (259-263). 

Hamburger.  —  Sur  les  racines  de  Téquation  fondamentale  qui  ap- 
partient à  un  point  singulier  d'une  équation  dilTérentielle  linéaire. 
(264-266). 

Stem, —  Contribution  à  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli.  (267- 
269). 
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Lampe  (TT.).  —  Sur  la  généralisation  d'une  formule  de  Jacobi. 
Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Stern.  (270-272). 

Grassmann  [Hermann-Gunther],  —  Application  de  la  science  de 
rétendue  à  la  théorie  générale  des  polaires  et  au  développement 
des  relations  algébriques.  (273-283). 

Ce  Mémoire  est  le  dernier  travail  de  rémincnt  savant,  qui  décéda  avant  l'impres- 
sion le  qG  septembre  1^77. 

M.  Rcye  a  développé  ses  idées  très-fécondes  sur  la  théorie  des  formes  algébriques 
ci  la  généralisation  de  la  théorie  des  polaires  dans  une  suite  de  Mémoires  publiés  au 
même  Journal.  Les  méthodes  qu'il  a  employées  se  simplifient  beaucoup  par  les  prin- 
cipes de  la  Théorie  Je  retendue  {yiusdehnungslehre^  titre  de  l'Ouvrage  principal  et 
très-original  de  l'auteur,  paru  pour  la  première  fois  en  i8/|4t  pour  la  seconde  fois  en 
1862),  et  dès  lors  on  voit  de  nouvelles  voies  s'ouvrir  dans  ce  domaine  si  difficilement 
accessible  et  pourtant  si  fécond. 

Kônigsberger,  —  Sur  des  relations  algébriques  entre  des  inté- 
grales d'équations  différentielles  distinctes.  (284-293). 

Lindemann,  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Hermite,  concernant 
l'application  des  intégrales  abélieunes  a  la  Géométrie  des  courbes 
planes.  (294-297). 

Hermite.  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Lindemann.  (298-299). 

Lindemann,  —  Extrait  d'une  seconde  Lettre  à  M.  Hermite,  con- 
cernant l'application  des  intégrales  abéliennesà  la  Géométrie  des 
courbes  planes.  (3oo-3o4) . 

Lorberg  (//.).  —  Sur  la  loi  fondamentale  de  l'Electrodynamique. 
(3oj-33i). 

§  1.  Introduction.—  §  2.  Application  des  théorèmes  (i)  et  (2). —  §  3.  Application 
du  théorème  (3).  —  §  4.  Application  du  théorème  (4)-  La  loi  élémentaire  pondé- 
romotrice  et  électromotricc.  —  §  5.  Détermination  des  fonctions  contenues  dans  U. 
La  loi  fondamentale  électrodynamique. 

Voici  le  résultat  de  la  recherche.  Des  suppositions  principales  établies  au  §  1  il 
s'ensuit  que,  quand  on  n'a  pas  égard  à  une  force  éventuelle  électromotrice  du  bout 
d'un  courant,  l'action  pondéromotrice  et  électromotrice  de  deux  éléments  de  cou- 
rant doit  nécessairement  s'effectuer  d'après  la  loi  fondamentale  de  Weber;  de  plus, 
que  dans  un  courant  électrique  les  deux  électricités  coulent  avec  des  vitesses  égales 
et  opposées;  enfin,  à  l'aide  des  hypothèses  accessoires  faites  dans  le  dernier  para- 
graphe, il  résulte  que  la  loi  fondamentale  de  Weber  est  la  seule  possible. 

JVeber  {H,).  —  Sur  la  surface  kummérienne  du  quatrième  ordre 
n  seize  points  nodaux  et  sa  corrélation  avec  les  fonctions  0  de 
deux  variables.  (332-354)- 

llull.  des  Sciences  math.  7"  Série,  t.  IlL  (Juillet  1879.)  ^'9 
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«  Le  troisième  cahier  du  Tome  LXXXIII  de  ce  Journal  contient  deux  Mémoires 
d'un  (p'and  intérêt  de  MM.  Cayley  et  Borcbardt  ;  ils  se  -rapportent  à  la  représentation 
de  la  surface  kumméricnne  au  moyen  des  fonctions  6.  L'étude  de  ces  Mémoires 
me  rappela  une  recherche  sur  les  caractéristiques  des  fonctions  S  de  deux  Ta- 
riables  que  j'ai  faite  il  y  a  longtemps,  mais  sans  penser  à  aucune  application  géo- 
métrique. Cependant  on  peut  en  appliquer  les  résultats  à  la  solution  du  problème 
en  question  et  en  tirer  quelques  conclusions  qui  ne  me  semblent  pas  dépourrues 
d'intérêt.  • 

Nous  signalons  surtout  le  résultat  fort  inattendu  que,  étant  donnés  six  points  nodanx 
tels  qu'il  n'y  en  ait  pas  quatre  qui  soient  situés  dans  un  plan  tangent  singulier, 
alors  les  dix  autres  peuvent  être  trouvés  par  une  construction  linéaire. 

Meitens  (F.).  —  Théorèmes  sur  certains  déterminants  et  leur  ap- 
plication à  la  démonstration  des  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brian- 
chon.  (335-359).  E.  L. 


ANNALES  DE  l'Observatoire  royal  db  Bruxelles;  nouvelle  série  :  Asirono- 
mie.  lQ-4^  Bruxelles. 

Tome  I;  1878. 

Les  Annales  de  F  Observatoire  de  Bruxelles  ont  commencé  à  paraître  en  i834»  rt 
leur  publication  a  depuis  été  continuée  sans  interruption  par  les  soins  du  fonda- 
teur de  l'Obsenratoire,  A.  Quetelet.  Les  premiers  Volumes  étaient  comme  le  résumé 
de  l'ensemble  des  travaux  de  l'Observatoire  et  renfermaient  des  Mémoires  relatifii 
à  l'Astronomie  et  à  la  MctcoroloQÎe.  La  série  actuelle  sera  divisée  en  deux  Parties  : 
Astronomie  et  Météorologie,  et  se  composera  de  deux  publications  parallèles  et  indt— 
pendantes.  M.  Houzeau  a  pensé  avec  raison  que  cette  division  était  devenue  néces- 
saire à  la  suite  du  développement  pris  par  Tune  et  l'autre  des  sciences  qui  forment 
l'objet  des  études  de  l'établissement  qu'il  vient  d'être  appelé  à  diriger. 

Le  premier  Volume  des  Annales  astronomiques  renferme  deux  importants  Mémoires 
de  M.  Houzeau,  ayant  pour  titres  :  Urauomètrie  générale;  Répertoire  des  constantes 
de  l'Astronomie, 

Le  mot  Urtmométrie  s'applique,  depuis  Argelander,  aux  descriptions  du  ciel  qui 
comprennent  exclusivement  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu.  La  première  en  date 
est  celle  de  Bayer  (iGo3);  puis  sont  venues  celle  d'Argelander  (i8/|3),  de  Heis(t8p) 
et  enfin  de  Behrmann  (1^7/1),  qui  a  étendu  au  ciel  austral  les  travaux  de  son  pré- 
décesseur. Ces  divers  travaux  avaient  l'inconvénient  de  n'avoir  pas  été  produits  d'un 
seul  jet  par  les  efforts  d'un  observateur  unique,  et  manquaient  de  l'homogénéité  in- 
dispensable à  une  telle  œuvre.  L'Uranométrie  de  M.  Houzeau  échappe  à  toutes 
les  critiques  de  cette  espèce.  Fixé  pendant  quelques  années  à  la  Jamaïque,  il  a  pu 
assez  facilement  se  transporter  d'un  hémisphère  dans  l'autre  et,  dans  un  temps 
très-court,  procéder  à  un  examen  général  de  toutes  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu 
dans  l'étendue  entière  de  la  sphère  céleste.  Voulant  procéder  indépendamment  de 
tous  les  travaux  antérieurs,  M.  Houzeau  a  d'abord  fait  un  dessin  de  toutes  les 
étoiles  visibles  pour  lui,  avec  l'indication  de  leurs  grandcui*s,  et  ce  n'est  que  plus 
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1  tard  qu'il  Ira  ■  idenliflècs  aux  CntaJognes  mclrni.   Les  délenniDalioDi  lont  donc 
«Tl(;inal«i  et  contera  parai  nos,  deux  chotea  fnportantei  pour  un  traYiJI  de  cello  es- 

pi... 

Dani  son  Catalogue  dci  Sooo  étoilei  entiron  qui  saut  TJtiblei  il  l'tEil  ou  et  dans 
l'AlUi  qui  l'acconipaene,  l'auteur  a  sulri  !■  diriaioti  ardinlira  de  Ces  êloilei  en  aix 
I  ordre*  ou  grandeurs)  mais  sur  lea  Caries  cbai|DD  grandeur  ■  été,  par  une  noUtlon 
t  Irpographique  porliculière,  diTiaée  en  deux.  Dan*  cet  dernltrei  on  remarquera  »ur- 
l'toul  le  procède  inQénieui  >uiii  pour  représoiiler  la  roie  lartcfl  et  Ici  nébulcuwi: 
l  l'Àelil  du  ciel  y  e»t  Kguré  par  du  courbes  d'éualo  inlen^ité  lumiiieuse.  abuilumciil 
■  comme  on  11^11»  le  relier  du  terrain  par  dei  cuurliea  de  niveau  dsn»  lea  Curlei 
1  lopugrapbiqiiOH.  el  lea  plaques  lunitncusea  dans  IciquclW  Herïchel  avait  eru  pou- 
le lactée  deviennenl  ainii  remarquablement  apparente!, 
na  BuWre  ici  M.  Hoaieau  dam  les  délaila  qu'il  donne  sur  au  mc- 
I  tbode  d'eslimatioTi  de*  grandeun  dra  ëtoilei  et  aur  ]>  minière  dont  les  courhea 
I  d'égale  Intensité  lumineuse  ont  été  tracâcs,  Ria:is  nous  pouiona  affirmi'r  que  1rs 
I  précautions  prite*  et  la  méthudc  auiiie  na  laiasenl  aucun  doute  sur  l'euiclilude  de 
»  détirmi  nations. 

Cnmmo  conuqnence  naturelle  de  ce  Iraiail,  le  snvatit  directeur  de  l'Obterralolre 
F  de  Ilruiellea  n  cherché  la  posiliiin  du  ptMe  de  la  luie  laclce  suppotéo  l'ormer  un 
I  Mrclo  paawint  par  lea  pointa  lei  plus  luraineu>  ;  la  ponition  de  ce  point  nt  : 


..JTSo'o 


ÉqnîiK 


irlV.  Sirii 


r  Cotte    di-ternjnition  dilTiVre  peu  de  enlle  qui  a  a 
(  de  (ca  éludes  d'A  aire  nom  ie  stellaire. 

Lei  travaiii  des  deux  Hcnchcl,  de  W,   StrnTO  et  d'Arudander  ont  mis  en  évi- 
denee,  surtout  pour  lea  Ctuilea  teleacoplqucs,    une  toi  de  concetil ration  versla  Tole 
L  lactrie:  cette    mi^me  loi  ciisle-l-ellB  |>our  lus  étoilea  visibles  ï  l'iBil  nu?  M,  IIou- 
moulre  qu'elle  auliaisle  et  qu'à  partir  dt>  la  Iruee  médiane  de  la  voie  lactée  la 
te  des  couches  stellaires  luirallëlna  au  plan  de  ce  graud  cerrle  ta  en  dëeroii- 
l'une  manière  graduelle  et  nettement  coraclérisée ,  et,  rtsiiltat  inattendu. l'In- 
de de  la  voie  lactée  eal  plus  marquée  |iour  les  ëtoilei  dea  trois  pmmlëra  gnn- 
que  puur  les  trrns  aulranles.  Toutefoia.  romme  les  calculs  portent  ici  suruii 
E'irës-petil  nomlire  d'êtoîlea,  le  résultai  a  peul-^lre  quelque  chose  de  Tortuit;  mais 
l  la  remarque  n'eu  est  pas  moins  sinQuliAre. 

L'ensemble  du  Mémoire  sur  rt/rinom/triD  ne  comprend  pas  moins  de  1 17  pages; 
r  II  est  accflmpaj;në  d'une  Carte  réleslo  on  cinq  feuilles. 

Lo  second  des  Mcmoinrs  de  tl.  Honieau  a.   nous  l'avoui  déjà  dit,    pour   titre  : 
Y  til^rtoire  dri  eonilantet  de  f  AitrQHomit ;  Il  renferme  ïjl  pages. 

nnstantes  dont  les  astronomcaont  autrefois  fuit  utogp,  celles  qu'il*  cmploionl 
^■«jourd'bul  sont  souvent  difficiles  à  itunir,  «1  la  connaissance  incompUlo  de  la 
lltilblfographle  rclalivo  i  utiaujrt  donné  expose  trop  souvent  a  employer  pour  lea  dif- 
■  Utrcnla  éléments  d'un  mima  problème  ou  des  nombres  d'une  eiaetitude  conles- 
I  table,  ou  m<>n)e  des  nombres  cnnlradietolres,  s'ils  ne  sont  pas  tous  emprunlea  k  In 
toureo  oriifinale.  M.  Uonieau  a  donc  lait  une  chose  nécessaire,  TraimenI 
K'91ïle,  en  uroupant  d'une  maniera  svalcmalique  les  diverses  constantes  qui  se  rap- 
viKirlool  il  un  même  eorps  céleste  et  en  indiquant  la  source  originale  où  ces  cbifl'rcs 
puises.  Rapproches  1rs  uns  des  autres,  ces  rhlffros  monireul  parrois,  par 
HInnr  cauvergcnee  vers  une  valeur  dclerminëe,  lea  progrès  conslatils  des  méthodea 
l'ubservatlou  et  du  calcul.  U'autrcs  Coia,   au  contraire,   la  désaccord    des   résultuta 
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peint  aux  yeux  l'incertitude  et  même  le  caractère  illusoire  de  certaines  détermi- 
nations. Comment,  par  exemple,  pourrait-on  donner  une  idée  plus  juste  de  rinoer- 
titude  qui  règne  sur  la  parallaxe  des  étoiles  qu'en  dressant  le  Tableau  des  râleurs 
successives  de  la  parallaxe  attribuée  à  une  même  fixe? 

Le  Répertoire  de  M.  Houseau  a  été  divisé  en  dix-neuf  Chapitres:  Astronomie  sphé- 
rique;  éléments  des  planètes  connues  des  anciens;  le  Soleil;  Mercure;  Vénus;  \à 
l'erre;  la  Lune;  Mars;  Astéroïdes;  Jupiter;  Saturne;  Uranus;  Neptune;  les  co- 
mètes; météorites;  ensemble  du  système  solaire;  dénombrement  des  étoiles  ;  carac- 
t(>re  particulier  des  étoiles;  relations  des  étoiles  entre  elles.  Dans  chaque  Chapitre, 
des  subdivisions,  en  nombre  variable,  ont  été  faites  pour  les  diverses  questions  re- 
latives à  un  même  astre. 

L'auteur  a  d'ailleurs  pris  soin  d'indiquer  d'une  manière  scrupuleuse  le  titre 
exact,  le  format,  la  date  des  Ouvrages  ou  Mémoires  dont  sont  extraits  les  chiffres 
qu'il  rite.  Chaque  Chapitre  est  donc  une  bibliographie  rigoureuse  des  diverses  ques- 
tions d'Astronomie  planétaire  ou  stellaire,  et  à  ce  point  de  vue  le  Mémoire  de 
M.  Houzcau  sera  consulté  avec  fruit  par  tous  ceux  auxquels  les  questions  historiques 
no  sont  point  indifférentes. 

Tome  II;  1879. 

Le  Tome  II  des  jinnales  astronomiques  de  l'Observatoire  de  Bruxelles  est  tout 
entier  consacré  aux  observations. 

11  renferme  les  observations  faites  au  cercle  mural  et  à  la  lunette  méridienne  eu 
1873,  187/1  et  1S75  dans  le  but  de  compléter  le  Catalogue  des  étoiles  à  mouvement 
propre,  commencé  il  y  a  déjà  plusieurs  années  par  M.  E.  Quetelet,  et  dont  la  publi- 
cation est,  croyons-nous,  prochaine.  Les  observations  de  chaque  année  sont  d'ail- 
leurs résumées  dans  un  Catalogue  partiel,  pour  lequel  la  position  des  étoiles  a  été 
réduite  au  i*' janvier. 

Ce  Volume  se  termine  enfin  parla  publication  des  observations  physiques  faites 
par  M.  Nieston  sur  la  planète  Mars  pendant  son  opposition  de  1877.  Le  Mémoire  de 
M.  Niesten  est  accompagné  d'une  série  de  plaiirhes  reproduisant  les  dessins  de  l'au- 
teur et  donnant  l'aspect  de  Mars  avec  une  vcrilc  d'eifct  vraiment  surprenante. 

G.  R. 


CATALOGUE  des  Ouvrages  d'Astronomie  et  de  Météorologie  qui  se  trouvent 

DANS  LES  PRINCIPALES  BIBLIOTHÈQUES  DE  LA  BELGIQUE.  —    I   VOl.  in-8*,  WIII- 

C45  pages.  Bruxelles,  1878. 

Le  Volume  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  a  été  préparé  ii  l'Observatoire 
de  Bruxelles  par  M.  Lancaster,  sous  la  direclîon  de  M.  Hoiizenu,  qui  dans  une  pré- 
face de  quelques  pages  indique  le  but  qu'on  s'est  proposé  et  les  moyens  qui  ont  été 
employés  pour  l'atlcindre. 

Le  Catalogue  de  la  bibliothèque  de  l'Observatoire  avait  été  publié  une  première 
fois  en  1847,  mnisraugraentation  rapide  du  nombre  des  Volumes  en  rendait  aujour- 
d'hui uncsecondeédilion  nécessaire.  AumonientderoutreprcndrcM.  Houzcau  a  pensé 
qu'on  rendrait  un  service  plus  important  aux  hommes  d'étude  en  comprenant 
dans  ce  travail,  outre  ce  qui  existe  à  rObservatoirc,  les  ressources  disséminées daaa 
les  autres  bibliothèques  ])ubIiquesoucondiliounellemc:kt  accessibles  de  la  Be]gi^nt« 
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Ainsi,  tandis  que  rObsenratoire  possède  le  plus  {^rand  nombre  des  Ouvrages  mo- 
dernes, la  Bibliothèque  Royale  a  trouvé  dans  le  fonds  Van  Hulthem  une  grande 
partie  de  la  bibliothèque  de  Lalande;  enfin  quelques  bibliothèques  de  province 
sont  particulièrement  riches  en  Ouvrages  des  xvi*  et  wii*  siècles. 

Le  Catalogue  dressé  sous  l'inspiration  de  M.  Houzeau  a  été  essentiellement  limité 
il  rAstronomie  proprement  dite  et  à  la  Météorologie,  les  Ouvrages  de  Mathéma- 
tiques et  de  Physique  en  ayant  été  rigoureusement  exclus.  La  classification  est  une 
classification  méthodique  et  dans  chaque  section  les  Livres  sont  classés  par  ordre 
chronologique  avec  l'indication  des  établissements  où  ils  se  trouvent;  une  Note  sur 
le  format  et  la  date  des  diverses  éditions. 

Pour  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte  des  richesses  des  bibliothèques 
belges,  qui  possèdent  des  Ouvrages  que  l'on  ne  rencontre  pas  dans  les  plus  grandes 
collections  astronomiques,  et  de  l'importance  bibliographique  du  Volume  que  nous 
signalons,  nous  reproduisons  ici  l'énumération  des  diverses  divisions  du  Catalogue  : 

Histoire  et  littérature.  —  Journaux  et  Mémoires  des  Sociétés  astronomiques; 
Histoire  et  Bibliographie;  astronomes  orientaux,  grecs,  latins  arabes;  astronomes 
dt>puis  le  moyen  &ge  jusqu'à  Tycho  Brahe;  astronomes  modernes;  Recueils  des 
œuvres  d'astronomes  ;    Astrologie. 

Ânrouomie  théorique.  —  Traités  généraux;  système  du  monde;  Astronomie  sphé- 
rique,  gnomonique;  calendrier;  calculs  astronomiques;  Mécanique  céleste. 

Astronomie  pratique.  —  Instruments  astronomiques;  observatoires;  observa- 
tions diverses;  applications  à  la  Géographie  et  à  l'art  nautique;  éphémérides  et 
Tables. 

Astronomie  physique.  —  Lumière  des  astres;  observation  physique  des  astres; 
Physique  clés  espaces  célestes  ;  la  Terre. 

Astronomie  stellaire.  —  Astronomie  stellaire  en  général;  Sidérographie;  carac- 
tères particuliers  des  étoiles;  étoiles  multiples  et  nébuleuses. 

Météorolope  générale.  —  Partie  théorique;  Sociétés,  Revues  et  Rapports;  instru- 
ments et  Tables. 

Météorologie  spéciale.  —  Mécanique  de  l'atmosphère;  chaleur  et  lumière,  phé- 
nomènes électriques;  phénomènes  magnétiques. 

Climatologie  et  observations  météorologiques.  —  Climatologie;  observations  et 
bulletins  météorologiques. 

Généralités.  —  Dictionnaires;  journaux  scientifiques:  Sociétés  savantes. 

Mathématiques  et  Mécanique.  —  Mathématiques  générales  et  Analyse;  Géométrie; 
science  des  nombres  et  calcul  numérique;  Mécanique. 

Sciences  géographiques.  — Géographie;  Géodésie;  Géologie. 

Sciences  physiques  et  naturelles.  —  Physique  et  Chimie;  sciences  naturelles. 

Par  le  {;rund  nombre  des  Ouvrages  que  renferment  les  bibliothèques  do  la  Bel- 
gique, le  Volume  dont  nous  venons  de  donner  un  résumé  rapide  forme  une  suite 
Utile  ù  lu  bibliographie  de  Lalande. 

G.  R. 


ANNUAIIŒ  nt:  l'Observatoire  roval  de  Bruxelles.  T.  XVI.  Bruxelles,  chez 
liayez.  4^"  et  46'  années  :  1878  et  1879. 

Ces  Annuaires  débutent,  comme  les  publications  analogues,  par  un  calendrier  et 
les  éphémérides    astronomiques    utiles    aux  jersounes  qui   ne  font  pas  profession 
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d'être  astronomes  ;  maïs  leur  intérêt  principal,  leur  droit  à  être  ti^nalét  dans  le 
Bulletin  résident  dans  les  Notices  spéciales  qui  en  sont  le  complément. 

Dans  l'Annuaire  de  1878  on  trouvera  par  exemple  : 

1^  Une  Table  chronologique  des  découvertes  en  Météorologie 

qo  Une  bibliographie  sommaire  des  Tables  arithmétiques,  trigonométiiqoes  et 
logarithmiques. 

3*  Une  Note  sur  la  position  géographique  des  six  observatoires  particuliers  qui 
existent  en  Belgique. 

4**  Une  Note  sur  les  nivellements  belges  par  le  major  Adan. 

5**  Une  Notice  sur  les  tempêtes  d'Europe  par  M.  F.  Van  Rysselhergke,  L'aoteur  a 
résumé  d'une  manière  claire  et  rapide  les  principes  qui  régissent  la  prévision  du 
temps  pour  les  côtes  de  la  Belgique. 

6<*  Une  étude  sur  les  orages  en  Belgique  et  des  données  numériques  sur  le  climat 
de  Bruxelles  par  M.  Laneaster, 

Parmi  les  Notices  scientifiques  qui  terminent  l'Annuaire  de  1879  il  faut  re- 
marquer : 

I*  Note  sur  les  grandes  périodes  dans  les  mouvements  des  astres  par  M.  Houzeau, 

Q<*  Une  Notice  sur  les  comètes  par  M.  C,  Pilloy.  L'auteur  a  résumé  les  connais- 
sances acquises  sur  ces  astres  par  les  travaux  modernes. 

3"  Une    bibliographie  des  Ouvrages,    Mémoires  et  Notices  de  Spectroscopie  qui 
peuvent  intéresser  l'Astronomie  par  M.  C,  Fievez,  Celte  Notice  qui  ne  compte  pas 
moins  de  83  pages,  et  dont  il  existe  quelques  tirages  ii  part,  est  des  plus  complètes 
et  sera  certainement  utile  aux  spectroscopistes  et  aux  astronomes. 

G.  n. 


SITZUNGSDERICHTE  dbr  Kônigl.  BdiisiiscHEN  Gesellsciiaft  der  WissEif- 

SCIIAFTEN  (•). 

Année  1875. 

Stud nicha  [F,^,),  —  Déduction  des  formules  fondamentales  de  la 
Trigonométrie  spliériquc  en  partant  d'un  théorème  sur  les  déter- 
minants. (1-8). 

Snllabasev  («/.).  —  Sur  les  courbes  décrites  par  un  des  sommets 
d'un  triangle  mobile  (66-70.). 

Studnii'ka  [F.-J,).  —  Sur  Mavcus  Marci  et  son  Traité  De  pro- 
portione  motus,  et  en  particulier,  sur  les  lois  du  clioc  élastique. 

(82-87). 

Rectific.'ition  d'un   passage  de  V Histoire  des  Mathématiques  de  Montucla   (t.    II, 
p.  4o6)  relatif  à  Marcus  Marci  (Jan  Mnrck),  né  en  iSgS  à  Landskron  en  Bohème,  mort 


(')  \ oir  /Jaiictin,  t.  VI,  p.  loj;  t.  VllI,  p.  iiQ;  t.  IX,  p.  f\[). 
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en  1(367.  ^^  ®^^  1^  premier  qui  ait  donné  un  Ourrago  sur  le  choc  des  corps;  cet 
Ouvr»gn  a  pour  titre  :  De  proportionc  motus,  seu  Régula  sphrgmica,  etc.  A  la  der- 
nière page,  on  lit  :  Pragœ^  ^jp^^  Joannis  Bilniœ,  anno  MDCXXXIX, 

Studnicha  (  F.-J.),  —  Sur  la  solution  d'uu  système  de  congruences 
linéaires.  (ii4-ii6). 

L'auteur  donne  les  multiplicateurs  dont  il  faut  se  servir  pour  réduire  le  pro- 
blème à  des  congruences,  à  une  inconnue. 

Pelz  (  G.).  —  Contributions  à  la  construction  des  coniques  données 
par  des  points  et  tangentes  à  l'aide  de  la  collinéation.  (i  ly-iSS). 

Cubr-  {E,).  —  Le  problème  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  à 
des  coniques,  (i 56'- 162). 

Les  arêtes  d'une  pyramide  régulière  (gleichseitig)  qui  tourne  autour  de  son  aie 
engendrent  un  cône  droit  à  base  circulaire;  les  faces  de  la  pyramide  enveloppent 
un  autre  cône  à  même  axe.  L'auteur  considère  les  sections  faites  par  un  plan 
quelconque  dans  ces  cônes. 

Sludnïcha  (F.-J,).  —  Sur  la  forme  réduite  des  quaternions.  (i83- 
186). 

Schmidt  (G,).  —  Théorie  du  planimètre  d'Amsler.  (188-191). 

Année  1876. 

TVejr  [Em,).  —  Notices  sur  une  position  particulière  involutoire 
de  deux  coniques.  (42-47). 

Deux  coniques  telles  que  les  tangentes  construites  aux  points  d'intersection 
passent  par  les  points  de  contact  de  leurs  tangentes  communes.  Une  involutioa 
cubique  de  points  étant  donnée  sur  une  conique,  les  côtés  des  triangles  formés 
par  ses  groupes  enveloppent  une  autre  conique,  et  dans  un  certain  cas  ces  deux 
coniques  ont  la  position  mentionnée. 

TVeyr  (Ed,).  —  Notice  relative  à  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, (lya-aoi). 

Partant  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  l'auteur  étudie  la  marche 
des  fonctions  sinam,  cosam  et  Aam. 

Studnicka  [F,-J.).  —  Sur  un  rapprochement  des  carres  magiques 
avec  la  théorie  des  déterminants.  (269-271). 

Un  carré  magique  k  !\n  côtés,  formé  d'après  les  règles  de  Moschopoulos,  étant 
regardé  comme  un  déterminant,  sa  valeur  est  zéro;  la  même  chose  a  lieu  pour 
ses  déterminants  mineurs  du  quatrième,  du  sixième  ...,  du  aif^r**  ordre. 
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Année  1877. 

TVeyr  [Ed,),  —  Sur  le  développement  en  fractions  continues  des 
irrationnelles  du  second  degré.  (65-72). 

Voir  Bulletin^  l.  I  (a*  série),  p.  17. 

Studnicka  [F,-J .),  —  Sur  rétablissement  de  propriétés  nouvelles 
des  coefficients  binomiaux,  à  Taide  d'un  théorème  sur  les  nombre:» 
complexes.  (pa-gS). 

En  partant   de  ce  que   la  norme  de(xH-«y}"  est  égale  à  (jc'-H .?*)",  Fauteur 
donne  la  furmule 

OÙ  Ton  a  posé  >  =  (  .  )•  De  cette  formule,  il  tire  deux  propriétés  des  coefficients 
binomiaux. 

Studnicka  [F.-J.].  —  Contribution  à  la  théorie  des  déterminants. 
(120-125). 

A'  =  2rb(A,,.  ..A„„)  étant  le  déterminant  conjugué  de  A  =  2it(a,,.  ..«^M'au- 
teur  rappelle  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  déterminants  mineurs  de  A  et 
les  déterminants  mineurs  complémentaires  de  A'.  C'est  particulièrement  l'équation 

A2(±a,„/7„...rt,_,  „_,)=Szt(A„,A„) 

qu'il  emploie,  pour  évaluer  A  à  l'aide  des  quatre  déterminants  A,,,  A,„,  A^,,  A„ 
et  du  déterminant  2  Ji(o„a33. .  .«„_,„_,),  tandis  qu'en  développant  A  suivant  les 
éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne,  on  a  besoin  de  n  déterminants  mineurs 
de  degré  n —  i.  L'auteur  donne  deux  applications  de  sa  formule  :  Tune  relative 
aux   fractions  continues,    l'autre    aux   déterminants    de    degré    pair   et    tels  que 

Zahradnik  [K..),  —  Lieu  des  points  auxquels  correspondent  rela- 
tivement à  une  cissoïde  des  triangles  de  contact  à  aire  constante. 

(125-128). 

D'un  point  P  on  mène  à  la  cissoïde  les  trois  tangentes;  les  points  de  contact 
forment  le  triangle  de  contact  dont  s'occupe  l'auteur. 

Weyv  [Em.).  —  Les  courbes  cubiques  considérées  comme  courbes 
d*invoiution.  (i3i-i33). 

On  considère  une  courbe  cubique  comme  lieu  des  six  points  d'intersection  des 
quatre  tangentes  d'un  groupe  appartenant  à  une  involution  biquadratique  de 
tangentes  d'une  conique. 
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Znhraihiili  (A".).  —  Sur  les  pôles  à  triangles  de  eonlatt  relatifs  à 
une  cardîoide  ei  d'aire  constante.  Relation  entre  le  pôle  et  le 
ccutre  de  gravité  du  triangle  de  contact.  (184-190). 

Jf'ejr  [Ed.).  —  Sur  la  représentation  conforme  d'une  surface 
sur  une  autre  par  projection  cenlrale.  [^■j'i-i-jfi). 

Il  n'v  a  que  deui  CM  pOKtiblp*  ;  ou  le*  deux  aurfacet  tnnl  SEniblables,  le  centre 
de  simililiide  étant  au  centre  de  projection,  ou  bien  l'une  est  lu  lran»rarniée  de 
l'autre  par  rajona  vecleura  réciproque»,  le  centre  de  trinsrarmxîon  ëtunt  encore 
au  centre  de  projection. 

y^rzavÇ  (/■'■)■  —  Formule  simple  servant  ii  calculer,  au  moyen  des 
coortioniiées  rectangulaires  spliériijues,  la  convergence  mérî- 
dîuune  il  laide  dune  Table  auxiliaire.  (278-380). 

SiiKiiiilkii  {F.-J.).  —  Sur  l'expression  indépendante  de  la  dérivée 
/!''""■  d'une  puissance,  dont  la  Lasc  ei  l'exposant  sont  des  fonc- 
tions d'une  varialdc.  (368-373). 

Sliidniclin  (/■'.-/.).  —  jV'ouvelies  contributions  au  Calcul  dille- 
renûel.  (SgS-Sgg). 

Eiprension  dp  In  «'-""  déritêe  de^- —  par  un  déterminant  de  degré  n-t-  1.  Ap- 

Ed.  W. 


ASTRONOUISCHE  NACHRICHTEN,  begrundet  von  H.-C.  Schumacher,  heraus- 
gegeben  von  Prof.  CK  C.-A.-F.  Petere.  Kiel  ('). 

Tome  XCIV,  n-  2233-2Î56;  1878-1879. 

Seeiiger  (fl.).  —  Mémoire  sur  le  théorème  de  Gauss  relatif  aux 
perturbations  séculaires.  (i-3o). 

Trouvelot  {L.).  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  Mars, 
faites  à  son  observatoire  de  Cambridge.  (N.-S.).  (ag-So). 


(')  Vo\r  Bulletltt,  II,,  i56. 

Bail.  Jt,  Scitiumi  m«ikim.  V  Si^lc,  1. 1)1.  (A01II   1879.] 
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(rrossÎMement  de  i53;  mais  l'objet  e«t  à  la  limiti^  de  visibilité  d'une  lunette  de 
cette  ouTerturc. 

Dveyer  [J,-L,'E.),  —  Uaspcct  de  Mars  en  1877.  (3i-3a). 

Doberch  (  TV.  ).  —  Note  sur  la  distribution  des  étoiles  rouges  dans 
Tespace.  (3i-32).  • 

Les  étoiles  rouges  sont  massées  dans  la  région  de  la  Toie  lactée. 

Luther  {R')'  — Perturbations  de  (S)  Mélcté  par  Jupiter,  de  1857 
à  1879.  (33-48). 

Gruss  (G.).  — FLpliéméride  pour  l'opposition  de  @  Lovely  en 
janvier  1879.  (47-48). 

Luther  (/f.).  —  Perturbations  de  @  Mélélé  par  Jupiter,  de  dé- 
cembre 1879  à  janvier  1880,  et  épliéméride  pour  ropposition  de 
la  planète  en  décembre  1879.  (49-52). 

Upton  [Winslow),  —  Eléments  et  éphémoride  de  @  Eunike  pour 
l'opposition  de  mai  et  juin  1879.  (5i-56). 

Schmidt  («/.-/^.-/.  ).  —  Observations  sur  la  couleur  des  étoiles. 

(55-64). 

Plummer  [J,-J,).  —  Observations  de  comètes,  faites  en  1877  ^ 
Tobservatoire  de  Orwell  Park.  (65-70). 

Les  comètes  observées  sont  celles  de  Borrelly,  Winnecke,  Swift,  Coggia  et  Tempel. 

Tehhutt  («/.).  —  Observations  de  la  comète  d*Enckc,  faites  en  août 
1878  à  Windsor.  (N.-S.-W.).  (71-74). 

Elkin,  —  Eléments  de  la  comète  i854,  V,  d'après  rensenible  des 
observations  du  i5  janvier  au  7.1  avril  i855.  (73-80). 

Bredikhine  [Th.),  —  Lettre  sur  la  queue  des  comètes.  (79-80). 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  à  Leipzig 
pendant  le  second  semestre  de  1878.  (81-92). 

Tempel  {TV')'  —  Observations  de  la  conièlc  II  de  1873  faites  à 
Arcetri  en  novembre  1878.  (91-94). 
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Grtiss  {G.).  —  Etude  sur  la  constitution  physique  du  Soleil,  (93-96). 

Recherches  sur  l'influence  de  la  rotation  du  Soleil  sur  la  température  de  l'atmo- 
sphère et  la  direction  des  vents. 

Oppolzer  [Th.  von),  —  Eléments  de  Vulcain.  (97-100), 

M.  Oppolzer  admet  comme  réelles  les  observations  de  Fritsch  (39  mars  1800  et 
10  octobre  1801),  Stark(9  octobre  1819),  Decuppis  (a  octobre  1839),  Sidebotham 
(  12  mars  i8'i9),  Ohrt  (  iti  septembre  1867),  Lescarbault  (26  mars  1859)  et  Loomis 
(19  mars  i86a).  L'orbite  calculée  à  l'aide  de  ces  éléments  lui  donne  uo  passage 
pour  le  18  mars  1879;  il  prie  les  astronomes  d'observer  le  Soleil  à  cette  date. 

Gore  [J.'E,).  —  Note  sur  quelques  étoiles  présumées  variables. 
(99-102). 

Schmidt  [J.'F.'J.),  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Athènes  en  1878.  (101- 112), 

# 

Peters  (C.-fl.-F,).  —  Recherches  relatives  à  la  prétendue  planète 
transneptunienne  qui  aurait  été  observée  à  Washington 
en  i85o. (i i3-i  16). 

On  se  souvient  que,  en  septembre  i8>i,  le  directeur  de  l'Observatoire  Naval  de 
Washin{;ton  fit  connaître  qu'une  étoile  observée  l'année  précédente  par  19**  19"* 
d'ascension  droite  et  —  tii**  de  déclinaison  ne  se  retrouvait  plus  dans  le  ciel. 
M.  Hind  crut  pouvoir  déduire  des  positions  observéesque  l'astre  indiqué  était  une 
planète  plus  éloignée  que  Neptune.  Toutefois,  l'astre  u'ayantpas  été  observé  depuis, 
le  fait  était  tombé  dans  l'oubli;  mais  un  article  du  journal  Nature  vient  de 
rappeler  l'attention  sur  cet  objet. 

M.  Peters,  en  remontant  aux  registres  originaux  des  observations  deFergusson, 
montre  qu'il  y  a  erreur  dans  la  désignation  du  til  horizontal  qui  a  servi  à  la  me- 
sure des  déclinaisons,  qu'il  faut  substituer  un  autre  couple  au  couple  indiqué,  et 
qu'alors  toutes  les  positions  de  l'astre  considéré  coïncident  avec  la  position  d'une 
étoile  (le  onzième  grandeur  observée  par  Lalande,  Argelander,  I.amout,  etc. 

Il  n'y  a  donc  dans  les  observations  de  Washington  pour  i85o  aucune  preuve  en 
faveur  de  l'existence  d'une  planète  transneptunienne. 

TVinnecke.  —  Observations  de  la  comète  de  Tuttle,  faites  en  1871 
à  son  observatoire  particulier  de  Karlsruhe.  (117-1 18). 

Gould  [B.-A.  ).  —  Observations  de  la  comète  V  de  187 1,  faites  à 
Cordoba  en  janvier  et  février  1872.  (i  17-122). 

Doherch  \JV*)*  —  Nouveaux  éléments  de  36  Andromède,  L  73. 

(121-124). 

Les  éléments  sont  calrulés  d'après   l'ensemble  des  observations  faites    de  iS3<i 

il  1877. 

K  .  1 G  . 
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Schmidt  [J.'F,-J,),  —  Observations  d'éloiles  variables  faîtes  à 
Athènes  eu  1878.  (123-128). 

Tempel  (^F.)-  — Observations  de  la  comète  II  de  1873,  faites  à 
Arcetri  pendant  son  retour  de  décembre  1878.  (127-1^8). 

Niesten  (L.).  —  Phénomènes  des  satellites  de  Jupiter,  observés 
en  1878  à  l'Observatoire  royal  de  Bruxelles.  (129-132). 

Frollch  (O.  ).  —  Recherches  sur  la  vitesse  de  rélectricîté  dans  les 
lignes  télégraphiques  souterraines.  (i33-i4o). 

Tempel  [TV,),  —  Note  sur  la  comète  II  de  1873.  (139-142). 

Schmidt.  [J,-F.-J.),  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  à 
Athènes  en  1878.  (i4i-i44)« 

Bredikhine  [Th.).  -^  Mouvement  de  la  matière  cométaire  sur  une 
hyperbole  convexe  vers  le  Soleil.  (i43-i44)- 

La  formule  est  obtenue  par  un  procédé  tout  à  fait  ana1o{ruc  à  celui  que  Gaoas 
n  employé  pour  la  recherche  du  mouvement  sur  lu  branche  concave  vers  le  Soleil. 

Doberck  [  JV.).  —  Observations  d'étoiles  doubles,  faites  à  Markrce 
en  1878.  (145-152). 

Luther  (Ji*)-  —  Observations  de  planètes,  faites  à  l'équatorial  de 
Diisseldorf  pendant  le  second  semestre  de  1878.  (i5o-i56). 

Gauthier  [B.],   —  Ephéméride  pour  la  troisième  opposition  de 
la  comète  périodique  de  Tempel,  comète  II  de  1867.  (iSy-ifio). 

L'éphéméride  a  élé  cniculée  au   moyen   des  éléments  de  l'opposition   de   i8~3 
modifiés  par  les  perturbations  de  Jupilcr  de  1873  à  1879;  l'action  de  cetto  planète 
n'est  guère  sensible  que  par  un  retard  do  trois  jours  dans  l'époque  du  passar^e  au 
périhélie. 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  à  Leipzig 
pendant  le  second  semestre  de  1878.  (i()  1-170). 

Doolittle  [C.'L,),  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites 
à  Tobservatoire  Sayre  de  TUniversité  deLehigh.  (171-174). 

Les  observations  faites  en  septembre  et  octobre  1878  ont  eu  pour  but  la   mesura 
des  angles  de  position  et  des  distances  des  satellites. 

Spoerer.  —   Observations  de   taches  solaires,  faites    en    1878   à 
Potsdam.  (173- 176). 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  i25 

Cerasli  (  TV.),  —  Note  sur  une  nouvelle  étoile  variable.  (175-176). 

L'ctoile  a  pour  position,  d'après  Argelander  : 

ARcension  droite . .       a  1  ^  9'" ,  a5' 
Déclinaison -^67*49'»^ 

Gould  (B.-A.).  —  Observations  de  la  grande  comète  de  1874 
(comète  deCoggia),  faites  à  l'Observatoire  de  Cordoba.  (1 77-186). 

Les  observations  s'étendent  du  28  juillet  au  18  octobre  1874;  les  positions  dos 
étoiles  de  comparaison  ont  été  déterminées  par  des  observations  spéciales  faites  au 
cercle  méridien  de  Cordoba. 

Holetschek  (/.  ).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète   VI 
de  1874. (i85-igo). 

La  comète  découverte  le  6  décembre  à  Marseille  par  M.Borrelly  a  été  observée 
jusqu'au  7  janvier;  M.  Holetschek  a  pris  en  considération  l'ensemble  des  obser- 
vations. 

Albvecht.  —  Remarques  sur  les  recherches  du  D'  Frolîch  relati- 
vement à  la  vitesse  de  propagation  de  Télcctricité.  (189-iga). 

Palisa.  —  Découverte  de  la   planète  (^w),  faite  à  Pola  le  17    fé- 
vrier 1879.  (191-192). 

Wittstcin    (u'I,).    —   Détermination  de   l'orbite  de   la  comète  I 
de  1874.  (193-200). 

Le  calcul  est  appuyé  sur  l'ensemble  des  observations  faites  du  20  au  iù  fé- 
vrier 1874. 

Winnecke,  —  Observations  de  la  conjonction   de   Vénus  et  de 
Mercure  le  3o  septembre  1877.  (199-202). 

Palisa  (^.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1877 
et  1878  à  l'Observatoire  de  Vienne.  (2o3-2o8). 

JVeiss  {A,).   —  Occultation  des  Pléiades,  observée  à  Vienne  le 
10  novembre  1878. 

Dobevck  (  TV,  ).  —  Éléments  de  a  du  Centaure.  (  207-208). 

Krilger  (^.  ).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1861,  faites  à 
l'héiiomètre  de  l'Observatoire  de  Gotha.  (209-220  ). 

Moesla  [C'N.),  —  Note  sur  les  variations  de  la  température  à. 
Santiago  de  1861  à  1872.  (219-222). 
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En  déliigiiant  par  T  la  température  moyenne  diurne  et  par  R  le  nombre  relatif  des 
taches  solaires,  tel  que  le  calcule  M.  R.  Wolf,  M.  Moesta  troure  que  l'on  a 

T  =  i3%07  —  o%oo336!2  R, 

en  sorte  qu'il  y  aurait  une  relation  simple  entre  les  deux  phénomènes. 

Hall  (^.  ).  —  Note  sur  les  observations  d'Hypérion.  (221-222). 

Les  observations  de  ce  satellite,  faites  à  Washington  en  1878,  montrent,  par  leur 
comparaison  à  celle»  de  1874*  que  la  ligne  des  apsides  a  un  mouvement  rapide. 
M.  Hall  serait  heureux  de  recevoir  des  astronomes  les  observations  qu'ils  auraient 
faites  de  ce  corps. 

Franz  (/.  ).  —  Observations  des  étoiles  de  comparaison  du  D""  Gill. 

(221-224)' 

Stone  (Ov'.  ).  —  Note  sur  Terreur  personnelle  dans  la  mesure  des 
angles  de  position  d'une  étoile  double.  (223-224)* 

L'erreur  est  une  fonction  simple  du  sinus  de  deux  fois  l'angle  de  position. 

Knorre  (  F.),  —  Observations  de  @,  faites  à  l'équatorial  de  Berlin. 

(223-224). 

Peters  [C'ff.-F.).  —  Observations   de  petites  planètes,  faites 
en  1878  à  rObservatoire  de  Hamilton  Collège.  (225-a4o). 

Cog^ia.  —  Découverte  de  @,  faîte  à  Marseille  le  i*^*"  mars  1871). 
(239-240). 

Schwab  {F.).  —  Observations  d'étoiles  variables,  faîtes  en  1878  à 
rObservatoîre  de  Marburg.  (241-^54). 

Seeliger  (//.)•  —  Note  sur  l'étude  du  mouvement  de  la  ligue  des 
nœuds  à  Taîde  du  théorème  de  Gauss.  (253-256). 

Doberck  (W.).   —  Observations  de  l'anneau  de  Saturne,  faites 
en  1879  à  Markree.  (255-256). 

Doberck  (  TV,).  —  Nouveaux  éléments  de  y  Lion.  (  255-256). 

Knorre  (F.).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  faites 
en  1876  et  1877  ^  Téquatori al  de  Berlin.  (257-272). 

Stephan  {E,).  —  Observations  de  («w),  faites  à  Marseille.  (27 1-272). 

Knorre  (  /^.  )•  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1876  et  1877 
à  l'équatorial  de  Berlin.  (273-286). 
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Slrasser  (G.).  —  Observation  de  la  comète  de  Brorseii,  faite  à 
Rrenisinûnster.  (287-288). 

Schulze  (L.-B.).  —  Remarques  sur  les  observations  de  la  comète 
de  Brorsen.  (287-288). 

Knorre  (  /  .  ).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1876  et  1877 
à  Téquatorial  de  Berlin.  (289-300). 

Gasparis  (yJ,  de),  —  Note  sur  les  développements  en  série  em- 
ployés dans  le  calcul  des  orbites.  (3oi-3o2). 

Peters  [C-IL-F,).  —  Remarques  critiques  sur  les  observations 
de  la  planète  iiitra-mercurielle.  (3o3-3o4). 

Strasser  {G.),  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  h 
Kremsmùnster.  (3o3-3o4). 

Knorre  (  /^.).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1876  et  1877 
à  récjuatorial  de  Berlin.  (3oj-3i4)* 

Helniert.  —  Recberches  sur  la  détermination  géodésique  des  coor- 
données géographiques.  (3i3-32o). 

Peters  (  C.-H.-F.).  —  Découverte  de  la  planète  (•»<),  faite  à  Clinton 
le  22  mars  1879.  (3 19-320). 

Peters  (C.-IJ.-F.),  —  Remarques  critiques  sur  les  observations 
de  la  planète  intra-mercurielle.  P*^  JNote.  (321-336). 

Le  but  ({lie  se  propose  M.  Peters  dans  cette  Note  est  de  prouver  que  l'on  ne  doit 
uvuir  qu'une  très-faible  coutiance  dans  les  observations  des  passaf^es  supposés  de 
la  planète  Vulcain.  L*auteur  s'attache  donc  à  faire  une  critique  rigoureuse,  non  pas 
des  centaines  d'observations  do  ce  phénomène  que  l'on  trouverait  dans  les  Recueils 
astronomiques,  mais  de  celles  qui  ont  paru  probables  à  Le  Verrier  et  qu'il  m 
employées  dans  ses  calculs,  et  de  celles  de  MM.  Watson  et  Swift  pendant  la  dernière 
éclipse  totale. 

Pour  Tobservation  de  M.  Watson,  M.  Peters  établit  que  les  procédés  de  mesure 
sont  trop  piMi  ri[;oureus  pour  prouver  que  le  corps  aperçu  n'est  pas  6  de  TÉcre- 
visse.  Si  en  eil'et  on  admet,  avec  M.  Watson  lui-même,  que  le  premier  corps  observé 
(a)  est  Ç  de  l'^.crevisse,  et  qu^on  rapporte  la  position  du  second  (b)  à  la  position 
do  cette  drrnière  étoile,  on  arrive  à  une  situation  très-voisine  de  0  de  l'Ecrevisse, 
et  le  directeur  de  l'Observatoire  de  Clinton  montre  que  les  incertitudes  des  observa- 
tions sont  telles,  que  cette  assimilation  doit  être  admise.  En  admettant  même  que 
le  corps  si{;nalé  par  M.  Watson  soit  réellement  Vulcain,  M.  Peters  montre  que, 
d'après  son  éclat,  sa  masse  serait  trop  faible  ]M)ur  produire  l'effet  que  Le  Verrier 
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atteudait  de  celte  planète.  Suivant  Le  Verrier,  la  masse  de  ce  corps  doit  être  coiih 
parable  à  celle  de  Mercure,  et  alors,  à  des  distances  de  a  ou  3  deQrés  du  Soleil,  il 
serait  environ  quatre  fois  plus  brillant  que  Venus  en  quadrature.  Il  parait  enfin 
inadmissible  à  M.  Pelers  qu'un  corps  de  cette  dimension  ait  pu  échapper  depuis 
cinquante  ans  aux  recherches  de  Schwabe,  de  Carrington,  du  P.  Sccchi,  de 
Spoerer,  etc.,  qui  ont  étudié  si  attentivement  les  taches  solaires. 

Quant  aux  cinq  observations  admises  comme  vraies  par  Le  Verrior,  M.  Peten 
pense  : 

1"  Que  l'observation  de  Fritsch  (octobre  i8o!2)  est  erronée; 

1"  Que  l'observation  du  jeune  jésuite  de  Cuppis  (octobre  1889)  ne  saurait  être 
exacte,  car  il  devrait  avoir  immédiatement  fait  part  de  sa  remarque  à  de  Vice  ;  alors 
on  aurait  une  bonne  observation  du  corps,  faite  par  un  astronome  habile; 

3'>  Que  l'observation  de  Sidebotham  (mars  18/19)  ^"^  parait  bien  incomplète 
pour  mériter  confiance  ; 

4**  Que  l'observation  de  LescarbauU  (mars  i8'y9)  a  été  trop  discutée  pour  qall 
soit  utile  d'y  revenir; 

5*  Que  l'observation  de  Loomis  (mars  1863)  se  rapporte  à  une  tache  solaire;  ee 
dernier  point  est  rigoureusement  prouvé  par  la  comparaison  de  l'obserTation  de 
Loomis  avec  Ic^  observations  de  taches  solaires  faites  à  la  même  époque  par 
M.  Peters  lui-même  et  par  M.  Spoirer. 

Tcmpel  {W.).  —  Observations  Je  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Arcetri.  (335-33()). 

Konkolj  [N .  von). —  Notes  sur  le  spectre  de  la  comète  de  Brorsen. 
(335-336). 

Peters  (C.'ff.'F,).  —  Remarques  critiques  sur  les  observations 
de  la  planète  întra-mercurielle.  Deuxième  partie.  (337-34o). 

M.  Peters  Ki[;iialc  les  discordances  considérables  qui  existent  entre  les  diamètres 
donnés  à  la  prétendue  planète  Vulcain  lors  de  ses  passu{;es  devant  le  Soleil  et 
en  déduit  un  nouvel  arfrument  contre  son  existence  réelle.  L'auleur  montre  égale- 
ment que  l'existence  d'un  anneau  d'astéroïdes  intérieur  à  Mercure  est  tout  à  fait 
improbable. 

Reste  alors  la  nécessité  d'expliquer  l'accroissement  de  38  secondes  que  Le  Verrier 
a  ilû  donner  an  mouvement  du  grand  arc  de  Mercure  pour  représenter  les  passages 
anciens.  Suivant  M.  Pelers,  ce  nombre,  établi  d'après  la  considération  d'observa- 
lions  de  passa(;e  qni  ne  sont  pas  fort  exactes,  pourrait  être  théoriquement  retrouvé, 
en  grande  |iartie  an  UKiins,  en  augmentant  la  masse  de  Vénus  et  en  tenant  compte 
de  quelques  termes  que  l'eminent  directeur  de  l'Observatoire  de  Paris  a  cru 
pouvoir  négliger. 

JFaldo   (//.).    —   Observations   des  satellites  de  Saturne,  faites 
en  1878  à  Providence.  (339-35o). 

L'Observatoire  de  Providence  a  été   construit  en    1878  par  M.   E.  SeaQrave; 
instrument  principal  est  un  equatorial  de  8  pouces  par  Alvan  Clark  ;  les 
tiens  sont  faites  par  M.  T.-E.  Seogravc. 
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TVittstein  (^.  ).  —  Éphéméride  de  la  comète  de  Brorsen  pour 
avril  et  mai  1879.  (35i-352). 

Schnr  (^.  ).   —  Observations  héliométriques  d'étoiles  doubles, 
faîtes  en  iSjS  et  1876  a  TObservatoire  de  Strasbourg.  (353-376). 

PFinnecke.  —  Observations  de  la  comète  de  Tempel,  faites  à  Stras- 
bourg en  novembre  1878.  (375-376). 

TValdo  [L,],   —  Observations  des  satellites  de  Saturne,   faites 
en  1878  à  Providence.  (377-380). 

Todd   [D.-P.).   —  Observations  des   éclipses  des  satellites   de 
Jupiter,  faites  à  Washington  en  1877-1878.  (379-384). 

Hall  (^.).   —  Observation  du  satellite  de  Sirius,  faite  à  Wash- 
ington. (383-384). 

Gasparis  [yl.  de),  — Note  sur  le  développement  de  l'inverse  du 
cube  du  rayon  vecteur  dans  la  fonction  perturbatrice.  (383-384). 

G.  R. 
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Tome  LXXXVIII;  1879. 

N«  20;  19  lai. 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  rObscrvaloire  de  Greenwich  (transmises  par  l'Astronome 
Royal  M.  G,-B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
premier  trimestre  de  l'année  187g.  (gpS). 

Jiesal  (//.).  —  Sur  la  résistance  des  chaudières  elliptiques.  (997)- 

Ledieu[A,),  — Raisons  formelles  de  la  supériorité  économique 
des  machines  Woolî  ou  Compound.  (ioo3). 

Jordan  (C.),  — ^  Sur  les  caractéristiques  des  fonctions  ©.(loao). 
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ApjfM.  —  àor  les  fooctionii  udies  que 

(  loaa)» 

L'antenr  a  coniBiaaufiie,  dans  la  séance  dn  i\  xTril^  un  procédé  qui  permet  dt 
IbrBMr  des  fonctiona  3\x'\  «erifiaat  la  reiation 

dans  la  Conmnnlcatîoa  aetuelle^  il  indique  le»  modiBiarioaa  sa  la  OM^thode  céné- 
raie  oui  perau^ttent  de  simplifier  Le  odenl  dan»  le  caa  oà  sC-r  ^  =  ma  ^jt. 

Ricard  ( E.).  —  Sur  une  propriété  de»  fonction»  entières.  ( i oa4). 


V.  Fieard  désigne  sona  ee  nom  les  fimetiona  qni  sont  uniformes  et  continam 
sur  tout  le  plan  :  si  /'  x  «»t  une  teile  fonction,  il  peut  ae  faire  que,  pour  une  va- 
leur particalière  m,  requadon/  x]  :=u  n'ait  aucune  racine  finie;  M.  Picard  dé- 
montre que  cela  ne  peut  arriiK>r  que  pour  un»  Mule  valeur  «;  une  fonction  entière 
qui  ne  deritHidraît  jamani  e^e  a  a  ni  à  ^  'Mfrait  mm  wiaii'i'mi'nt  ane  constante. 

Escary .  —  Sur  les  fonctions  introduites  par  Lamé  dans  la  théorie 
analTtiqne  de  la  chaleur,  à  Foccasioa  des  ellipsoïdes  de  révola- 
tion.  [  lO'ij  . 

>«  SI  :  2S  aai. 

Desains  (  P.  .  —  Sur  U  rêfiractioa  Je  la  ohalenr  S4)laire.  .1047). 

iup*^  et  Le  Clt^rc.  —  DétemiinaLÎoa  de  la  didërence  de  longitude 
entre  Paris  et  Berlin.     i»>3j   . 

Trescn.  —  Sar  la  di:»tril>atiott  da  travail  à  distance  an  moyen  de 
l'électricité.    1061   . 

Jordan    C.  .  —  Sar  les  caractéristic{aes  des  tbnctions  0.   (1068). 

Ihiport.  —  Sar  une  nouvelle  représentât ioa  des  quantités  imagi- 
naîres.    lo^i  . 

Dtins  U»  pr«y;edi«  iadû|ue  par  H.  Duoort^  ti  p^iat  iou^jinoire  d'an  plan 
X  ^=  T  — jH.  j  =■  i  —  fî  if^c  nfprvsente  par  lia  <injtte  rsftftl»;  U«;  l'espact?  r  =  «  —  fs, 
*"  =  5  ""^r*--  1^  <»»ttrf  llh-oa,  an*  cuurbe  pUae  tf>î  rtrvr^ven&et;  par  une  confruCBCC 
de  dm«t«a.   ine  dritte  *it  reprerseauw  par  aoe  cyo;jTu«nof  liri»?ainî,  <?tc. 

\  herin;;    f,,.  —  Nouvelle  défm>n:s>trAtîou  -U-  U  loi  de  récîprociliKf  , 
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Le  Paige,  — Sur  le  développement  en  série  de  colx.  (loyS). 

Soret,  —  Sur  la  iluorescence  des  sels  des  métaux  terreux.  (1077). 

Mouton,  —  Sur  la  détermination  des  longueurs  d^onde    calori- 
fique. (1078). 

Decharme.  —  Sur  un  mode  particulier  de  transmission  des  sons  à 
distance.  (1082). 

PS^  22-,  2  jnii. 

Jamin,  —  Sur  l'impénétrabilité  magnétique  du  fer.  (1099). 

Cornu  (^.).  —  Sur  la  limite    ultra-violette  du  spectre  solaire. 

(iioi). 

Mannlieim. — Sur  un  mode  de  transformation  des  surfaces  ré- 


g 


lées.  (i  I  29). 


Ce  mode  de  transformation,  qui  s'applique  non-seulement  aux  surfaces  réglées, 
niais  à  tous  les  ensembles  de  droites,  consiste  à  faire  tourner  chaque  génératrice  G 
de  90"  autour  d'un  point  fixe  o,  dans  le  plan  qui  passe  par  o  et  par  G.  M.  Mann- 
heim  doiiuiMiiverses  propriétés  des  surfaces  transformées;  par  exemple,  la  trtun^ 
formée  dune  surface  développable  est  telle,  qu'un  plan  passant  par  o  et  une  gé' 
neratrice  touche  cette  transformée  et  lui  est  normal  en  des  points  qui  comprennent 
un  segment  vu  du  point  o  sous  un  angle  droit.  Aux  points  d'une  trajectoire  or-' 
thogonale  des  génératrices  d'une  surface  réglée  correspondent  les  points  d'une 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices  de  la  surface  transformée.  Un  pinceau  de 
normales  à  une  surface  a  pour  transformée  un  pinceau  de  normales, 

Tacchini,  —  Observations  solaires  pendant  le  premier  trimestre 
de  Tannée  1879.  (ii3i). 

Dechanne.  —  Disposition  nouvelle  propre  à  augmenter  la  sensi- 
bilité delà  plaque  vibrante  du  téléphone.  (ii3a). 

N«  23^  9  jiii. 

Faye,  —  Observations  chronométriques   pour   la   marine   mar- 
chande. (1 143). 

Phillips,  —  Du  spiral  réglant,  sphériquedcs  chronomètres.  (  1 147)- 

Tempcl.  —  Observations  de  la  comète  II,  1867,  faite  à  l'Observa- 
loire  de  Florence.  (1 178). 
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Mannheim,  —  Transformation  d'un  pinceau  de  normales,  (i  179). 

Suite  de  la  Communication  de  la  séance  du  3  juin.  L*autcur  applique  son  pro- 
cédé de  transformation  aux  normales  à  Tellipsoide  ;  la  surface  qui  correspond  ainsi 
à  Tellipsoide  est  une  surface  de  l'onde  ;  M.  Mannheim  montre  comment  on  peut 
déduire  de  là  une  construction  plane  qui  donne  les  centres  de  courbure  princi- 
paux et  les  plans  des  sections  principales  de  la  surface  de  Tonde,  connaissant  les 
éléments  analogues  pour  l'ellipsoïde. 

Darboux  {G,),  —  De  Temploi  des  fonctions  elliptiques  dans  la 
théorie  du  quadrilatère  plan.  (  1 183 ). 

M.  Darboux  a  publié  dans  le  Bulletin,  t.  III,  3*  série,  p.    109,  un  Mémoire  dé- 
taillé sur  ce  sujet. 

Saint-Germain  (  ^.  de),  —  Sur  les  développements  en  séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  Y;,  de  Laplace.  (i  186). 

L'auteur  montre  comment  on  peut  compléter  la  démonstration  de  Poisson. 

Mouton,  —  Sur  les  lois  de  la  dispersion,  (i  192). 

Lamanshj.  —  Sur  la  loi  de  Stokes.  (i  192}. 

RosenstiehL  —  Sur  les  spectres  d'absorption  de  Talizarine  t*t  de 
quelques  matières  colorantes  qui  en  dérivent.  (1194  )• 

NO  24^  <6  juin. 

Mouchez,  —  Envoi  de  Tlieure  de  l'Observatoire  de  Paris  aux  ports 
de  commerce  pour  le  réglage  des  chronoiuètres.  (1227). 

Tisserand, — Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  Tinclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  est  considérable.  (1229). 

Phillips,  —  Du  spiral  réglant  sphérique  des  chronomètres.  (1 234)* 

Becquerel  {E.).  —  Observations  relatives  à  une  Note  de  M.  La 
mansky,  ayant  pour  titre  Sur  la  loi  de  Stokes,  (1237). 

Borrellj.  —  Observation  de  la  planète  Q,  découverte  à  l'Ob- 
serva toi  re  de  Marseille.  (1248). 

Mannheim .  —  Sur  la  surface  de  l'onde  et  sur  la  transformation 
d'un  pinceau.  (1248). 

Suite  des  Communications  du  5  et  du  9  juin. 
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Darboiix  (G.).  —  De  remploi  des  fonctions  elliptiques  dans  la 
théorie  du  quadrilatère  plan.  (ia5a). 

Pépin  (P.).  —  Théorèmes  d'Analyse  indéterminée.  (laSS). 

Ces  théorèmes  forment  la  suite  de  ceux  qui  ont  été  coniinuniqués  dans  la  séance 
du  12  janvier  1874*,  ils  établissent  l'existence  de  cas  fort  nombreux  où  l'équation 
ax*-\-bjr*=^z'*  est  impossible  en  nombres  rationnels  et  se  rapportent  à  des  cas  où, 
aucun  des  nombres  a^  b  n'étant  égal  à  un  carré,  la  méthode  de  Fermât  n'est  pas 
applicable. 

Saint-Loup.  — Expériences  sur  la  résistance^  opposée  par  Tair  au 
mouvement  d'une  surface.  (1257). 

Dater,  —  De  la  dilatation  électrique  des  armatures  des  bouteilles 
de  Leyde.  (1266). 

Riglii.  —  Sur  la  dilatation  du  verre  des  condensateurs  pendant  la 
chargp.  (1262). 

N*>  25;  23  jiio. 

Cornu  [yi')'  —  Sur  l'absorption  par  l'atmosphère  des  radiations 
ultra-violettes.  (i285). 

Fa  je,  —  Remarques  à  Toccasion  d'une  Note  de  M.  l'amiral  Mou- 
chez sur  le  réglage  des  chronomètres  dans  les  ports  de  com- 
merce. (1291  ). 

Sjlvester,  —  Sur  une  propriété  arithmétique  d'une  certaine  série 
de  nombres  entiers.  (1297). 

Nommons  le  nombre  de  termes  distincts  qui  figurent  dans  le  développement 
d'un  déterminant  gauche  son  dénainérant.  Soit 

[1.3.5,     ..    .    {in   I)]";, 

le  dénumcrant  d'un  déterminant  gauche  de  l'ordre  3/1.  On  aura  pour  u^^  tt^,  i/,,  i/^. 
11^,  //,...  les  valeurs  successives  1,  a,  8,  5o,  ^iS,  4^1^*  •  •  •>  et  en  général, 

— I  l'entier  le  plus  proche,  en  excès  ou  en  défaut  de  — ^— - — 9  le  pins 

^ra/ifl  commun  diviseur   à  Uj^,  Kj^^,    est    égal  au    nombre   a,    élevé    à  la  puissance 

Ledieu.  —  Application  inexacte  d'un  théorème  de  Mécanique,  faite 


i34  SECONDE  PARTIE. 

par  MM.  Berlin  et  Garbe  pour  expliquer  le  mouvement  des  ai- 
lettes du  radiomètre.  (1298). 

Cruls,  —  Sur  les  positions  de  la  comète  Tempel  II,  1867,  déduites 
des  quatre  premières  observations  faites  à  TObservatoire  impé- 
rial de  Rio  de  Janeiro.  (i3ii). 

Gyergjoszentmiklos  [D.  de).  —  Résolution  des  systèmes  de  con- 
gruences  linéaires.  (i3i  i). 

Si  l'on  considère  n  cpngruences  linéaires  avec  n  Tariables  par  rapport  à  nn 
même  module  m,  il  e^t  aisé  de  trouver  des  formules  qui  donnent  toutes  les  râ- 
leurs possibles  des  inconnues  qui  peuvent  satisfaire  à  ces  congruences;  l'auteur 
s'occupe  de  distinguer  réciproquement  dans  quel  cas  les  valeurs  trouvées  con- 
viennent réellement. 

Saint-Germain  [de),  —  Addition  à  une  Note  précédente  sur  la 
série  de  La  place.  (i3i3). 

Pictet  (/î.).  —  Etude  de  la  constitution  moléculaire  des  liquides 
au  moyen  de  leur  coefficient  de  dilatation,  de  leur  chaleur  spé- 
cifique et  de  leur  poids  atomique.  (i3i5). 

Oltramare  (G.).  —  Explication  du  bolide  de  Genève  du  7  juin 
1879.(1319). 

K«  26^  30  joio. 

Lamanshj.  —  Sur  la  loi  de  Stokes.  Réponse  à  M.  ELdm.  Bec- 
querel. (i35i). 

Becquerel  {£,),  —  Observations  relatives  à  la  Communication  de 
M.  Lamansky.  (iSSa). 


BULLETINS  dr  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  47*  année,  a*"  série.  Bruxelles,  F.  Hayez,  1878. 

Tome  XLV;  janvier  à  juin  1878. 
Terby  {F.),  —  Études  sur  la  plaiiètr  Mars  (XI*  Noticr).  (33-4u  ) 
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Quetelet  {K,),  —  Recherches  sur  les  mouvemcnls  de  Taiguille  ai- 
mantée à  Bruxelles.  (8o-S4)- 

Dounj  {F,),  —  Note  sur  la  liquéfaction  des  gaz.  (85-87). 

Folie  {F,).  —  Deuxième  Note  sur  l'extension  de  la  notion  du  rap- 
port aiiharmonique.  (88-93). 

Expression  des  conditions  pour  que  trois  systèmes  de  trois  points  forment  une 
involtitioii  du  troisième  ordre,  au  moyen  du  rapport  anharmonique  du  troisième 
ordre. 

Le  Paige  (  C),  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Géométrie  supérieure. 
(93-96)- 

Applications  de  la  théorie  des  rapports  anharmoniques  d'ordre  supérieur  à  la 
théorie  des  courbes,  en  particulier  des  cubiques  et  des  quartiques. 

Saltel  [L,],  —  Note  sur  les  nouveaux  développements  que  com- 
porte l'application  de  la  méthode  de  correspondance  analytique. 
(102-106). 

Cette  raélhode,  dit  l'auteur,  s'applique  même  à  des  cas  particuliers  des  problèmes 
f^i'iiératix  traités  par  lui  dans  ses  publications  antérieures. 

fan  der  âfensbruggfie  (G.)  et  Folie  (F.),  —  Rapport  sur  le  Mé- 
moire de  M.  C.  Lagrange  :  w  De  Torigine  et  de  rétablissement 
des  mouvements  astronomiques  ».  (i48-i54). 

Analyse  critique  de  ce  Mémoire,  qui  sera  publié  dans  les  Recueils  in-4*  <Ie  l'Aca- 
demie. 

Folie  [F.],  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  E.  Catalan  :  «  Re- 
marques sur  la  théorie  des  moindres  carrés.  »  (i56-i58). 

Analyse  critique  de  ce  Mémoire,  qui  sera  publié  dans  les  Recueils  in-'i"  de  l'Aca- 
démie. 

Folie  (F.),  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  C.  Le  Paige  ;  «  Sur 
fjuelques  applications  de  la  théorie  des  formes  algébriques  à  la 
(jéomélrie.  »   (i58-i 66). 

Ghjsens  [E.),  —  Sur  quelques  formules  de  Géométrie  et  leur  ap- 
plication aux  courbes  algébriques.  (231-249). 

Catalan  {E,).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (i54-i53). 

Kxtonsion  aux  points  multiples  des  courbes  des  propriétés  établies  pour  les  points 
ordinaires  dans  des  Note.^  antérieures. 


i36  SECONDE  PARTIE. 

Montignj  [C).  —  Recherches  sur  les  changements  de  couleur  qui 
caractérisent  la  scintillation  des  étoiles  de  teinte  rouge  et  orangée 
ou  du  troisième  type.  (391-401  )• 

Conclusion  :  ces  changements  sont  soumis  à  des  lois. 

Sautreaiix  (Félix), —  Démonstration  de  deux  théorèmes  analogues 
en  Géométrie  de  Tespace  à  celui  de  Pascal  en  Géométrie  plane; 
essai  de  réponse  à  une  question  posée  en  1825  a  TAcadémie  de 
Bruxelles.  (4a6-43o). 

Folie  (F.), —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (370-371). 

Plateau  (/.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  Van  der  Mens- 
brugghe  :  «  Etudes  sur  les  variations  d'énergie  potentielle  des 
surfaces  liquides.  »  (574-577). 

Tome  XLVl;  juillet  à  décembre  1878. 

Houzeau  [J,-C*),  —  Rapport  sur  trois  Mémoires  de  Géodésie  de 
M.  le  major  Adan.  (6-1 1). 

Analyse  critique  de  ces  Mémoires,  qui  seront  publiés  dans  le   RecueU  in-8  de 
l'Académie. 

Folie  [F.),  —  Addition  à  notre  Rapport  sur  la  Note  de  M.  Sau- 
treaux.  (14-17). 

Au  fond,  le  théorème  de  M.  Saiitrcaux  n'est  pas  neuf  et  peut  c^tre  démontré  plus 
simplement. 

Montignj [C). —  Derinfluence  des  aurores  boréales  sur  la  scintil- 
lation  des  étoiles,  particulièrement  pendant  les  soirées  du 
5  avril  1870  et  du  i*""  juin  1878.  (17-42). 

L'accroissement  de  scintillation  était  dû,  dans  ces  deux  cas,  à  un   refroidisse- 
ment de  l'air  concomitant  de  l'aurore  boréale. 

Saltel  [L.).  —  Mémoire  sur  la  classidcation  arguesienne  des 
courbes  gauches  algébriques,  ou  extension  à  ces  courbes  du 
principe  arguesien.  (90-123). 

Folie  [F,  ).  — Rapport  sur  ce  Mémoire,  (i  i-i3  ). 

Étude  de  la  transformation  définie  par  los  équations  xx'  r=  j>  '  =  zz'  =r  rt'  entre 
les  coordonnées  tétrnédriques  {x}zc)  {x'y'z'r')  de  «ieiix  courbes  Rauches. 
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Folie  [F.), — Principes  de  la  théorie  des   faisceaux.    (ipS-soS). 

Si  l'on  élimine  «^y  entre  le»  équations  çj(x,  r,  «t  /9,  v)  =  0,  xi'^y*  «,  /Sy)  =  o, 
^(x,  /,  a, /3,  y)  =  o,  fli)(jr,j,  a,  ^,  y)  =  o,  on  obtient  Téquation  d'un  lieu  passant 
par  les  points  communs  aux  courbes  ^,  ;^«  ^,  u.  Ce  principe  généralisé,  appliqué 
à  des  faisceaux  de  droites,  est  très-utile  dans  la  théorie  des  courbes  supérieures. 
On  en  déduit,  par  exemple,  que  le  lieu  des  points  triples  des  rayons  homologues 
de  trois  faisceaux  homographiques  est  une  cubique  quelconque.  Voir  aussi  FOu- 
vrage  intitulé  :  Éléments  de  la  théorie  des  faisceaux^  par  F.  Folie.  Bruxelles, 
F.  Hayez,  1878,  iia  p.  in-8. 

Le  Paige  (C).  — Sur  les  points  multiples  des  involutions  supé- 
rieures. (247-^59). 

Folie  [F.).  — Rapport  sur  ce  Mémoire.  (191 -192). 

Étude  des  points  doubles  d'une  involution  du  troisième  ordre  et  de  troisième  classe. 

Montignj  {€,).  —  Disposition  expérimentale  appliquée  à  l'élude 
des  étoiles  colorées.  (328-333). 

Plateau  («/.).  — Sur  une  loi  de  persistance  des  impressions  dans 
Tœil.  (334-378). 

Folie  {F.),  — Restitution  de  priorité  en  faveur  de  M.  Catalan. 
(379-380). 

Deux  des  théorèmes  donnés  par  M.  Folie  en  1877  (Bull.,  t.  XLIV,  p.  i8a)  ap- 
partiennent à  M.  Catalan  (Nouvelles  jénnales  de  Mathématiques,  i853,  p.  173).  Les 
conséquences  que  M.  Folie  en  a  déduites  pour  les  coniques  et  ses  remarques  sur 
la  possibilité  d'une  extension  aux  courbes  supérieures  lui  appartiennent  en  propre. 
Les  théorèmes  de  M.  Catalan  se  trouTent  aussi  dans  son  Cours  autographié  (1848) 
d'application  de  l* algèbre  à  la  Géométrie ,  }  569-572. 

Montignj.  —  Reclierclies  sur  les  variations  delà  scintillation  des 
étoiles  selon  l'état  de  Tatmosphère.  (098-635). 

«  C'est  la  présence  de  l'eau  en  quantité  plus  ou  moins  grande  dans  l'atmosphère 
qui  exerce  l'influence  la  plus  marquée  sur  la  scintillation  et  qui  en  modifie  le  plus 
les  caractères,  selon  cette  quantité,  soit  quand  l'eau  se  trouve  dissoute  en  vapeur 
dans  l'air,  soit  quand  elle  tombe  au  niveau  du  sol  à  l'état  liquide,  ou  à  l'état  solide 
sous  forme  de  neige.  » 

f^an  der  Mensbrugghe  (  G.  ).  —  Sur  une  nouvelle  application  de 
Téncrgie  potentielle  des  surfaces  liquides.  (635-643). 

Explication  des  phénomènes  que  présentent  les  lames  liquides  étudiées  par  Sa- 
vart  en  i833  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  t.  UV,  p.  55;  Paris,  i833). 

Le  Paige  (C).   —  Sur  certains  covariants  d'un  système  cubo- 
biquadratique.  (765-770). 

liull.  des  Sciences  math.,  a*  Série,  t.  111.  (Août  1879.)  R.  I  I 
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Folie  (/'.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (Sgô-îpS). 

Expression  nn  fonction  entière  et  rationnelle  des  trois  corariants  fondamentaax, 
d'un  covariant  gauche  d'un  système  cubo-biquadratique,  auquel  conduit  Tétade 
des  points  doubles  de  l'involution  de  troisième  ordre  et  de  troisième  classe.  Ex- 
pression de  l'invariant  du  dixième  ordre  d'une  forme  sextique  binaire  dont  la  ré- 
duction à  zéro  exprime  que  les  six  points  représentés  par  la  forme  sont  conjugués 
harmoniques  du  troisième  ordre. 

Folie  [F.  )  et  De  Tillj  (/.  ).  —  Rapports  sur  une  question  de  con- 
cours relative  à  Tinvolution.  (856-86o;  860-861). 

Van  Rysselherghe  (F,). — Description  d'un  régulateur  parabo- 
lique, rigoureusement  isochrone,  et  dont  on  peut  faire  varier  i 
volonté  le  régime.  (883-89^). 

Folie  (F.  ).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (878-879). 

Régulateur  très-simple,  parfait  géométriquement,  mais  assez  compliqué  au  point 
de  vue  mécanique. 

Mansion  (i^.  )• — Théorème  relatif  à  un  déterminant  remarquable. 
(892-899). 

Catalan  {F.),  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (879). 

Voir  Nouvelle  Correspondance  mathématîque^X,  IV,  p.  io3-iii,  ou  Messenger  of 
Mathernatics,  2"  série,  t.  VU,  p.  8i-8a,  d'autres  démonstrations  de  ce  théorème. 

Mansion  (P.).  — Sur  l'élimination.  (899-908). 
Catalan  {F,).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (880-881). 

Principe  fondamental  d'une  théorie  nouvelle  de  l'élimination.  (Voir  Comptes 
rendus f  t.  LXXXVll,  p.  975-978). 

Catalan  {F.).  —  Sur  les  hexagones  de  Pascal  et  de  Brianchon. 
(946-949)- 

Ilouzeau  [J.-C).  —  Sur  certains  phénomènes  énigmatiques  de 
r Astronomie.  (951-966). 

Pourquoi  le  Soleil  et  la  Lune  paraisient-ils  plus  grands  près  de  l'horizon? 
Qu'est-ce  que  le  (pseudo?)  satellite  de  Vénus,  vu  sept  fois  de  i64j  à  1764?  Comment 
Herschel  a-t-il  pu  voir  Saturne  sous  forme  quasi  rectangulaire?  Comment  expliquer 
les  changements  de  forme  et  les  non-reapparitions  de  la  comète  de  Bicla?  Quelle 
est  la  cause  des  brouillards  secs  de  1781^,  1891,  1822?  Qu'est-ce  que  la  lumière  10- 
diacalo  ? 
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JOURNAL  piiR  die  reine  und  angewandtb  Matheuatik,  hbrausgegeben  von 

C.-W.  BORCnARDT   ('). 

Tome  LXXXV;  1878. 

Fuchs  {L.),  —  Sur  les  équations  difTérenti elles  linéaires  du  se- 
cond ordre  qui  possèdent  des  intégrales  algébriques.  Second 
Mémoire.  (i-25). 

«  Dans  roon  Mémoire  (même  Recueil,  t.  81),  j*ai  étudié  la  question  :  «  Dans  quelles 
M  circonstances  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  possède-t-ellc 
•  des  intégrales  algébriques?  »  et  je  l'ai  ramenée  à  celle-ci  :  «Quand  arrive-t-il  que 
M  certaines  équations  difTérentielles  linéaires,  qui  se  dérivent  de  Téquation  proposée 
I*  par  un  procédé  uniforme  et  dont  le  nombte  d'ordre  n'est  pas  supérieur  à  douze, 
»  puissent  être  satisfaites  par  des  racines  de  fonctions  rationnelles?  •  En  introduisant 
u  cet  effet  la  notion  de  forme  première,  j'y  ai  montré  que  le  degré  des  formes  pre- 
mières de  dogré  minimum  ne  surpasse  en  aucun  cas  le  douzième.  Les  desseins  que 
j'avais  alors  en  vue  n'exigeaient  pas  de  réduire  au  plus  petit  nombre  les  genres 
possibles  de  ces  formes  premières.  C'est  pourquoi  je  m'y  suis  borné  à  celles  de  ces 
réductions  qui  s'obliennent  comme  conséquence  immédiate  do  la  notion  de  ces 
formes,  et  je  les  ai  réunies  dans  un  Tableau. 

»  Depuis,  MM.  F.  Klein  et  C.  Jordan  se  sont  occupés  du  même  sujet.  En  particu- 
lier, M.  klein  a  publié  une  suite  de  Mémoires  en  partie  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  la  Société  physico-médicale  d'Erlangen,  en  partie  dans  les  Annales 
mathématiques  de  Leipzig,  où  il  a  étudié  les  propriétés  des  équations  algébriques 
dont  les  racines  satisfont  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  et 
où  il  a  soumis  à  une  réduction  mon  Tableau  que  je  viens  de  mentionner. 

»  Récemment,  M.  Gordan  a  encore  réussi  {y4nnales,  t.  XII)  à  résoudre,  pour  des 
formes  binaires,  le  problème  proposé  dans  l'Introduction  de  mon  Mémoire  cité 
ci-dossus,  et  qui  était  de  déterminer  les  formes  de  degré  //  dont  les  covariants  de 
degré  inférieur  à  n  s'évanouissent  identiquement,  et  il  a  de  plus  montré  qu'elles 
coïncident  avec  mes  formes  premières  du  plus  petit  degré. 

»  Une  Note  du  P.  Pépin  (Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences 
de  Paris,  juin  1876)  me  donna  lieu  de  démontrer  (même  Recueil,  juillet  1876)  que 
les  formes  premières  du  plus  petit  degré  montent  aussi  effectiTement  jusqu'au  dou- 
zième degré. 

B  Dans  ce  nouveau  Mémoire,  je  me  permets  de  montrer  que,  pour  gagner  une  base 
naturelle  pour  tous  les  problèmes  relatifs  aux  équations  différentielles  en  question, 
il  suffit  de  poursuivre  d'une  manière  conséquente  la  théorie  des  formes  premières, 
où  l'on  ne  considère  pas  seulement  les  formes  du  plus  petit  degré,  mais  plutôt  la 
totalité  de  ces  formes.  C'est  ainsi  qu'on  obtient  les  résultats  de  mon  Mémoire  anté- 
rieur de  la  manière  la  plus  simple;  mais  d'ailleurs  on  en  tire  de  prime  abord  les 
façons  définitivement  possibles  des  formes  premières  du  plus  petit  degré,  et  enfin 
on  reconnaît  des  propriétés  nouvelles  des  équations  différentielles  linéaires  qui  sont 


(M   Voir  Bulletin,  III,,  108. 

R.ii. 
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Batisfaites  par  los  racines  d'cqualions  a1{;cbriqucs,  do  même  que  la    forme   de  cet 
(Hjuatiuns.  » 

Schvoeter  (//.).  —  Sur  un  liyperboloïde  partîculicr  à  une  nappe. 
(26-79). 

Il  y  a  cinquante  ans  que  Stciner  (^Journal  de  Crelle,  t.  2)  a  attiré  rattnntion  des 
géomètres  sur  une  surface  particulière  du  second  ordre,  surface  qui  a  deux  de  ses 
génératrices  normales  aux  sections  circulaires,  et,  dans  son  OuTrajje  principal 
i^Systematiscke  Entwickelung  der  Abhàngigheit  geometrischer  Gestalten),  il  revient 
plusieurs  fois  à  cette  surface  engendrée  par  deux  faisceaux  projectifs  de  plans  dont 
les  plans  correspondants  sont  perpendiculaires  les  uns  aux  autres.  Peu  d*années 
après,  le  même  hyperboloïde  particulier  à  une  nappe  se  présenta  dans  un  Mémoire 
de  M.  Chasies  comme  lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  à  deux  droites  6xes 
non  situées  dans  un  plan  aient  un  rapport  constant.  Quoique  l'illustre  auteur  désigne 
lui-même  c«  travail  comme  «  un  exercice  sur  la  méthode  purement  géométrique  • 
{Journal  de  Lionvilicy  t.  I,  i836),  il  ne  fait  que  montrer  que  le  lieu  cherché  contient 
deux  certaines  droites  et  un  cercle,  et  après  cela  il  raisonne  comme  suit  :  «  Or  ce 
lieu  sera  évidemment  une  surface  du  second  degré,  parce  que  la  formule  de  Géo- 
métrie analytique  qui  donne  le  carré  de  la  distance  d'un  point  à  une  droite  con- 
tient les  coordonnées  de  ce  point  au  second  degré;  ce  lieu  sera  donc  un  hyperbo- 
loïde h  une  nappe,  etc.  •  Un  tel  raisonnement  ne  saurait  contenter  ceux  qui  se 
piquent  de  traiter  la  question  d*apri*s  la  méthode  purement  synthétique.  Peut-être 
cette  lacune  a-t-clle  été  remplie  depuis  longtemps;  moi,  je  ne  me  suis  aperçu  que 
d'un  travail  publié  depuis  peu  par  M.  ScliOnnies  [Synthetisch-geometrische  Vnter^ 
suchungen  ûber  Flàchen  zweiten  Grades;  Berlin,  1877),  et  qui  ramène  la  démonstra- 
tion en  question  au  théorème  que  toutes  les  droites  qui  rencontrent  deux  droites 
fixes  non  situées  dans  un  plan  et  qui  sont  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône 
formcut  un  hyperboloïde.  Cependant  on  n'a  pas  besoin  de  recourir  au  cône,  comme 
nous  le  démontrerons;  mais  une  simple  construction  linéaire  conduit  à  l'hyperbo- 
loide  et  en  fait  saillir  les  propriétés  caractéristiques. 

La  relation  qu'il  y  a  entre  l'hyperboloîde  particulier  à  une  nappe  et  les  deux 
droites  fixes  offre  une  double  analogie  avec  la  figure  correspondante  dans  le  plan. 
On  sait  que  dans  le  plan  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  ont 
un   rapport  constant  est  une  circonférence  dont  le  centre  est  situé  sur  la  droite 
entre  les  deux  points  et  pour  laquelle  ces  points  mêmes  forment  un  couple  de  points 
conjugues.  Pareillement,  dans  la  figure  de  l'espace,  la  droite  qui  comprend  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  fixes  données  est  un  axe  principal  de  l'hyperbo- 
loîde,  savoir,  celui    par  lequel  passent  les  deux  sections  circulaires,  et  les  deux 
droites  fixes  sont  un  couple  de  rayons  conjugués  par  rapporta  l'hyperboloîde.  Cette 
propriété  perce  déjà  dans  le  Mémoire  de  M.  Chasies  et  a  été  mise  en  pleine  lumière 
par  M.  Schônilics.  Mais  la  figure  de  l'espace  présente  encore  une  seconde  analogie 
qui  ne  semble  pas  avoir  été  aperçue  jusqu'à  présent.  Dans  le  plan,  le  lieu  d'un  point 
dont  les  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  sont  dans  un  rapport  constant 
est  une  section  conique  pour  laquelle  le  point  fixe  est  un  foyer  et  la  droite  fixe  la 
directrice  correspondante  (polaire  de  ce  foyer).  Or,  dans  un  foyer,  les  couples  de 
rayons  conjugués  qui  passent  par  lui  forment  une  involution  de  rayons  orthogo- 
naux. Pareillement,  dans  la    figure  de  l'espace,  les  deux  droites  fixes  forment  un 
couple  particulier  de  rayons  conjugués  (polaires  réciproques)  par  rapport  à  l'hyper- 
boloîde; car,  pour  chacun  de  ces  rayons,  les  couples  de  plans  conjugues  qui  passent 
par  lui  forment  un  couple  de  plans  orthngon.iux.  <  etlo  pri'priéli*  peut  être  envisagée 
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en  quelque  sorte  comme  application  de  la  propriété  fondamentale  des  foyers  des 
sections  coniques  aux  surfaces  du  second  ordre.  Cependant  il  se  présente  ici  une 
difTércDce  essentielle  entre  la  fi^^ure  dans  le  plan  et  celle  dans  l'espace.  Tandis  que 
toute  section  conique  possède  un  tel  couple  de  pôle  et  polaire  (et  encore  deux  fois), 
où  le  pôle  est  le  centre  d'une  involulion  de  rayons  orthojjonaux  appartenant  à  la 
conique,  la  surface  du  second  ordre  pour  laquelle  deux  rayons  conjugués  doivent 
être  les  axes  d'involulion  à  plans  orthogonaux  est  soumise  à  une  certaine  condi- 
tion, et,  si  la  surface  remplit  cette  condition,  il  existe  une  infinité  de  couples  de 
rayons  conjugues  qui  jouissent  de  la  mémo  propriété.  D'autre  part,  deux  droites 
non  situées  dans  un  plan  étant  données,  une  surface  du  second  ordre  pour  laquelle 
ces  droites  sont  des  rayons  conjugués  et  les  axes  d'involutions  à  plaus  orthogonaux 
par  rapport  à  la  surface  n'est  pas  complètement  déterminée  par  cette  condition, 
qui  ne  comprend  que  huit  conditions  simples,  et  il  y  a  un  faisceau  de  surfaces  du 
second  ordre  qui  remplissent  cette  condition.  Ce  faisceau  de  surfaces  du  second 
ordre,  qui  se  produisent  par  le  changement  de  la  valeur  du  rapport  constant,  pos- 
sède comme  courbe  fondamentale  commune  un  quadrilatère  gauche  imaginaire,  de 
même  que  toutes  les  sections  coniques  ayant  en  commun  un  foyer  et  la  directrice 
correspondante  forment  un  faisceau  de  sections  coniques  à  contact  double  idéal. 
L'étude  synthétique  de  ces  propriétés  fait  l'objet  du  Mémoire  :  I.  Le  paraboloïdo 
hyperbolique  équilatère.  II.  L'hyperboloïde  orthogonal  (nom  proposé  par  M.  Schroeter 
pour  l'hyperboloïde  en  question). 

Gundelfinger  (S,).  —  Sur  la  transformation  d'expressions  dillë- 
renlielles  au  moyen  de  coordonnées  elliptiques.  (80-87). 

Dans  la  vingt-deuxième  Leçon  de  sa  Géométrie  analytique  de  l'espace,  Hcsse  a 
indique  un  principe  qui  enseigne  à  transformer  certaines  expressions  différentielles 
des  coordonnées  orthogonales  en  coordonnées  elliptiques,  transformation  faite  au 
moyen  de  changements  convenables  opérés  sur  les  formules  qui  se  présentent  à 
l'occasion  du  problème  des  axes  principaux  des  surfaces  du  second  ordre.  C'est  par 
ce  procédé  qu'on  achève,  presque  sans  aucun  calcul,  l'intégration  des  équations  dif- 
férentielles pour  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  géodésiques  sur  ces  surfaces. 
La  Note  est  destinée  à  montrer  que  l'intégration  de  ces  équations  différentielles  et 
d'autres  semblables  à  elles  ne  se  refuse  pas  non  plus  à  être  rattachée,  moyennant 
un  principe  analogue,  au  problème  des  axes  principaux  des  sections  planes  d'uno 
surface  du  socond  ordre.  Les  éléments  analytiques  employés  à  cet  effet  se  prêtent 
h  de  nombreuses  interprétations  géométriques  et  font  ressortir  une  connexion 
simple  entre  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  du  second  ordre  et  celle  du 
leurs  courbes  géodésiques;  observons  enfin  que  les  développements  partent  de  la 
forme  générale  de  l'équation. 

jyiilinowshi .  —  Démonstration  d'une  proposîtioji  concernant  les 
surfaces  du  second  ordre.  (88). 

^j-lvesler  [J.-J.)  —  Sur  les  actions  mutuelles  des  formes  inva- 
riantives  dérivées.  (89-115;  fr.). 

«  Je  comprends  les  invariants,  les  covariants,  les  contravariantset  toutes  les  formes 

qui    dérivent  dans  le   même  sens  d'un  système  donné  de  quantics  sous  le  nom 

'      général  de  dérivées  invariantives,  et  je  vais  établir  un  principe  qui  rend  ces  formes 

I      fécondes  et   donne  à  deux   quelconques  d'entre  elles  la  faculté  de  produire,  par 

■ 
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l'action  de  l'une  sur  l'autre,  de  nouvelles  formes  înTariantiTes.  Si  l'on  se  borne 
auiL  invariants  d'un  seul  quantic  ou  d'un  système  de  quantics,  la  manière  de  |»ro- 
céder  pour  cette  génération  est  presque  évidente  d'elle-même.  Car  soient  F(a,  è, 
c,...\  G{a,  by  r, ...)  deux  invariants  du  même  quantic  ou  du  même  s^pstéme  de 

quantics,  et  écrivons  à  la  place  de  a,  b,  c^.  ..^  dans  l'une  de  ces  deux  fonctions,  -j-^ 

-)  -r*"*;  si  l'on  opère  avec  la  fonction  ainsi  modifiée  sur  l'autre,    le   résultat 
ab     de 

restera  invariantif. ...  Je  remarque  que  la  formation  d'un  quantic  quelconque  se 
compose  de  trois  genres  de  quantités  :  des  variables,  des  parties  littérales  des  coef- 
ficients, et  enfin  des  multiplicateurs  numériques  qui  les  affectent  et  qui  forment 
pour  ainsi  dire  l'équipement  arithmétique  de  la  forme. . . .  Dans  la  théorie  que  je 
vais  produire,  le  multiplicateur  d'un  élément  quelconque  sera  la  racine  carrée  du 
nombre  binôme  ou  polynôme  qui  lui  serait  égalé  dans  la  notation  ordinaire  des 
quantics.  Quand  les  multiplicateurs  numériques  sont  mis  sous  cette  forme,  je  dirai 
que  le  quantic  est  un  quantic  préparé.  Remarquons  que,  quel  que  soit  l'équipe- 
ment numérique  d'un  quantic,  une  substitution  quelconque  opérée  sur  les  variable» 
induit  une  substitution  corrélative  opérée  sur  les  éléments....  Cela  posé,  je  suis 
en  état  d'énoncer  le  théorème  fondamental  suivant  :  «  Dans  un  quantic  préparé,  deux 
substitutions  contraires  opérées  sur  les  variables  induisent  deux  substitutions  cob- 
traires  opérées  sur  les  éléments....  »  Si,  pour  donner  plus  de  simplicité  aux  énoncés, 
on  se  borne  au  cas  de  quantics  unipartites,  on  peut  résumer  les  conséquences  qui 
découlent  des  principes  établis  en  affirmant  qu'une  dérivée  invariantive  d'un 
système  quelconque  de  quantics  unipartites  préparés  reste  une  dérivée  invariantive, 
quand  on  substitue  pour  les  variables  ou  pour  les  éléments,  ou  pour  les  uns  et  les 
autres  simultanément,  leurs  inverses  symboliques,  avec  la  distinction  que  sous  la 
première  supposition  le  caractère  est  changé  dans  son  opposé  et  sous  la  dernière  il 
reste  le  même.  » 

Schering  [Karl).  —  Sur  la  théorie  du  moyen  arithmético-géomé- 
trîque  de  quatre  éléments.  (  i  lO-ijo). 

M.  Borchardt  a  créé  pour  la  Science  la  notion  de  la  moyenne  arithmético-géomé- 
triquede  quatre  éléments  indépendants  {Monatsbericht  der  Konigl,  Akad.  d,  H'is^ 
se/isch.  zu  Berlin,  nov.  1876  et  febr.  18-7),  et,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions 
hyperelliptiqucs,  il  a  donné  une  représentation  de  ce  moyen  par  un  déterminant 
bipartite  {zweigiiedrig)  d'intégrales  hyperelliptiqucs.  Indépendamment  de  ces  ré- 
sultats, M. Schering  montre  qu'on  peut  former  d'un  produit  de  moyennes  aritlimético> 
géométriques  gaussiennes  un  moyeu  de  trois  éléments  dont  l'algorithme  coïncide 
avec  celui  établi  par  M.  Borchardt  pour  quatre  éléments,  au  cas  que  deux  en  soient 
égaux.  La  représentation  de  ce  moyen  de  trois  éléments  par  des  intégrales  hyperel- 
liptiqucs a  été  obtenue  à  l'aide  d'une  réduction,  donnée  par  Jacobi,  de  certaines 
intégrales  hyperelliptiqucs  à  des  intégrales  elliptiques,  et  à  l'aide  de  la  théorie  des 
surfaces  de  Ricmann.  La  construction  de  ces  surfaces  suggère  en  même  temps  l'idée 
de  déterminer  les  modules  de  périodicité  de  ces  intégrales  et  de  montrer  l'existence 
des  relations  qui  ont  lieu  entre  eux,  et  qui  ont  été  établies  par  Riemann.  I<a  repré- 
sentation du  moyen  de  trois  éléments,  étudiée  par  M.  Schering,  se  trouve  donc  être 
un  cas  spécial  du  théorème  de  M.  Borchardt  mentionné  ci-dessus.  De  ce  théorème 
et  de  la  réduction  de  Jacobi  on  conclut,  d'ailleurs,  qu'une  moyenne  de  quatre  élé- 
ments peut  être  réduite  à  des  moyennes  de  deux  éléments  lorsqu'il  existe  entre 
elles  une  cerlaiiie  équation  de  condition. 
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Kiepert  {L,),  —  Sur  les  surfaces  mlnima.  Second  Mémoire.  (171- 
i83). 

En  considérant  les  surfaces  nommées  par  M.  Schwarz  Jaisceau  de  surfaces 
eTEnneper  et  faisceau  de  surfaces  de  Scherk^  on  trouve  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  ces  surfaces  peuvent  être  représentées  par  des  fonctions  elliptiques  de 
deux  variables  (  et  t),  de  telle  sorte  qu'on  obtient,  pour  des  valeurs  constantes  de  ^ 
ou  bien  de  17,  les  lignes  de  courbure  sur  le  faisceau  de  surfaces  d'Enneper  et  les 
lignes  asymptotiques  sur  le  faisceau  de  Scberk.  D'autre  part,  des  valeurs  constantes 
de  ^  H- 17  ou  de  l — 17  fournissent  les  lignes  asymptotiques  du  faisceau  de  surfaces 
d'Enneper  et  les  ligues  de  courbure  du  faisceau  de  surfaces  de  Scherk.  Dn  plus,  ces 
surfaces  contiennent  quatre  faisceaux  de  courbes  dont  l'arc  est  une  intégrale  ellip- 
tique de  première  espèce  où  la  limite  supérieure  a  une  simple  signification  géomé- 
trique. Enfin,  il  faut  signaler  la  connexion  remarquable  qui  a  lieu  entre  ces  surfaces 
et  les  surfaces  des  centres  de  courbure. 

Paix  Jablonowski  pour  l'année  1881.  (i84)- 

Frobeniiis  (  G.  ).  —  Sur  des  expressions  diilércntielles  linéaires 
adjointes,  (i 85-21 3). 

Dans  ses  recherches  sur  la  variation  seconde  des  intégrales  simples,  Jacobi  est 
parvenu  à  quelques  théorèmes  concernant  des  expressions  différentielles  linéaires 
qui  ont  été  déduites  et  approfondies  par  beaucoup  d'autres  auteurs,  mais  surtout 
par  Hesso  (même  Recueil,  t.  54,  p.  327).  Les  calculs,  en  partie  très-prolixes, 
qu'exigent  ces  démonstrations  peuvent  être  évités  entièrement  quand  on  définit 
l'expression  différentielle  appelée,  suivant  M.  Fuchs,  l'adjointe  d'une  autre,  non  pas 
par  sa  représentation  formale,  mais  par  sa  propriété  caractéristique,  qui  consiste 
à  faire  d'une  certaine  expression  différentielle  bi linéaire  une  différentielle  complète. 
Cette  voie  mène  aussi  facilement  aux  relations  découvertes  par  Clebsch  entre  les 
constantes  qui  entrent  dans  la  forme  réduite  de  la  variation  seconde,  relations 
établies  par  Hesse  dans  une  (orme  peu  développée.  M.  Frobenius  commence  par  dé- 
velopper les  théorèmes  pour  des  expressions  différentielles  ordinaires;  alors  il  donne 
succinctement  leur  application  à  la  transformation  de  la  variation  seconde;  enfin 
il  généralise  quelques-uns  de  ces  théorèmes  pour  des  expressions  aux  différentielles 
partielles. 

§  1.  Sur  la  composition  d'expressions  différentielles  linéaires.  —  §  2.  Définition 
d'expressions  difTérentielles  linéaires  adjointes.  —  J  3.  La  réciprocité  d'expressions 
différentielles  linéaires  adjointes.  —  §  4.  Expressions  différentielles  qui  sont  égales 
à  leurs  adjointes.  —  §  5.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Jacobi.  — 
§  6.  Proposition  auxiliaire  sur  les  formes  bilinéaires  alternées.  —  §  7.  Transforma- 
tion d'un  déterminant.  —  §  8.  Sur  la  variation  seconde  des  intégrales  simples.  — 
$  9.  Des  expressions  dites  adjointes  aux  différentielles  partielles  linéaires.  — 
$  10.  Le  théorème  de  réciprocité.  —  §11*  Principe  du  dernier  multiplicateur. 

Caylej  [A,],  —  Un  Mémoire  sur  les  fonctions  0  doubles.   (214- 

245). 

Suite  des  recherches  du  même  auteur,  t.  83,  p.  3io-333. 
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Hermite  {Ch,).  —  Sur  le  pendule.  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à 
M.  Gyldén.  (246-249). 

Remarque  sur  la  forme  des  coordonnées  x^jr^  z  de  l'extrémité  d'an  peodnle 
spbérique  :  elles  sont  les  dérivées  de  fonctions  uniformes  du  temps. 

Roethig  (O.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces.  (25o-263). 

L'auteur  représente  à  l'aide  de  deux  variables  indépendantes  certaines  quan- 
tités relatives  à  la  théorie  infinitésimale  des  surfaces  et  surtout  à  la  théorie  de  la 
courbure. 

Mathieu  [Emile),  —  Réflexions  au  sujet  d'un  théorème  d'un  Mé- 
moire de  Gauss  sur  le  potentiel.  (264-268). 

Gauss  a  démontré  qu'on  peut  toujours  distribuer  sur  une  surface  fermée  de  la 
matière  en  une  couche  infiniment  mince,  de  sorte  que  le  potentiel  V  de  cette  couche 
soit,  en  chaque  point  de  la  surface,  une  fonction  donnée  U  dos  coordonnées  x,  j^,  s 
de  ce  point.  Pour  cela,  il  montre  d'abord  que,  si  la  masse  de  l'a  couche  est  donnée 
et  que  la  distribution  soit  homofrène,  c'est-à-dire  la  densité  positive  en  chaque 
point  de  la  surface,  l'intégrale  X1=/(V  —  3U)md>,  dans  laquelle  m  est  la  densité 
en  l'élément  ds  de  la  surface  et  où  l'intégration  est  étendue  à  toute  la  surface,  est 
susceptible  d'un  minimum  qui  a  lieu  lorsque  V  —  U  =  const.  C'est  à  ce  sujet  que  se 
rapportent  les  réflexions  de  M.  Mathieu. 

Adams  (J,-C.).  —  Table  des  valeurs  des  soixante-deux  premiers 
nombres  de  Bernoulli.  (269*272). 

Konigsberger,  —  Sur  la  réduction  d'intégrales  hjperelliptiques  a 
des  intégrales  elliptiques.  (273-294). 

Voici  l'un  des  théorèmes  principaux  :  «  Le  nombre  des  constantes  arbitraires  est 
indépendant  du  degré  de  la  transformation.  Donc,  si  le  degré  du  numérateur  de 
l'intégrale  byperelliptique  réductible  à  des  intégrales  elliptiques  va  en  croissant, 
nous  en  sentons  résulter  une  plus  grande  variété  de  ces  intégrales  réductibles,  de 
telle  sorte  qu'on  peut  tirer  cette  conclusion  :  Si  une  intégrale  hyperelliptique  de 
première  espèce  est  réductible  à  des  intégrales  elliptiques,  il  ne  sera  pas  possible 
de  réduire  toute  intégrale  byperelliptique  appartenant  à  la  même  irration nalité  tout 
à  la  fois  à  une  intégrale  elliptique.  11  n'en  est  pas  ainsi  si  une  intégrale  hyperel- 
liptique de  première  espèce  appartenant  à  un  polynôme  du  degré  ip-^-i  est  réduc> 
tible  à  la  somme  de  p  intégrales  elliptiques  différentes.  Alors  il  y  a  /»  intégrales 
hyperelliptiques  appartenant  à  la  même  irrationnalité  et  réductibles  à  une  quelconque 
de  ces  intégrales  elliptiques.  » 

Gundelfinger  (S,),  —  Sur  la  transformation  en  coordonnées  cur- 
vilignes d'une  certaine  sorte  d'équations  diflérentielles.  (200- 
3o3). 

Hesse  (O.).  —  Des  hexagones  dans  Tespacc.  (Mémoire  posthume 
publié  par  M.  Gundelfinger).  (3o4-3i6). 
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On  trouTe  dans  ce  Mémoire  une  nouvelle  solution  du  problème  traité  plusieurs 
fois  par  Hesse  :  «  Étant  donnés  sept  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second 
ordre,  déterminer  le  huitième  point.  »  Le  manuscrit  a  été  achevé  parTauteur  en  tout 
ce  qui  est  essentiel  au  sujet,  excepté  la  conclusion  ;  il  ne  demande  donc,  pour  être 
imprimé,  que  quelques  touches  légères  de  style. 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (3i7-3a6). 

Netto  {£,).  —  Sur  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  entière 
de  n  éléments.  (327-338). 

Sourander  [Emile).  —  Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  du 
second  ordre.  (339-344)-  E.  L. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN  (»). 

Tome  XII;  1877. 

KraiLse  (M.).  —  Recherches  algébriques  sur  la  théorie  des 
fonctions  algébriques,  (i-aa). 

Le  p.  Joubert  est  le  premier  qui  ait  étudié  avec  détail  Téquation  qui  relie  le  pro* 
duit  du  module  primitif  et  du  module  complémentaire  au  produit  du  module 
transformé  et  du  module  complémentaire.  La  théorie  de  cette  équation,  pour 
un  degré  impair  de  transformation  sans  diviseur  carré,  a  été  faite  par  MM.  Her- 
mite,  Joubert,  Koenigsberger.  M.  Krause  en  donne  le  discriminant  et  détermine 
les  racines  distinctes  de  ce  discriminant  ainsi  que  leur  degré  de  multiplicité. 
Comme  exemples,  il  prend  les  nombres  de  transformation  jusqu'à  3o. 

Gordan  (P.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  transformations  linéaires 
d'une  seule  variable.  (23-46). 

Harnach  (Ax.).  — Sur  la  représentation  de  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  de  première  espèce  et  de  son  système  de  sé- 
cantes par  des  fonctions  doublement  périodiques.  (47-56). 

Brill  [A.  ).  —  Sur  le  discriminant.  (87-89). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  «  Le  signe  du  discriminant  d'une  équation  est 
négatif  quand  le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  est  impair,  positif 
dans  le  cas  contraire.  »  L'auteur  montre  en  outre  que  le  nombre  des  passages  des 

(')  Voir  Bulletin,  l„  aa'i. 
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racines  réelles  à  des  racines  imaginaires,  pour  une  équation  à  coefficients  ta- 
riables,  peut  être  obtenu  quand  le  discriminant  de  cette  équation,  regardé  comme 
une  fonction  du  paramètre  dont  dépendent  les  coefficients,  se  décompose  en  fac- 
teurs rationnels. 

Brill  [A,], — Sur  les  courbes  rationnelles  du  quatrième  ordre  ^ 
(90-128). 

§  1.  Équations  relatives  aux  singularités  d'une  courbe  rationnelle.  — §2.  Équ«^ 
lions  relatives  aux  points  d'inflexion  et  aux  tangentes  doubles,  lorsqu'on  se 
donne  les  coordonnées  des  points  doubles.  —  §  3.  Équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  homogènes.  —  §  4*  Coniques  des  points  d'inflexion.  —  §5.  Équa- 
tion des  points  d'inflexion.  —  §  6.  Équation  relative  aux  points  de  contact  des 
tangentes  doubles.  —  §  7.  Discriminants  de  ces  deux  équations.  •—  J  8.  Cas  des 
points  doubles  imaginaires. —  $  9.  Représentation  graphique  (avec  deux  planches). 

Du  Bois-JReymond  (P.).  —  Note  sur  Tintégration  des  équations 
auxdifierenlielles  totales.  (i23-i3o). 

L'auteur  montre  comment  l'on  peut  obtenir  géométriquement  les  métliodet 
d'EuIer  et  de  M.  Bertrand  pour  l'intégration  de  l'équation  X</x^- Y</r-+-Zdi==  o, 
quand  l'intégrale  est  delà  forme  f  (-x*,  ^,  2)  =  C;  il  compare  ces  deux  méthodes 
avec  une  autre  qui  a  été  donnée  par  Natani  et  par  lui-même  pour  l'intégration 
de  l'équation 

.    Majer  [A,).  —  Sur  le  multiplicateur   d'un  système   de   Jacobi. 

(132-142). 

Jacobi  a  donné  deux  défmitions  difiërentes  du  multiplicateur  d'une  équation  li- 
néaire aux  dérivées  partielles 


^'^  -^^^^^S^^iS 


o. 

La  première  définition  suppose  la  connaissance  de  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion donnée  ;  la  seconde  définit  le  multiplicateur  par  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

h=ut  h—n 


=  o. 


M.  Lie  {Math,  Ann.,  t.  XI)  a  montré  que  la  première  définition  peut  être  cteodne 
à  un  sjrstème  complet^  pendant  que  le  système  correspondant  des  équations  (a)  n'ad- 
met aucune  solution  commune;  mais  quand  le  système  considéré  est  un  système 
jacohieriy  c'est-à-dire  quand 

est  identiquement  nul,    le    système  des  équations  (3)  admet  une  intégrale  com- 
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mune,  et  cette  intégrale  est  le  multiplicateor  commun  du  système  (i),  identique 
avec  celui  de  M.  Lie. 

Cajley  (^.).  —  Note  sur  la  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Démonstration  et  application  du  théorème  de  la  multiplication  complexe. 

Gordan  (/^.).  —  Formes  binaires  de  covariauts  nuls,  (i 47-1 56). 
Klein  {F,),  —  Sur  les  équations  difTérentielles  linéaires.  (157- 

Dans  une  Note  précédente  {Math,  yénnal.,  t.  XI),  Tauteur,  partant  de  U  théorie 
des  groupes  finis  de  transformations  linéaires  d'une  variable,  a  montré  qu'il  n'y  a 
que  cinq  types  d'équations /différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients 
rationnels,  susceptibles  d'être  intégrées  algébriquement.  11  les  a  désignés  par  les 
formes  caractéristiques  que  présentent  les  intégrales,  à  savoir  le  type  de  la  divi- 
sion du  cercle  et  les  types  de  la  double  pyramide,  du  tétraèdre,  de  l'octaèdre,  de 
TicoHaèdrc.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il  étudie  les  relations  entre  ces  cinq  types, 
montre  comment  on  peut  construire  les  formes  générales  de  ces  équations  diffé- 
rentielles, et  comment  on  peut  en  déduire  les  équations  élémentaires  étudiées 
par  M.  Schwarz  {Journal  de  Borchardt,  t.  75).  Il  détermine,  pour  quelques 
exemples  compliqués,  la  fonction  rationnelle  qui  entre  dans  l'intégrale  et,  finale- 
ment, donne  un  Tableau  où  se  trouvent  toutes  les  formes  primitives  (au  sens  du 
Mémoire  de  M.  Fuchs,  Journal  de  Borchardt,  t.  81  ),  qui  existent  réellement. 

Schubert  [H.).  —  Le  principe  de  correspondance  pour  des  groupes 
de  n  points  et  de  n  rayons.  (i8o-aoi). 

Schubert  {H.).  —  Singularités  du  complexe  du  /i'*»**  degré.  (202- 
221). 

On  peut  définir  un  complexe  du  n'^™*  degré  comme  l'ensemble  de  00'  droites 
dont  oo'  passent  par  un  point  et  forment  un  cône  du  /i*^"^  degré;  on  peut  aussi  le 
considérer  comme  un  système  spécial,  àcinq  dimensions,  de  groupes  de  rayons  ayant 
n  rayons  communs  avec  chacun  des  o:*  faisceaux  de  l'espace.  C'est  à  ce  dernier 
point  de  vue  que  se  place  l'auteur.  Les  singularités  d*un  complexe  se  divisent  en 
deux  classes  : 

1°  Singularités  ne  concernant  pas  les  faisceaux  de  rayons  du  compleie  : 

Elles  sont  contenues  dans  le  symbole 

A  =  /!A«c?^'*r'"«  »,    (aXi8-i-:xAx/xmX7  =  5), 

qui  exprime  qu'un  groupe  de  rayons  a  son  plan  passant  par  ec  points  donnés,  son 
sommet  sur  ^  plans  donnés,  et  que,  de  ses  n  rayons,  un  premier  satisfuit  à  une 
condition  fondamentale  ("p'*',  ...,  un  cinquième  enfin  à  une  condition  q^*^, 

3**  Singularités  concernant  les  faisceaux  de  rayons  : 

Désignons  par  c: ,  e,  .  . . .,  g^^  un  groupe  de  rayons  dans  lequel  il  y  a  m  coïnci- 
dences, en  sorte  que,  des  n  rayons  du  groupe,  1,  coïncident  avec  le  premier,  ... 
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et  /^  avec  le  m'*^*  ;  ces  symboles  e  se  relient  avec  ceux  qui  ont  été  inf  roduifs  dans 
la  première  partie,  et  où  l'auteur  remplace  g  par  h  quand  ce  signe  se  rapporte 
à  un  rayon  de  coincidence.  On  peut  réunir  les  singularités  dans  la  formule 

L'auteur  détermine  tous  les  nombres  A,  B  ;  il  détermine  les  plus  simplet  des 
nombres  A  directement  et  les  autres  au  moyen  des  méthodes  développées  dans  ses 
Beitràge  zur  Géométrie  der  Anztihl  {Math.  Annal.,  t.  X).  En  particulier,  il 
trouve 

g^  =  10  n*{n  —  a  )  («"  —  4  "  -+*  2  )• 

Ainsi,  pour  /i  =  4*  o**  ^^^^  ^^^f  dans  un  complexe  du  quatrième  degré,  il  existe 
douze  cent  quatre-vingts  faisceaux  plans.  Pour  la  détermination  des  nombres  B, 
M.  Schubert  utilise  deux  méthodes  :  la  première  repose  sur  les  formules  qu'il  a 
établies  dans  son  Mémoire  intitulé  Correspondenzprincip  fur  Gruppen  {Maih. 
Annal.^  t.  XII);  la  seconde  est  indirecte;  elle  part  de  la  définition  des  complexes 
données  par  Plûcker  et  permet  de  déduire  les  singularités  d'un  ordre  plus  élevé 
de  celles  qui  sont  d'un  ordre  moindre.  Il  faut  ajouter  que  les  valeurs  obtenues  se 
trouvent  souvent  contrôlées  de  diverses  façons,  et,  en  partie,  au  moyen  de  travaux 
algébriques  antérieurs,  parmi  lesquels  il  faut  citer  le  Mémoire  de  M.  Voss  (Matk, 
Annal.,  t.  IX). 

Grassmann  [H,). — La  Mécanique  d*après les  principes  delà  théorie 
de  retendue.  (222-240). 

Danlscher  (^.)-  —  Remarques  sur  la  démonstration  analytique 
de  la  loi  de  réciprocité.  (24 1-253). 

L'auteur  s'occupe  de  la  loi  de  réciprocité  cubique  (  û  )  =  (  n  )  (P^^^''  ^^*  nombres 

premiers  impairs,  primaires),  loi  énoncée  d'abord  par  Jacobi,  puis  établie  par 
Eisenstein  au  moyen  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle,  et  la  déduit  d'une  re- 
présentation analytique  du  symbole  (  tc  )*  symétrique  par  rapport  à  P  et  à  Q,  ainsi 

qu'Eisenstein  avait  fait  pour  la  loi  de  réciprocité  biquadratique. 

Il  se  sert  pour  cela  de  la  fonction  p{it^  ^,,  g^)  introduite  par  M.  Weierstrass  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  supposant  que  les  deux  invariants  g^  et  g^ 
sont  l'un  nul,  l'autre  égal  à  1;  cette  fonction  admet  un  couple  primitif  de  périodes 
aw,  acD^  (p*-+- jO -f- i)  ^-=0  et  se  reproduit  quand  on  multiplie  l'argument'  par  p, 
en  sorte  que  p{pu)  =  pp^u)^  propriété  qui  permet  de  l'utiliser  pour  la  représen- 
tation du  symbole  cubique. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Dantscher  traite  de  la  multiplication  complexe  de 
cette  fonction  spéciale/»,  et  en  particulier  de  l'égalité 

p(nin) ^{pu) 

pu     ~  m»  Y»  (/?//)' 

où  ^  et  Y  sont  des  fonctions  rationnelles  de/^MetoùI'on  suppose  m  impair  et  pri- 
maire; il  parvient,  au  moyen  du  théorème  de  Taddition,  à  un  procédé  nouveau  pour 

déduire  ^  de  Y,  et  est  ainsi  conduit  à  une  représentation  du  symbole  l  ^]  qui  est  en 
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ciïct  symétrique  par  rapport  à  P  et  Q,  et  aussi  aux  théorèmes  complémoutaires  re- 
laiifs  a(^^jethÇ-^y 
Dans  la  deuxième  Partie,  pour  pouvoir  appliquer  à  la  fonction 

X   m    -  »  >'  m'  -  7  W   m)-^^ 

la  démonstration  donnée  parEisenstcin  pour  l'irréductibilité,  on  démontre  d'abord, 

pour  un  nombre  premier  à  deux  termes  m,  la  dÎTisibilité  par  m  des  coefficients  c,, 

La  démonstration  souffre  une  exception  dans  le  cas  d'un  nombre  premier  à  un 
seul  terme  w,  pour  le  coefficient  c^^  lorsque  6A  -+- 1  ^  o(mod.  m);  maison  évite  cette 
difficulté  au  moyen  des  relations  générales  entre  <t  et  Y.  La  théorie  donnée  par 
M.  W'eicrstrass  fournit  deux  systèmes  de  congruences  par  rapport  au  module  m', 
dont  on  déduit  que  le  terme  c,^,  lorsque  6Ah--i  ^^  o(mod.  m),  est  divisible  par  m,  et 

que  les  — ^.—  coefficients  voisins  adroite,  et  les  — - —  coefficients  voisins  à  gauche 

sont  divisibles  par  nr. 

Grassmann  (//.).  — La    place  des  quateinions  d'Haïuiltou  dans 
la  théorie  de  l'étendue  (SjJ-SSô). 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  \e  Journal  de  Crelle  (t.  Ad)  Sur  les  différents 
genres  de  multiplication ^  Grassmann  a  défini  seize  modes  différents  de  multiplica- 
tion ;  pour  les  grandeurs  obtenues  au  moyen  de  trois  unités  indépendantes,  ces  modes 
sont  caractérisés  par  ce  fait  qu'un  certain  nombre  des  quatre  équations  qui 
suivent  sont  ou  non  satisfaites  : 

(i)  e^et.^ei.ei, 

(a)  e^ef.-^e^ei=^o. 

(  î  )  e\-^e\^r\  —  o. 

Les  équations  (a),  (3),  (^f)  définissent  la  multiplication  extérieure  que  l'auteur 
a  surtout  employée  dans  la  science  de  l'étendue  {^Ausdehnungslehre)\  les  équations 
(1),  (3),  (3)  définissent  la  multiplication  intérieure;  les  équations  (a)  et  (3)  dé- 
terminent un  mode  de  multiplication  que  M.  Grassmann  qualifie  Ae  moyenne,  et  de 
la  considération  de  laquelle  il  déduit  les  théorèmes  fondamentaux  du  calcul  des 
quatornions;  il  indique  ensuite  les  problèmes  que  l'on  traite  habituellement  comme 
applications  du  calcul  des  quaternions  et  qui  se  résolvent  aisément  au  moyen  des 
multiplications  extérieure  et  intérieure  et  aussi  de  l'opération  qu'il  désigne  sous 
le  nom  de  quotient.  Enfin,  pour  ce  qui  concerne  les  applications  à  la  Trigonométrie 
sphérique,  la  composition  des  segments  d'après  les  méthodes  de  son  Ouvrage  lui 
]>aratt  préférable  au  calcul  des  quaternions;  il  termine  en  développant  un  certain 
nombre  d'exemples. 

Kopcke  {A.).  —  Sur  la  discussion  du  mouvement  d'un  solide  de 
révolution  dans  un  fluide.  (387-402). 

ÎM.    KirchliofT,    dans    le  Tome  71  du  Journal  de  Borchardt^  a  ramené  l'étude  du 
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moiiTeinent  d'un  corps  solide  de  révolution  dans  un  Oaide  incompressible  an 
calcul  de  deux  intégrales  elliptiques;  au  moyen  des  fonctions  inTeraes,  on  exprime 
les  composantes  de  la  vitesse  de  chaque  point  et  l'on  détermine  la  position  du 
corps.  L'inversion  des  intégrales  est  effectuée  dans  le  Mémoire  de  M.  Kôpeke  «t  les 
formules  sont  données  explicitement  au  moyen  des  fonctions  6.  Pour  cela  on  dé- 
compose la  seconde  intégrale  en  une  somme  de  trois  intégrales  normjJes;  les 
transformations  quadratiques  employées  sont  différentes,  selon  que  l'expression  du 
quatrième  degré  sous  le  radical  a  ses  quatï'e  racines  réelles  ou  bien  en  a  deux  réelles^ 
deux  imaginaires,  le  cas  des  quatre  racines  imaginaires  se  trouvant  exclu  par  la 
nature  du  problème.  Les  trois  angles  qui  déterminent  l'orientation  du  système  so- 
lide par  rapport  à  trois  axes  fixes  s'expriment  au  moyen  des  fonctions  6  ainsi  cal- 
culées. 

D'Owidio  [H.).  — Les  fonctions  méiriques  fondamentales  dans  un 
espace  de  plusieurs  dimensions  et  de  courbure  constante  (4o3- 
4i8;fr.). 

Résumé  d'un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Lincci  (8  avril  1877)  sur  la  théorie 
des  fonctions  métriques  pour  les  espaces  à  n  dimensions  dans  lesquels  une 
forme  quadratique  représente,  d'après  M.  Cayley,  V absolu  des  roulti pointa  et 
des  muitiplans:  une  droite  est  un  {n — a)-plan;  un  r-point  est  un  (n  —  r)- 
plan  ;  l'auteur  appelle  un  tel  espace  espace  de  courbure  constante  sans  d'ailleurs 
justifier  cette  dénomination.  La   distance   entre    deux    points    est  le    logarithme, 

divisé  par  3^^i,  du  rapport  enharmonique  de  ces  deux  points  par  rapport  aux 
deux  points  où  la  droite  coupe  l'absolu;  la  définition  de  l'angle  de  deux  pointa  est 
dualistique. 

Le  moment  (ou  le  comoment)  d'un  r-point  Ret  d'un  r'-point  R'  est  le  produit  des 
sinus  (ou  des  cosinus)  des  p  distances  entre  R  et  R',  c*est-à-dire  entre  les  points  où 
une  perpendiculaire  commune  à  R  et  à  R'  rencontre  l'un  et  l'autre.  L'absolu  de 
l'espace  à  (/t  —  r)r  dimensions  qui  a  pour  éléments  les  r-points  est  l'agrégat  des 
r-points  R,  dans  lesquels  existe  un  point  orthogonal  à  tout  Tr-point  ;  chacun  de  ces 
points  est  tangent  à  l'absolu.  Un  r-poiiit  R  et  un  r'-point  R'  sont  parallèles  lors- 
qu'ils ont  en  commun  un  A-point  K  appartenant  à  l'absolu  des  A-points;  il  y  a  pa- 
rallélisme d'ordre  supérieur  lorsque  K  touche  Tabsulu  suivant  un  multipoint.  La 
dualité  ne  subsiste  plus  lorsque  le  discriminant  de  l'absolu  est  nul. 

Krause  (M.  ).  —  Sur  les  équations  modulaires  des  fonctions  ellip- 
tiques. (419-431  ). 

Pringsheim  (-^.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  hyperelHptîques, 
et  particulièrement  de  celles  du  troisième  ordre  (p  =  4).  (435- 

475). 

Les  fonctions  d-  qui  servent  pour  l'inversion  d'un  système  d'intégrales  hyperel- 
liptiques  du  (p-i  y*^*™*  ordre  (ou  d'espèce  p)  forment  une  classe  spéciale  parmi  les 
fonctions  ^  h  p  variables,  prises  dans  leur  généralité  ;  pour  ces  fonctions  le  nombre 
de  constantes  indépendantes    qui    constituent  les  modules,    nombre   qui    est    en 

général  ^— ' »  se   réduit  à   3/5        i  ;  en  sorte  que  les  modules  d'une  fonction  3* 
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doiTent,  pour  qua  (wll«-«i  suit  iinefimctioii  h;ppral]iptiquc,  talii 
Tolmioni.  Li  forma  de  ces  relalinns  a  cle  donnée  pur  M.  Wel 
iqu'eilet  consituietil  dan>  revanouinHiiienl  d'un  reruin  ni 
ipairea,  à  Brcumnnlt  nuU,  fonclion*  qui,  loniqu'on  ne  as  plac 
Ucnlier  dei  ronclions  tafiierullipliquon,  un  sanl  pa%  nullca. 
En  comiiUnt  le  uombre  de  coTidilioiis  du  relu  nature,  oi 


m  le  nombre 


lôellrnieat  qi 


(f-'i{>- 
■iif- 


.  I' 


nt   indttpeodïiiles,  • 

!»  conditions  nereisa 


parviviil  k  le  dê- 


DDlrer,  do  mfme  que,  on  pirlaut  de  r 
I  «jsiènHi  hjtperolliplique  qui  «ont  donnée*  par  l'évanouiMemml  d'un  eerlain 
nombre  de  funclionii  5  paire*,  on  établit  cei  propriété),  rondameutalrs  pour  un  tel 
jrittme,  qui  conaisteni  dans  l'eililence  do  ralalions  linéaires  homogùnpa  entra  les 
Miréi  de  p-t-'i  fondions  &  k  indicea  simple!  et  Bussi  entre  p-r  l  produits  de  Tonc- 
Uona  d-  delà  forme  9,  («....]  &^(«,...),  où  a  est  uu  indice  *arialile  pris  dans  U 
o,i,3....,ifi,  et  /i  an  indice  Itie  pris  dans  In  même  suite,  maïs  différent  de  n. 
Cos  relations  sont,  d'une  part,  conformes  aux  équations  de  Roionhiin  pour  drs 
fonctions  9-  hjpDrollipliqurs  du  premier  ordrr  et,  d'autre  part,  coïneidi>nl  avec 
laullals  déduits  direrleiDcnl  par  M,  Wcierslrass,  pour  les  fonctions  hyper- 
elliptiques  p,,  ,..,p,^,  des  équations  dilTérentiolles. 

Dans  le  eu  de  p  =  4i  **•  Pringshcim  montre  que  les  condition"  n^cessuitet  pour 
caractériser  un  ijstime  hjperpllipllqua  sont  ausai  suffitantes;  c'cit-n-dire  que,  en 
•apposant  rc*anaui>sement  d'un  certain  nombre  de  fonctions  9  paires,  tous  les 
quotient* de  fonctions  9  s'expriment  Sfmétriquomenl  su  mojri^n  de  quatre  variable» 
,.,jr,,  et  que.  d'un  autre  cAIe,  les  areuments  >>,.  ...,'',  de  chaque  fonction  9 sont 
kx,,....  F,  par  un  système  byperelliptiquo  d'equalions  dltTerentielles. Luchpmin 
I  est  Analogue  a  celui  que  Rosenhain  a  tracé  pour  loi  fonctions  bjrperel  11  p tiques 


neuf   fonclioi 


kib6.  , 


«•. 


...S); 


indice 


I  quatre  cbilTres. 
stiques.  Parmllos 
it  hyperelliptique. 


i>  réunies  dan*  nn  Tsbieau,  avec  leu 
e  fonctions  paire*,  dix  doivent,  pour  que  le 
■*anntiter  quand  on  suppoie  les  arRumetil*  nuls;  mais  un  tel  *ysti 
(Hiiuédant  encore  sept  coo*taiile*  arbitraire*,  il  faut  que  de*  dix  équation*  dont 
venons  de  parler,  qui  équivalent  à  autant  de  relations  entre  tes  dii  module*. 
Il  n'y  en  ait  que  trois  d'indépendantes:  c'est  ce  que  M.  Fjoetber  a  établi  tout  re- 
façon  explicite  {.Val/i.  Jnn..  I.  XIV). 
Apréa  avoir  développé  le  nombre  auflisant  de  relation*  entre  les  fonctions  9  il 
argumeals  nuls,  on  peut  exprimer  tous  les  quotients  de  fonctions  9  à  areument* 
nuls  au  moyen  de  sept  constante*  indépendantes  ;  mai*  le*  formule*  deviennent 
plu*  symétrique*  en  introduisant  neuf  quantités  a„  a,,  ....a,.  Puis,  au  moyen 
et  relation*  linéaire*  hamo||énes,  dont  il  a  éle  parle  plus  haut,  entre  los  carres 
e  fonction*  9  à  argument*  quelconques,  on  *oit  que  des  neuf  quotient*  de 
fonctions  9  dont  iei  nnmcraleura  son l  des  fonclioni  k  indices  simplei  et  dont 
»t  toujoura  ia  fonction  9  fondamentale,  cinq  peuvent  être  ei- 
]irimèes  au  moyen  de*  quatre  autres;  en  d'autrei  termes.  Ica  oeuf  quotients  s'ex- 
1  moyen  de  quatre  variable*  Indépendantes  .r, r,.   Toutes  les  rela- 
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tions  en  question  sont  ainsi  satisfaites  en  remplaç4int  les  neuf  quotients  de  fonc- 
tions 3-,  à  arguments  t*,,  ...,«'4,  par  certaines  fonctions  symétriques  par  rapport 
à  JT,,  . . .,  jr^  et  par  rapport  à  a,,  . . .,«,.  Il  en  est  de  même  des  autres  quotients 
de  fonctions  de  d,  et  en  particulier  de  ceux  où  les  fonctions  en  numérateurs  ont 
des  indices  doubles,  quotients  qui,  dans  les  recherches  ultérieures,  se  présentent 
comme  dérivées  de  ceux  dont  on  vient  de  parler;  ils  s'expriment  tous  symétri- 
quement au  moyen  de  x,,  . . .,  jr^. 

Pour  prouver  maintenant  l'existence  d'un  système  hyperelliptique   d'équations 
différentielles  entre  t'i»  • . .,  «^4,  et  x,.. . .,  'i*  de  la  forme 

(i)  ^♦'«=  VF.,»[xiv/R(^]^*,  («  =  1,3,3,4), 

b=zt 

où  F^j  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque,  et  R(ar)  un  polynôme 
du  neuvième  degré  dont  les  racines  sont  a«,  ....a^,  l'auteur  introduit  quatre 
variables  auxiliaires  «,,  ...,  '^«  ou  moyen  de  quatre  équations  diATérenticIles  hy- 
))erelliptiques  d'une  forme  entièrement  déterminée  et  montre  que  dans  la  rela- 
tion identique 

les  coefficients —  sont  des  constantes;  il  suffit  pour  cela  de  montrer  que  la  même 
chose  a  lieu  dans  le  système  réciproque 

d«« 


b=\ 

La  preuve  se  déduit  des  relations  qui  existent  entre  v^  et  x^,  et  de  celles  qui 
lient  par  définition  les  u^  et  les  o*^,  en  diflTérentiant  certaines  formules  d^addition 
des  fonctions  3*  que  l'on  établit  à  cette  occasion.  On  arrive  ainsi  à  l'équation 
[équivalente  à  l'équation  (3)], 

(  1  )  du^  =  A^^i»,  -h  Y»^dv^  -H  r^</.-,  -+-  A„//»'4, 

ou  A^,  ...,  A^  sont  des  constantes.  Ces  coefficients  sont  d'abord  exprimés  an 
moyen  de  fonctions  d-  paires  à  arguments  nuls  et  de  leurs  premières  dérivées;  on 
peut  les  exprimer  aussi  au  moyen  des  périodes  en  remplaçant  dans  les  équa- 
tions (4)  les  Ut  par  les  expressions  qui  les  déiinissent  au  moyen  de  x^,  ...,  X4, 
puis  en  intégrant  entre  des  limites  convenables  par  rapport  aux  x  et  aux  v. 

La  comparaison  des  valeurs  des  coefficients  conduit  à  des  relations  qui  permettent 
d'exprimer  les  modules  réels  do  périodicité  K^^  au  moyen  des  fonctions  d'à  ar- 
guments nuls  et  de  leurs  premières  dérivées  ;  ces  formules  sont  les    analogues  de 

la  formule  bien    connue  de  la  théorie   des  fonctions  elliptiques   !iK  =  \/ L. 

Quant  aux  coefficients  des  systèmes  (i)  et  (q),  qui  sont  l'objet  principal  des 
recherches,  on  les  obtient  sous  la  forme  suivante  :  en  supposant  les  équations  (t!'^ 
écrites  comme  il  suit, 

(  5  )  ds„  rr^  rA.„  f///,    -4      .  .  .    -f-  (0«  dn„. 
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les  coefficients  «le*  •  •  •  «  Od  sont  des  fractions  dont  le  dénominateur  est 

3  lk||    •  •  •    2  Iv^i 


(6)  D  = 


2  '^^^     •  •  •     2  1*44 


On  peut  les  exprimer  aussi  au  moyen  des  fonctions  d-,  et  l'on  est  ainsi  conduit 
k  des  formules  analo(;ues  aux  formules  de  la   théorie  des  fonctions  elliptiques 

d-,  =  1/ — 9  et  au  moyen  desquelles  chaque  fonction  d-  à  arguments  nuls,  diffé- 

rente   de  zéro,   se  présente  comme   un  multiple  de^D..., 

Finalement,  en  intégrant  les  équations  (4)  pour  des  systèmes  de yaleurs  couTe- 
nables  de  ^'^,  ...»*'4v  et  do  x^,.,,yX^y  on  parvient  à  exprimer  les  modules  des 
fonctions  d-  au  moyen  des  modules  de  périodicité,  et  par  suite  en  fonction  uni- 
forme de  a,,  . . .,  0,.  En  résumé,  les  formules  fondamentales  du  problème  de  Tin- 
version,  pour  le  cas  de  p  =  4»  se  trouvent  obtenues. 

Krey  {H.).  —  Note  sur  un  problème  d'élimination.  (476-480). 

Détermination  du  nombre  de  couples  de  deux  points  situés  sur  une  même  courbe 
d'espèce  p,  avec  points  doubles ,  qui  satisfont  à  deux  correspondances. 

Schroder  {E,).  — Note  sur  le  cercle  d'opérations  du  calcul  lo- 
gique. (481-484). 

Cette  Note  se  rapporte  à  un  travail  de  l'auteur.  Die  Operationsbasis  des  Logik» 
ra/ci//5  (  Leipzig,  Teubner,  1877),  travail  qui  se  relie  à  ceux  de  G.  Boole  et  de 
R.  Grassmann. 

f^oss  (^.). —  Sur  les  courbes  asymptotiques  [Haupttangenten- 
curven)  des  surfaces  gauches.  (485-5o2). 

L'équation  dilTérentielIe  des  courbes  asymptotiques  d'une    surface   réglée  dans 
laquelle  les  coordonnées  de  la  génératrice  sont  fonctions  d'un  paramètre  est  ob- 
tenue par  la  considération  du  faisceau  de  complexes  linéaires  déterminé   par  une 
génératrice   et  trois  génératrices  consécutives.  Chaque  complexe  du  faisceau  dé- 
termine  deux  tangentes  consécutives  d'une  courbe,  en  vertu  de  ce  théorème  gé- 
néral, que,  pour  toute  surface   réglée  dont  les  génératrices   appartiennent  à  un 
complexe  linéaire,  on  peut  déterminer,   par  des  opérations  algébriques,  une  ligne 
asymptotiquc  dont  les  rapports  géométriques  avec  le  faisceau  sont  bien  connus. 
Pour  obtenir  explicitement  l'équation  différentielle,  on  a  à  résoudre  un  système 
de  quatre  équations  linéaires  et  d'une  équation  quadratique  ;   on   y  parvient  en 
introduisant  les  coordonnées  du  complexe  déterminé  par  une  génératrice  et  les 
quatre  gcnératriecs  consécutives;  on  l'obtient  ainsi  sous  une  forme  dans  laquelle 
tous  les  coefficients  sont  des  invariants  de  la  surface,  dont  la  signification  est  in- 
dépendante   du  choix  du   paramètre.  On  peut  l'intégrer  quand  la  surface  appar- 
tient à  un  complexe  linéaire.   L'auteur    cherche   ensuite,   en   supposant  que    les 
coordonnées    des   génératrices    soient  des   fonctions    rationnelles  du  paramètre, 
sous  quelles  conditions  les  lignes  asymptotiques  sont  algébriques.  11  y  parvient  en 
a'aidant  des   critériums   donnés  par  M.  Koenigsberger  et  par  M.  Liouville  pour  la 
réduction  des  intégrales  hyperelliptiques  ii  des  fonctions  algébrico-logarithmiques, 
et  il  indique  la  signification  géométrique  des  conditions  auxquelles  il  eit  ainsi 
BulL  des  Sciences  math,,  2*  Série,  t.  III.  (Aot^t  1879.)  R.  12 
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conduit.  Enfin  il  traite  en  particulier  le  cas  où  le  complexe  linéaire  est  on  cora- 
pi  exe  spécial. 

Klein  {F')'  —  Nouvelles  recherches  sur  ricosaèdre.    (5o3-54o). 

Crone  [C). — Sur  la  distribution  des  tangentes  doubles  sur  les 
divers  systèmes  de  coniques  ayant  un  contact  quadruple  avec 
une  courbe  du  quatrième  ordre.  (Sdi-SjS  ;  fr.  ). 

L'auteur  a  donné  un  développement  de  la  même  matière  arec  des  démonstrations 
plus  détaillées  dans  le  journal  danois  Tidsskrift  for  àlaihemaiUc,  Cah.  V,  1875. 

Prix  proposé  par  la  Société  Jablonowski  pour  Tannée  1879. 

Ax.  H. 


ARCHIV  Mathematiky  a  Fysiky,  kteryz  vydâvà  Jednota  Ceskych  mathematikû 
v  Praze  ('). 

Tome  II;  1877-1879. 

Blazek  (G.)  —  Essai  d'une  théorie  des  courants  de  la  mer.  (i-a5; 
ail.). 

L'auteur,  après  avoir  mentionné  les  recherches  de  Maury,  de  Mûhry  et  de  Schilling, 
passe  au  développement  et  à  la  démonstration  de  sa  propre  théorie,  dont  U  rétame 
comme  il  suit  les  principales  propositions. 

La  cause  des  grands  courants  constants  de  la  mer  est  l'inégale  température  de 
Teau  depuis  Téquateur  jusqu'aux  pdies.  Cette  cause  permet  à  l'action  combinée  de 
la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  de  chasser  l'eau  froide  vers  l'équateur,  et 
l'eau  chaude  vers  le  pôle. 

En  vertu  de  la  rotation  de  la  Terre  et  de  l'inertie  de  l'eau,  il  natt  de  part  et 
d'autre  de  l'équateur,  en  sens  contraire  de  la  rotafion  de  la  Terre,  des  courants 
fermes  dont  les  centres  sont  situés  entre  le  3o*  et  le  35*  degré  de  latitude.  Sous  en 
mêmes  parallèles  régnent,  au  fond  de  la  mer,  des  courants  froids  de  sens  opposé, 
qui,  sous  l'équateur,  montent  à  la  surface  de  la  mer,  et  forment  le  contre-courant 
équatorial. 

Il  se  produit,  en  général,  dans  chaque  courant  dirigé  vers  l'équateur,  une  rota- 
tion dans  le  sens  de  celle  de  la  Terre,  et  au  contraire,  dans  chaque  courant  dirigé 
vers  le  pôle,  une  rotation  dans  le  sens  opposé. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  comparaison  de  ces  résultats  théoriques  avec  les 
données  de  l'observation. 

JVejr  [Ed.).  —  Sur  la  marche  des  fonctions  elliptiques.  (a6-6o). 


(•)  Voir  Bulletin,  VIII,  m. 
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Ëiude  (les  râleurs  de  l'intégrale 


I'j5 


£ 


dz 


V(i -«•)(■ -*•*•")' 


prise  suivant  des  chemins  rectllignes,  puis  suivant  des  chemins  quelconques.  De  là 
on  déduit,  en  posant 

2r=sinamu,    >j\  —  2'  =  cosami/,    ^i  —  A'«*=  Aamu, 
la  monodromie  de  ces  fonctions,  leur  périodicité,  les  racines  des  équations 


•» 


sinamu  =  sinamu,,    cosamu  =cosamu0,     Aamu=:Aamu, 

et  enfin  on  décide  de  laquelle  des  quatre  formes 

±  «/»'  it  If" 
sont  sinamti,  cosamr/,  Aam;/  pour  une  valeur  donnée  de  u. 

Syhora  [A.).  —  Sur  rintégrale  Sx*+*.  (6i-65). 

Désignons,  pour  abréger,  par  jK")  le  produit 

x(x  — i)(j:  —  a)  ...(x—  n-t-i), 

et  rappelons  la  formule 

2x00= h  const., 

n-i-i 

la  différence  Ax  étant  supposée  égale  à  l'unité.  Pour  intégrer  x*-*'^  où  A  désigne  un 
entier  positif,  posons 

(i)  «*+•  =  R,-4-  R,*<*)-4-  R.xOh-..  .-4-  Rx<»+*), 

et  nous  aurons,  R,  étant  évidemment  nul, 


2  jc*4 1  —  const. -+- -  R,  x(«) -f- i  R, x<») -♦- . . . 

2    ■  3 


R^+.x 


(»•»•>) 


Les  quantités  R„Rt,R,,  ...  se  présentent  comme  restes,  lorsqu'on  divise  x*'*'* 
par  X,  puis  le  quotient  par  x  —  i,  le  nouveau  quotient  par  x  —  2,  et  ainsi  de  suite. 
Dans  le  Tableau  suivant,  on  a  calculé,  par  la  méthode  de  Borner,  les  coefficients  des 
divers  coefficients  en  question  : 

x*+' 


0 

o 

o 

I 

7 

o 

I 

0 

o 
I 

R.  =  o 

I 

1      1 
1     3 

J 

1 

Si 
Soi 

• 

• 
• 

R.=  i 

a 

i5 

90 
35o 

• 
• 

R,= 

3 

6 

25 

C5 

i4o 

•  •  • 

R,= 

4 

10 

R.= 

5 

• 

• 

I  '» 

•  • 

R._ 
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Od  Toit  de  fuite  que  let  nombres  qui  figurent  danf  une  diagonale  de  ee  Tableaa 
(par  exemple  dans  celle  qui  commence  à  la  ligne  contenant  les  coefficients  dnqoo- 
tient  qui  correspond  au  diviseur  x  —  4)  donnent  les  quantités  R  correspondantes  à 
une  certaine  valeur  de  A  (  A  h-  i  =  4  )»  c'est-à-dire  qu'on  a,  par  exemple, 

x^  =  o  -+-  xC J  -h  7  xt«)  -H  6x^«)  -H  x^*) . 

Si  l'on  considère  deux,  diagonales  consécutives,  on  aperçoit  immédiatement  que,  ea 
posant 

X*  =  xC)  H-  A,x(«)  -4-  A.xC)  h- . .  .h-  A^xW, 
on  a 

x*-»-«=x<')4-(qA,-4-i)xC«)-»-(3A,H-A,)xC)h-...-4.C*A4-4-Aj_,)^(*)-+-A4X<*-^»), 

ce  qui  permet  de  former  les  quantités  B„  R,,  . . .,  en  partant  de  l'égalité  x  =  xO). 
Afin  d'obtenir  pour  les  R  des  expressions  indépendantes,  remarquons  d'abord  qn'oa 
a  R,  =  o,  R,  =  I .  Le  coefficient  R,  est  évidemment  le  A'^"**  terme  de  la  suite  i  »  3,  7, 
i5,  ...,  qui  forme  la  troisième  ligne  de  noire  Tableau;  deux  termes  consécutifs a^, 
u^^,  satisfaisant  à  l'équation 

on  trouve 

et,  puisque  U(=- 1,  la  constante  d'intégration  C  sera  =  i  ;  donc 
(q)  R,  =  «4=2* — I. 

Le  coefQcicnt  R,  est  le  (A  —  i)'^*"*  terme  de  la  suite 

I,  6,  a5,  90,  3oi,  . . ., 
qui  forme  la  quatrième  ligne  de  notre  Tableau.  Pour  cette  suite,  on  a 


c'est-à-dire 

de  là,  en  intégrant. 


t' 


H-l 


Zv^-\-  3''-^'  —  I  ; 


«V  =  -  — a'"^'-f-C.3'-', 


et,  comme  %\  =  i,  on  trouve  C  =  -;  donc  enfin 


(3:  R.:r.r,_^=.-l(l-Q.'»»-U3*\ 


On  trouverait  de  la  même  manière 
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et  enfin,  par  une  induction  complète, 

(«  «»=cdn).  ['"-(''7')(»-)'-("70^''-'>*-("7')(-7^)*-^"} 

11  est  aisé  de  donner  les  quatre  derniers  coefficients  du  développenient  (1)  sous 
une  forme  plus  simple.  En  effet,  R|^,  étant  dans  la  première  colonne  de  notre 
Tableau,  on  a  R^^.,  =  1  ;  en  calculant  le  terme  général  de  Ut  suite  contenue  dans  la 
seconde  colonne,  on  trouTe 

enfin  la  troisième  et  la  quatrième  colonne  donnent 

R»_i  = : » 


Rk-.  — 


u4 


Les  valeurs  de  Rj^-sf  Rjt-it  •  •  •  deTiendraient  déjà  trop  compliquées. 


Syhora  {A. Y  —  Sur  les  valeurs  des  expressions  liml  iH — ) 
lîm  —•  (65-69). 


a" 


1.  En  supposant  le  nombre  w  entier  et  positif,  on  trouve  sans  difficulté,  par  le 
développement  du  binôme, 

0  (.  +-:)"<û. 

en  posant  / 


3;  01  ! 


Mais  on  a 

\  ÛJ/    \  61/    \  û»/  \  ftl  «/    \  «/  6»  Al  W  0» 

et  généralement 

(ï\  /        2\        /        w  — 1\             I       a                 «  —  I             »(«  —  i) 
I —  )(i —  )•••(  » )>i • =  i :: — ' 
6a/\0>/\                 A>/                   AIO»                              A)  3AI 


Donc 


>-^T-^7r(— Î)-^5t(— i)■*-• 
^  i,  r,  _  îiiini}]  ^. . . .  ^.  i,  r ,  _  ïiiiz:!)] 
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ou  bien 

(I \«^  I        I  1 

H--j   >H---hrT-+-'" 


c'dst^à-dire 
Puisque 


— 7 "T-  •••  -t- — i 
I        a!  0»! 

I    Fi        I         I  I  I         "1 

\        w/  aw  L  (w  — i)!       a»!j 


1.       ^  III 

M=«  II        ^i        31 


Mtuno  quantité  finie,  on  déduit  des  inégalités  (i)  et  (a) 

(I X**  I        I 

1-+--)   =  lim  û  =  n- -;-+-— j -H  •••à  l'infini. 
«/        «.=•  Il      al 

Les  cas  de  m  fractionnaire  ou  négatif  se  ramènent  de  la  manière  connue  à  oelui 
que  nous  Tenons  de  considérer. 
II.  Si  Ton  suppose  a  >  i  et  lim  a»  =  ao  ,  on  a 

hm  —  =  0. 
ar 

En  efiety  comme  il  suffit  de  considérer  les  valeurs  entières» de  &i,  on  a 

3    A  (a 


ta 


1   a  a   3        ea  —  i 


ay       a  a  a  a  a 


Les  facteurs  de  ce  produit  ont  pour  limite  -  ;  ils  seront  donc,  à  partir  d'un  certain 

fi 


n 


facteur 9  constamment  moindres  qu'une  fraction  7»  à  étant  compris  entre  a  et 

l'unité.  Donc 


0>  //      I      I  I  /Il 

<'  —  ~-...«—     ou     <r 9 


a 


ta 


d'où  l'on  tire,  pour  &>  =  oo ,  le  résultat  annoncé. 
On  ferait  Toir  de  la  même  manière  que 


&>'•  a» 


lim — =  o,     lim— -=00» 
pour  toute  valeur  finie  de  /. 

Strouhal  (  /^.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  de  riiélicoïde  gauclie. 
(69-84;  ail.). 

En  partant  de  l'équation  de  la  surface 

:;  =  Aarctang  — 9 
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l*auteur  détermine  la  courbure  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  U  surface,  puis 
celle  d'une  section  normale;  de  là  il  déduit  les  sections  principales  et  leura  rayons 
de  courbure,  qui  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  posant 

où  r  design 0  le  rayon  de  courbure  d'une  section  principale,  on  donne  aux  équa- 
tions différentielles  des  lignes  de  courbure  la  forme 

va  -7-  =  — — —  -+•  -7:» 

rdz        k 

L'intégralioii  de  ces  équations  donne 

X  rzzsjt  —  A'  cos [c  di  log  (  ^ -♦-  ^r  —  A*  )] . 
r  =:r  ^F^IT»  sin  [c  =fc  log  (  v^ -+- y^m»  )], 

z  =.  A  [c  db  log  (  v^7 -4- v/rnr«  j] 

pour  les  équations  des  lignes  de  courbure. 

Après  avoir  introduit,  au  lieu  de  r,  une  nouvelle  variable  p  définie  par  l'équa- 
tion   

log(v7-+-Vr  — A«)=ç», 
ce  qui  donne 

a:  =  ^ocos(c=t5?),    ^  =  ^sin(<:d:  p),     r  =  A(c:±:y), 

p  désignant  la  quantité -(«?  — A*  e~t),  l'auteur  étudie  la  forme  des  deux  systèmes 
de  lignes  représentés  par  ces  équations. 

Gunther  {S.).  —  Le  iliéorème  de  décomposition  d'EuIer  et  le  pen- 
dule de  Foucault.  (84-95;  ail.). 

L'auteur  fait  voir  que  le  théorème  de  décomposition  d'Euler  pour  les  rotations 
infiniment  petites  doit  servir  de  base  à  la  démonstration  mathématique  de  la  loi 
physique  découverte  par  Foucault,  et  la  faute  commise  en  ne  tenant  pas  compte  de 
ce  théorème  est  la  source  commune  tant  des  erreurs  que  Ton  rencontre  dans  les 
démonstrations  données  pour  le  théorème  de  Foucault  que  de  celles  que  présente  la 
formule  inexacte  proposée  par  Hullmann  pour  la  vitesse  angulaire  relative  du  plan 
d'oscillation. 

IVeyr  [Ed.),  —  Addition  h  l'article  sur  les  lignes  de  courbure  de 
riiélicoïde  gauche.  (pS-ioi). 

Cette  addition  se  rapporte  à  l'article  de  M.  Strouhal  analysé  plus  haut.  Il  s'agit 
dos  lignes  asymptotiques  et  de  l'équation   différentielle  des  lignes  de  eonrbure  de 
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la  surface  conoîde 


-m 


X,  jf  z  étant  des  coordonnées  rectangulaires. 
L'auteur  traite  d'abord  le  cas  du  paraboloïde  hyperbolique 


X 

» 


en  se  bornant  à  la  considération  des  points  situés  sur  l'axe  des  x\  puis  il  ramène  le 
problème  à  ce  cas  spécial  à  l'aide  du  paraboloïde  osculateur.  Il  obtient  ainsi  le 
résultat  suivant  : 

Les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  2  =  /(  —  j  sont  données  par  l*  équation 

*^  cosw 

C  ét€uit  une  constante  arbitraire^  p  et  tu  les  coordonnées  polaires  eUtns  le  plan  des  xr. 
L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est 


en  posant 


bdp* —  2  p dpdùt  "~  ^  (  Fi  ■*"/*' )  *'**'  =  ^» 


I  f  -  2/'  -        m^-Htingûi 

•7  =  -^»     m''  =  — -^  — Ungw,      *=-in ^^—f 

A      cos*w  /'  //l'étang  ûi  —  1 


/'  et  /"  représentant,  pour  abréger,  /'(")»/*(  —  )•  O"  intègre  cette  équation 
dans  le  cas  de  l'hélicolde  gauche. 

Zahradnik  {K,).  —  Sur  une  certaine  correspondance  géométrique, 
relative  aux  courbes  du  troisième  degré  et  de  la  troisième  classe. 
(101-104). 

Par  un  point  quelconque  P,  situé  dans  le  plan  d'une  telle  courbe,  il  passe  troi<i 
tangentes;  on  détermine  le  centre  de  gravité  S  du  triangle  formé  par  les  points  de 
r>untact  de  ces  tangentes.  On  fait  correspondre  le  point  S  au  point  P,  en  se  bornant 
au  cas  de  la  cissoïde.  L'auteur  tire  de  ses  formules  cette  conclusion  :  «  Si  le  point  S 
décrit  une  courbe  de  degré  n,  le  pôle  P  engendrera  une  courbe  de  degré  a/i,  ayant 
pour  points  /î"p*"  les  points  circulaires  à  l'inlini.  » 

Jcrâbek  (/^.).  — Sur  le  lieu  géométrique  des  centres  de  projec- 
tion desquels  une  conique  donnée  se  projette  suivant  des  cercles 
sur  un  plan  donné.  (io4-io8). 

Soient  C  la  conique  donnée,  R  son  plan  ;  appelons  N  le  plan  sur  lequel  on  projetteC. 
Le  lieu  des  points  s  desquels  C  se  projette  sur  N  suivant  des  cercles  est  une 
conique  S,  de  même  centre  que  C,  et  située  dans  lo  plan  qui  passe  par  ce  centre  et  per 


f 


^ 
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la  pcrpoiidtculaire  èlcvûc  dans  le  plan  N  au  milieu  de  ]n  droite  m/t,  m  et  n  dési- 
{rnant  les  points  de  rencontre  de  Cavec  le  planN.  La  tangente  du  lieu  S  au  points 
passe  par  le  centre  du  cercle  projection  C  sur  N  prise  du  centre  s.  Les  projections 
orthogonales  des  coniques  C  et  S  sur  le  plan  donné  N  sont  des  coniques  confocales. 

Zahradnih  {K,),  — •  Lignes  engendrées  par  les  éléments  corres- 
pondants de  deux  courbes  unicursales  situées  dans  un  même 
plan,  (i 09-1 12). 

On  considère,  sur  deux  courbes  unicursales  de  degrés  m  et  n,  des  points  qui  se 
correspondent  un  à  un  ;  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  enTeloppe 
une  courbe  de  (  m  +  n  J*^^  classe.  En  supposant  les  deux  courbes  données  identiques, 
l'enveloppe  n'est  plus  que  de  la  3(/i  ~  ly^*»»  clas»e;  de  là  on  conclut  qu'une  courbe 
unicursale  de  degré  n  est  généralement  de  3(/i  —  i)****^  classe. 

Dvorak  [C.),  —  Sur  la  répulsion  produite  par  le  son.  (1 1 3-123). 

L'auteur  décrit  une  série  d'expériences  intéressantes  concernant  la  répulsion 
acoustique.  Si  l'on  approche  un  diapason  vibrant  d'un  résonnateur  fixé  k  un  levier 
tournant  autour  d'un  axe  vertical,  le  résonnatcur  éprouve  une  répulsion.  Cela  s'ex- 
plique par  ce  fait  qu'il  y  a  aux  nceuds  d'une  masse  d'air  vibrante  une  pression 
moyenne  plus  grande  qu'en  d'autres  points;  c'est  un  fait  qu'il  est  aisé  de  constater, 
soit  par  la  voie  expérimentale,  soit  par  un  calcul  simple.  L'expérience  devient  très- 
éléganie  si  l'on  forme,  à  l'aide  de  quatre  résonnateurs,  une  sorte  de  roue  à  réaction 
acoustique.  L'auteur  se  propose  de  construire,  en  guise  de  balance  de  Coulomb,  une 
balance  acoustique  dont  on  se  servirait  pour  mesurer  l'intensité  du  son. 

Strnad  [^4,),  —  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. (124-145). 

Théorie  de  cette  transformation  dans  le  plan,  avec  de  nombreux  exemples,  qui 
mettent  en  évidence  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  en  Géométrie. 

Mihsi  '  (Marko),  —  Des  relations  de  la  pyramide  et  des  polyèdres 
avec  les  progressions,  notamment  avec  les  progressions  arithmé- 
tiques et  géométriques.  (i45-i65). 

Kolâcek  {Ff'.).  —  Sur  le  mouvement  d'une  masse  liquide  conte- 
nue dans  un  vase  cylindrique  à  base  circulaire,  sous  Taction  de 
la  pesanteur.  (167-188). 


L'auteur  traite  ce  problème  en  se  fondant  sur  les  équations  déduites  des  Vorfes' 

1'  itiigm  i'tber  matheinntische  Phjsik  du  Kirchhoff.  Parmi  les  résultats  qui  se  rattachent 

spécialement  au  problème  traité,  citons  celui-ci.  Si   le  liquide  se  décompose  en 

plusieurs  systèmes  sectoriaux,  le  mouvement  oscillatoire  peut  avoir  lieu  d'une  infi- 

$         niié  de  manières,  et  pour  chacune  il  existe  un  système  de  cercles  concentriques 

g         dépourvus  de  toute  vitesse  radiale.  Les  rayons  r,,  r,,  . . .,  r,  de  ces  cercles  ont  des 

rapports  invariables,  étant  proportionnels  aux  racines  d'une  certaine  équation. 


Rehoi'ov^skj  (/'.).  —  Sur  la  construction  analytique  des  surlaces 
^j        gauches.  (188-29.6). 

jf  fitifl.  (/ex  Srirnref  mafh.t  !»"  Série,  t.  III.  (Septembre  1879.)  n.  l3 
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M  =  y^~^-i, 


K.jky.i  ftant  >l(n  runcUoiiii  il'iinn  nriiMo  t.  KnutiiHroi»  InraMi 
flilHdIon  il»  ptian  liin|;i'nl|  %a1it«  <l>i  npporl  iinhannouîi)ue  lU  •) 
genli  moD^  par  ona  ([ttiànitrïra  *»•«  !■  rapporl  antiamH>i>ïi|na  im 
Utl:  înTolulion  ilci  |HiinU  il'ilna  g«ii#ntrlrx  iloni  lr%  pl>n«  Hfi 
■nglot  ilroila;  point  rentrai  g  pUd  rentrai:  plan  i*(jni|tlati<tiMii  pan 
main;  fj^»  il*  cnniour;  «•rMnn>  (llatiM  at  litur*  B«]FiN|»t«l<s : anrfi 
Mf  mpiolli(tia  :  ortne  ilirprliiiiT  :  l!|^i«  d«  >tri<Miiiii  i|eiefnpln«  :  parab 
llqii«.  hjpFFlHi'liifiIo  â  une  napp«):  panm^lrv  iftinp gpn^rauie^ i  aci 
Ugitca  doublet  (rivmplv  :  K|;np>  ilniihlM  iln  rh«)tca{ilp  |{>Dcba)l  (r 
nniiDlndu*  ornéralrion.  dcMriflEnê**)  l'iidi?  il'iino  fitadralnr*:  bn 
latoiir;  cc|iiiilion  dlflprenlidllfl  dn  li(pm  ■•jmploliitntH;  leur*  plaBi 
ungnitn  à  l>«irR»«:  delermlnalion  dvallKim  ■«ympl(iUi|iie>  dao*  la 


I  a'uu»  dti> 
t[allcht^  t'aUUur  maotre  qu'il  J  ■  gniiFraleiiMnl  sur  Hiaqun  g'iu 
(rMli.  (lislJDcU  ou  roInciJanU.  ou  imaninairra}  iloi 
quatni  poinU  loiainacouimuiit  aipr  Uiurrnof;  lo  Iïmi  de  en  poial 
courbn,  qup  l'aUWur  iluiglio  aoui  Is  nom  du  li^na  hyprraçrmf» 
Jpui  courbpa  il  ;  ■  d»  pointa,  eu  nonlm  lin{,  dont  !•■  fange 
paiaent  por  dnq  pointa  ennatculir»  de  In  aurfau.  Bo  terminaal,  1^ 
prohIAme  :  >  QudIIm  duiroitt  Aire  Ict  foncilun*  k.  fi,  y,  i  pour  ^aa 
principal  ail  quatre  points  conacculifa  rommuna  avcv  !■  surii 
lilitmn  eal  rnminlé  par  tml*  iMjualiont  dilTt^rvnlitillrs  du  tminènH 
variable  a  =  r  et  le»  fonclioiia  ^â.  v.  ^.  VaHîeiir  ,ni^.rr  mmpléîema 

drxrf;  ,if  là  RMte  ronelusinu,  qur  t«  «iirraoxc  tlo  aecoiid  4tf 
uivut  lieux  >)BlAnm  de  génêralriro  roculignea. 

Ztihrathitk  [  K .) .   —  Propi-itîtés  de  ceriaîns  gi^nni 
unu  t.-uui<]UL-.  (aay-aSS). 

Par  tout  point  A  iViiue  rlllpir-  il  p»ir  liol*  rerrio*  iiaFiiInti-nn 
loora  point»  dt>  cbutoct  A„  A„  A,  forment  dea  RruapH  d*unit  Inia 
U-»  iriaiinlet  A,  A,  A,  «inl  d'aire  maiimnm  parmi  Ir.  lrU.Hil«i™wtl 
■iiitiiHt.  1.»  linu   du  ( 


im  qo 

ianftt- 
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TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK.  Udgivet  af  H.-G.  Zeuthen  (4*  série)  ('). 

Tome  I;  1877. 
TVestergaard  {H.),  —  Une  formule  de  statistique  de  la  mortalité. 

(,-2). 

Juel  [C),  —  Démonstration  géométrique  de  quelques  propriétés 
des  courbes  unicursales  du  troisième  et  du  quatrième  ordre.  (17* 
9.7). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  génération  des  courbes  par  des  faisceaux 
projectifs  de  droites  et  de  coniques. 

Zeuthen  [H.—  G.).  —  Exercices  de  Statique  graphique.  (27-53). 

L'article  contient  quarante-deux  questions  demandant  la  construction ,  par  la 
régie  et  le  compas,  de  polygones  funiculaires  appartenant  soit  à  un  systémd  donné 
de  forces,  soit  à  un  système  de  forces  en  partie  inconnu.  Dans  le  premier  cas  le 
polygone  doit  satisfaire  à  trois  conditions  donnée:*,  dans  le  second  à  un  plus  grand 
nombre  de  conditions. 

Les  questions  sont  accompagnées  des  considérations  théoriques  dont  dépend  leur 
solution,  ainsi  que  celles  de  classes  assez  générales  de  questions  semblables.  On  se 
sert  de  l'homologie  des  figures  formées,  dans  certains  cas  très-simples,  de  deux 
côtés  d'un  polygone  funiculaire  rariable,  ou  de  la  réciprocité  de  ces  figures  et  de 
celle  que  forme  le  pôle  correspondant  au  polygone,  etc. 

Smith  [H,'J.'St,),  —  Sur  l'état  actuel  et  sur  les  perspectives  de 
certaines  branches  des  Mathématiques  pures.  (60-96). 

Traduction  en  danois  d'un  discours  imprimé  dans  les  Proceedings  0/  tke  Lon- 
don  Jdathematical  Society, 

Cronc  (C).  —  Sur  la  distribution  des  vingt-huit  tangentes  doubles 
aux  soixante-trois  systèmes  de  coniques  quatre  fois  tangentes 
aux  courbes  générales  du  quatrième  ordre.  (Second  article;  97- 
109  et  i5i-i53). 

Dans  le  premier  article  {Tidsskrift,  1876),  l'auteur  n'aTait  eu  égard  qu'aux  tan- 
gentes doubles  réelles;  dans  le  présent  article  il  distingue  aussi  les  différentas  tan- 
gentes doubles  imaginaires  et  en  montre  la  distribution  aux  soixaute-trois  systèmes 
de  coniques.  11  a  égard  à  tontes  les  formes  possibles  de  U  eourbe.  (Ses  recherches 
ont  été  publiées  plus  tard  dans  le  Tome  XII  des  Mathematische  Annalen,) 


•M 
(«)  Voir  BulUiùèi       

R.i3 
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Tldele  (J\-N.).  —   riiéorèaics  sur  un  problème  de  rÂstronoroie 
théorique.  (109-1 13). 

Le  même  article  a  été  publié  dans  le  Bulletin  de  l'Académie  de  Stockholm. 

7)  clisen  ( Caniillo) .  —  Lagrange.  (  1 29 - 1 43  ) . 

Historique  de  la  vie  et  de  l'œuvre  du  grand  ([éomctre. 

Zeuthen  [H.-Q.).  —  Sur  les  extensions  successives  des  définitions 
dans  r Algèbre  élémentaire.  (i44-i^0' 

Zeuthen  [H, -G.).  —  Exemples  de  systèmes  articulés  variables. 

(161-174). 

Tome  II;  1878. 
Lorenz  {L.),  — Sur  la  suite  des  nombres  premiers.  (i-3}. 

Soit  ^(t)  I(^  nombre  de  nombres  premiers  ^n,  et  soit  p  un  nombre  premier: 
alors  f(p)  se  détermine  avec  une  approximation  notable  par  Téquation 

^log[p(/»')-9(/>)]  =  ^^=^^- 

Juel  {C),  —  Démonstrations  géométriques  et  élémentaires.  (4-1 3). 

L'auteur  réduit  les  démonstrations  des  théorèmes  de  ?iewton,   Giroot  et  Fsscal 
sur  les  coniques  à  Tusa^re  de  triangles  semblables. 

Petersen  [Julius),  —  Démonstration   d'un   théorème   de  Jacobi. 

(i4-i5). 

Simplification  de  la  démonstration  du  lemme  de  Jacobi  qui  conduit,  dans  la  théo- 
rie des  fonctions  abéliennes  de  Clebsch  et  Gordan,  au  théorème  d'Abel. 

Zeuthen  [H. -G.),  —  Squelette  d'une  théorie  géométrique  et  élé- 
mentaire des  sections  coniques.  (33-54 i  65-76;  109-124;  i3a- 

148). 


L'article,  qui  est  le  résumé  d'un  Cours  professé  à  ITniversité.  se  compose  des 
tions  suivantes:  lemraes;  définitions  et  propriétés  fondamentales»;  constructioas  H 
théorèmes  sur  les  tanj^entes  ;  constructions  de  coniques  et  the«>rie  des  coniqaes 
ronfi>cales:  directrices;  diamètres  de  Tellipse  et  de  rhyp«»rbole:  applications  d'une 
transformation  et  étude  de  propriétés  particulières  à  l'ellipse  ou  à  Thyperbole;  dia- 
mètres de  la  parabole:  sections  planes  d'un  cdne  droit  ;  théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon;  sections  d'un  cùne  oblique;  pôles  et  polaires:  addition  sur  les  eouiqaes 
con  focal  es. 

Le  p(»int  de  départ  delà  théorie  est  la  définition  dt*s  trois  ethniques  par  leurs  dm- 
prietes  focales.  Los  propriétés  des  tan(»enleN  résultent  d'une  discus>i«>n  de  la  coa- 
»truction    d'un  corcle   |>assant   fvar  un  |M>iiit  donne,    taii^^nt  à  un  cerrl^  doané  H 
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ayant  le  centre  sur  uno  droite  donnée.  Les  propriétés  variées  des  foyers  et  des  tan- 
gentes conduisent  à  celles  des  directrices  et  diamètres,  sans  qu'on  se  serre  d'autres 
moyens  que  ceux  que  présente  la  Géométrie  plane  la  plus  élémentaire;  mais,  pour 
démontrer  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  et  les  propriétés  polaires,  on 
fait  usage  de  considérations  stéréométriqucs. 

Le  but  de  l'auteur  a  été  le  même  que  celui  de  Stoiner  dans  ses  Leçons  publiées 
par  M.  Geiser  sous  le  titre  de  Die  Théorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung ; 
mais  la  voie  suivie  en  diffère,  à  un  petit  nombre  de  démonstrations  près. 

Thiele  {T.'IV.),  — Remarques  sur  les  courbes  d'erreur  asymé- 
Iriqucs.  [j^-^j)- 

Buchwaldt  (/'.).  —  Sommation  de  séries.  (76-93). 

L'auteur  trouve  les  formules  approximatives 


r—  » 


/•  rz  .V 


où 

la  valeur    numérique    de  l'erreur  est  plus  petite   que  t^,.  Application  au   cas  de 

Pechiile  (C).  —  Urbain  Le  Verrier.  (pS-gô). 

liâcklund  [A.-V,),  —  Solution  d'un  problème  de  contact  dans  la 
théorie  des  systèmes  linéaires  de  surfaces.  (97-106). 

En  exemple  des  résultats  trouves  dans  cet  article,  qui  est  une  addition  à  un  Mé- 
moire étendu  du  même  auteur  sur  les  surfaces  géométriques  {Mémoires  de  i'jéca- 
démie  Royale  Suédoise,  vol.  IX,  n**  9,  187 1),  nous  citerons  le  suivant:  «  Le  lieu  des 
points  de  contact  quatre-ponctuels  d'une  surface  C^  d'ordre  m  avec  des  courbes  d'in- 
tersection dos  surfaces  d'un  système  linéaire  d'ordre  n  et  d'une  infinité  triple  est 

la  courbe  d'intersection  de  C^  avec  une  surface  d'ordre  11  m-+- ao/i  —  4^. 

Pelerscn  [Julius),  —  Théorèmes  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 
(107-108). 

Johnsen  [S,-N,).  —  Détermination  du  facteur  rendant  intégrable 

Téquatioii 

s  -h  (jpq  4-Ry?-hS^H-T=:o, 

où  G,  R,  S,  T  sont  des  fonctions   de  x^j^  z,  et  où  /}=  —% 
q  ==  —1    s  =  - — -  .   (100-1.^2). 


i66  SECONDE  PARTIE. 

Jensen[J.'L.'W,'y.).  —  Sur  la  solution  éléinentaire  d'équations 
fondamentales .  (  1 49- 1 5 5  ) . 

Bie  (L.'H.).  —  Sur  les  congruences  et  leur  application  dans  l'a- 
nalyse indéterminée.  (161-178). 

Petersen  (  Julius ) .  —  Théorèmes  géométriques.  (  1 78  - 1 80) . 

Hansted  (Birger).  —  Théorème  sur  les  fractions  décimales  pure- 
ment pério4iques.  (i8o-i83). 

Steen  (^.).  —  Sur  le  calcul  des  sommes  des  puissances  des  n  pre- 
miers nombres,  (i  83 -188). 

Steen  (^^.)-  —  Réduction  d'un  problème  de  Mécanique  à  quadra- 
ture. (188-192). 

L'auteur  indique  une  nouvelle  intégration  des  équations  d'Euler  serrani  à  détar- 
miner  le  mouvement  d'un  corps  invariable  qui  n'est  soumis  à  aucune  force. 


»o« 


FORHÂNDUNGER  1  Videnskabs-Selskabet  i  Curistiama  ('). 

Année  1874. 

Mohn  [H.).  —  Température  de  Tair  à  Tin  ter  leur  et  à  l'extérieur 
de  Christiania,  avec  ses  variations  avec  la  hauteur  dans  les  mêmes 
lieux.  (28-73). 

Mohn  (//.).  —  Contribution  à  la  climatologie  et  à  la  météorologie 
de  la  mer  Glaciale  orientale.  (74-106). 

Lie  (5.).  —  Théorie  générale  des  équations  aux  diilerentî elles  par- 
tielles du  premier  ordre.  (198-226;  ail.). 

§  1.  Résolution  d'un  problème  auxiliaire  :  «  Trouver  tous  les  systèmes  d'équalioas 
de  la  forme 

•n  vertu  desquels  la  relation  diflerentielle 

7r,</r,-H  :t,  dx^  -i-  . . .  -+-  is^djc^  •=.  o 


('_  Voir  litilletin,  l,,  90. 
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a  lieu  identiquement.  •  —  §  2.  Énoncé  d'nu  proMème  général  :  •  Étant  données  q 
équations  de  la  forme  Fjk(  jr,,  . . . ,  jr„,7t,,  .  . ,  ît^)  =  o.  de  Tordre  ïéro  ptr  rapport 
aux  7,  trouver  de  la  manière  la  plus  générale  n-hi  —  y  autres  équations  qui, 
jointes  aux  premières,  satisfassent  identiquement  ii  la  relation  diflerentielle 
rc^dx^-\-  ...-*-  Tt„dr^  =  o.  »  —  §  3.  Deux  théorèmes  fondamentaux.  —  §  4. Théorie 
des  solutions  complètes.  —  §  5.  Systèmes  en  involution.  Leur  intégration.  — 
§  6.  Réduction  du  problème  général  à  celui  que  Ton  vient  de  résoudre. 

Lie  {S,).  —  Sur  la  théorie  du  facteur  d'întégrabilîto.  (243-^^)4? 
ail.). 

§  1.  Transformations  infinitésimales  d'une  équation  diflerentielle  ordinaire  du 
premier  ordre.  — §  2.  La  connaissance  d'une  transformation  infinitésimale  d'une 
équation  diflerentielle  ordinaire  du  premier  ordre  est  équivalente  à  un  facteur 
d'intégrabilité.  —  §  3.  Interprétation  géométrique  du  facteur  d'intégrabilité. 

Lie  (*S.).  —  Géiicralisatîou  et  nouvelle!  appréciation  de  la  théorie 
du  multiplicateur  de  Jacobi.  ( 255-274 î  ail.). 

§  1.  Transformations  infinitésimales  d'un  système  complet.  —  §2.  Réduction  du 
problème.  —  §  3.  Multiplicateur  d'un  système  complet.  —  $  4.  Détermination  d'un 
multiplicateur  au  moyen  de  //  —  1  transformations  infinilésimales.  —  §  5.  Dévelop- 
pement de  la  théorie  pour  le  cas  de  trois  variables.  —  §  6.  Développement  do 
quelques  cas  particltliers. 

Année  1875. 

Lie  {S,).  —  Théorie  générale  des  équations  aux  diflércntielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  (i-i5;  ail.). 

§  1.  Développements  préliminaires.  —  §2.  Réduction  d'un  système  en  invo- 
lution à  une  seule  équation.  —  §  3.  Nouvelle  méthode  d'intégration  de  l'auteur. 

Lie  (*S'.).  —  Discussion  de  toutes  les  méthodes  d'intégration  des 
équations  aux  difFérentielIes  partielles  du  premier  ordre.  (16- 
48:  ail.). 

§  1.  Systèmes  complets.  Transformations  infinitésimales.  —  §  2.  Transformations 
infinitésimales  qui  laissent  invariantes  certaines  fonctions  ou  certains  groupes  donnés. 
—  §  3.  Théorèmes  auxiliaires.  —  §  4.  Systèmes  complets  en  relation  invariante  avec 
des  fonctions  ou  des  groupes  donnés.  —  J  5.  I^  méthode  d'intégration  de  Jacobi 
et  Mayer.  —  §  0.  La  méthode  d'intégration  de  l'auteur.  —  §  7«  1^  meilleur  mode 
d'appréciation  des  circonstances  accidentelles. 

Pihl  [O.].    —   Sur   l'attraction  entre  deux   disques  circulaires. 
(260-268;. 

L'auteur  donne  une  Table  des  valeurs  de  Tattraction  mutuelle  de  deux  disques 
^aux  et  parallèles,  de  rayon  ^  1000,  pour  des  distances  variant  de  0  à  aoooo. 
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Bjerknes  [C.-A,),  —  Sur  les  forces  qui  se  développent  lorsque 
des  corps  sphériques,  tout  eu  subissant  des  vibrations  de  dila- 
tation et  de  contraction,  se  mcuvenl  dans  un  fluide  incompres- 
sible. (3S6-4oo). 

Année  i8;6. 

Ce  Volume  iio  couticnt  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ('). 

Année  1877. 

Guldberg  [A*-S.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations. 
(4o  p.). 

Les  racines  des  équations  de  degré  supérieur  au  quatrième  ne  peuvent  pas  généra- 
lement s'exprimer  au  moyen  des  racines  d'équations  binômes  de  la  forme  x"  —  a  =  o  ; 
mais  ou  peut  ramener  la  résolution  des  équations  de  degré  supérieur  à  celle  de 
certains  types  normaux  d'équations,  moins  simples  que  les  équations  binômes,  mais 
dont  la  résolution  peut  b'eflec tuer  plus  simplement  que  celle  de  l'équation  proposée. 
C'est  la  recherche  de  ces  types  qui  fait  Tobjet  du  Mémoire  de  M.  Guldberg. 

Bjerhnes  [C.-A.),  —  Idées  de  Newton  sur  la  nature,  et  relation 
de  ces  idées  avec  la  question  de  Texistence  de  Tattraction  à  dis- 
tance. (27  p.). 

Année  1878. 

Ce  Volume  ne  contient  aucun  Mémoire  do  Mathématique». 


NIEUW  ARCHIEF  voor  Wiskuxde  (^). 

Tome  III;  1877. 

Landré [Corn,'L.). — Sur  les  solutions  singulières  des  équations 
diUérenlielles  du  premier  ordre  à  deux  variables.  (1-20). 

L'autour  démontre  qu'on  ne  trouve  pas  Ips  solutions  singulières  de  la  forme  x=^  r/, 

quand  on  se  limite  aux  équations  connues  -—  =:  o  et  -—  =  x  ,  comme  cela  se  trouve 

Oc  or 


(')  A  partir  de  ee  Volume,  les  articles  sont  paginés  séparément, 
(')   Voir  liai  le  tin,  I,,  i  ». 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  160 

daiii  lu  plupnrl  de*  Mnnucli  (Slurm,  Dubimel,  etc.)-  "  prouve  qu'on  no  peut 
tXre  Bilr  d'obtenir  ternie*  le*  Kilutioni  siii|ruliùre>  qu'en  combinant  lei  conditiona 

-.—  s  0,  -^  —  ce ,  -—  =  00  .  De  plui,  il  fait  Toir  que  le*  deux  théorème*  :  1*  •  Vae 
.àcàjâr 

équitlon  diRërenlielle  eiacle  n'a  pa*  de  solutioD  sinBUlière  >,  i*  •  La  Taetenr  d'in- 
tégrabililo  d'une  £i|uation  difTeranticlle  eiacte  derienl  inOni  pour  une  sululiou  lïn- 
Quliiirc  >,  lont  înconiplels,  parce  qu'ils  no  lubsislcnl  pas  pour  le*  sululîoiia  aingu- 

Aîn*i,  l'cqualion  dilTerentielle  «laete 


proposée  par  Grinwi*,  a  une  aolutlou  iin(;iillùre  2  =  n.  Sa  aotution  Bénérale 

rcpréienlc  en  effet  un  c  jal^me  de  paraboles  toutes  tnn^enlei  à  la  droite  x  —  a. 

Biereiis  de  Uaan  {/).).  —  Sur  la  «  Tkéorie  des  fonctions  d(t 
variables  imaginaires  »,  par  M.  Maximiiieu  Marie  (suite  du  t.  Il, 
p.  160).  (ai'Sa). 

HIoois[B.-P.).  —  Théorie  de  la  bascule.  (33-57  et  97-112). 

I.  Oeecriplion  de  la  bascule  de  Qulnteni.  Conditiona  générales.  —  2.  Le  plan  de 
mouvenimt  de  chaque  point  de  la  bascule  doit  être  parallèle  au  plan  décrit  par  l'aiu 
lungjiludinol  du  llûau.  —  3.  Pour  que  l'équilibre  de  la  bascule  soit  indépendant  do  la 
poaition  du  fardeau  sur  la  plate-rorme,  il  faut  que  celle-ci  se  meuTe  parallèlement 
a  elle-même  pendant  les  oscillaliona  du  fléau.  —  4.  Examen  des  conditiona  qui 
eipriment  que  l'équilibre  et  la  sensibilité  ne  dépendent  pas  de  la  pasilion  du  far- 
deau, l'inclinaison  du  llûau  él«nt  donnée.  —  b.  Construction  de  la  leclion  prin- 
cipaln  d'une  bascule  dont  li  plate-forme  se  meut  parallèlement  a  elle-même.  — 
G.  Conditions  qui  expriment  que  la  sensibilité  est  grande  dans  toutes  le*  position* 
du  neau.  —  7.  Le  frotlemcnt.  Le  fardeau  doit  être  mis  près  de  l'axe  du  lerier  qui 
porte  In  plato-furme.  —  8.  Innuenee  de*  petites  impérfuetious  de  la  construction 
sur  rindépendan<«  de  l'équilibre  et  la  sensibilité  de  la  position  du  fardeau.  — 
9.  Formai  de  bascules  dont  la  théorie  ressemble  à  celle  do  la  bascule  de  Qnin- 
tcni.  —  10.  Vérilicalion  des  bascule*  de  Quiutcni  et  de  Hoberval. 

Broglrop  [yl.-J.-i\I.).  —  Sur  le  compltitcincut  de  la  période  des 
fractions  ordinaires.  (58-5g), 

Korteweg  [D.-J.).  —  Quadrature  de  la  roiioïde  droite  à  base 
elliptiqtic  (dite de  Wallis)  ( ' ).  (60-66). 


^^£ortt:x<.'eg    {D.-J.). 
■  général.  (6(1-70), 
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L'auteur  montre  que  la  question  de  la  quadrature  peut  toujours  être  ramenée  à 
une  inté{p*ation  simple. 

Korteweg  [D,'J.).  —  Un  disque  à  plan  supérieur  horizontal 
tout*ne  autour  d'un  axe  vertical  avec  une  vitesse  angulaire 
constante.  Sur  ce  disque  en  mouvement  on  dépose  sans  choc  une 
petite  boule  qui  est  tixée  à  Taxe  par  un  fil  flexible  et  inexten- 
sible tendu  horizontalement.  Dans  la  supposition  que  ce  fil 
n'odre  aucun  obstacle  au  roulement  de  la  boule,  en  combien  de 
temps  le  frottement  du  disque  contre  la  boule  donnera-t-il  à  ce 
corpuscule  la  même  vitesse  angulaire  que  le  disque  continue  à 
posséder  (  *  )  ?  (  70-79  ). 

Jiitius  (D*"  f^.'A.).  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  en 
série  de  cosinus.  (8o-83). 

TVisselink  {D.-Ii.),   —  Propriétés  remarquables  d'un  détermi- 
nant du  troisième  ordre.  (84-89). 

Benlhem  [lY  A,-Gr.).  —  Théorie  des  fonctions  de  variables  com- 
plexes (suite  du  t.  II,  p.  i34).  (ii3-i44)- 

IV*  Partie  :  Les  inté(;rales  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Chap.  VIII  : 
Introduction.  — Chap.  IX  :  Les  intégrales  de  Tonctions  uniformes  et  multiformes. 

Samot  [D.-J.'A .).  —  La  Table  générale  de  mortalité  de  la 
Banque  nationale  d'assurances  sur  la  vie.  (  i4î>-i62). 

Alichaclis  (D*"  G,-J,).  —  Quelques  cas  particuliers  du  mouve- 
ment dans  un  fluide  incompressible.  (i63-i85). 

L'auteur  nionlre  ranalo{;ie  entre  les  équations  hydrodynamiques  et  coIIcmh  qui 
déterminent  les  actions  nia[;nétiqiies  d'un  courant  électrique.  Ainsi,  le  potentiel  de 
vitesse  d'une  sphère  qui  se  meut  d'une  vitesse  S  dans   un  fluide  illimité  est  égal 

il 1^  fois  le  potentiel  magnétique  de  cette  sphère,  si  elle  est  magnétisée  avec 

l'inlcnsité  S  dans  la  même  direction.  L'auteur  considère  deux  cas  spéciaux  du 
mouvement  de  plusieurs  corps  dans  un  fluide  illimité,  celui  de  plusieurs  Rphcres 
dont  les  rayons  sont  infiniment  petits  par  rapport  aux  distances  de  leurs  ccnln-s 
et  celui  de  deux  ellipsoïdes. 

Benlhem  [D""  A.-Gr.].  —  ï.a  périodicité  des  fonctions.  (186-igo.'^. 


('     Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société. 
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L'ttuteur  divise  les  intégrales  en  quatre  classes  par  rapport  à  la  périodicité  de 
leurs  fonctions  inverses. 

Grav^elaar  [N,'L.'W.'A.),  —  Un  théorème  de  la  théorie  des 
subslitutioiis  linéaires.  (193-202). 

L'auteur  amplifie  un  théorème  connu  de  0.  Hesse  en  prouvant  que  le  déter- 
minant hessien  d'une  fonction  entière  de  n  variables  s'évanouit  identiquement, 
aussi  bien  que  tous  ses  déterminants  mineurs  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  n  —  r -h  1, 
quand  la  fonction  peut  être  transformée  en  une  fonction  homogène  de  /<  —  r  va- 
riables au  moyen  d'une  substitution  linéaire  dont  le  déterminant  diffère  de  zéro, 
et  réciproquement.  11  applique  ses  résultats  à  la  classification  des  sections  coniques 
et  des  surfaces  quadriques. 

Kapteyn  (D'  Ti^,),  —  Sur  la  somme  des  puissances  égales  des 
racines  de  Téquation  générale  du  second  ordre.  (203-207  ). 

Bierens  de  Ilaan  {D,).  —  Sur  la  racine  carrée  d'une  quantité 
irrationnelle  à  quatre  tcruies.  (208-210). 

Discussion  d'un  manuscrit  de  F.  van  Schooten,  daté  du  5  décembre  i63a,  intitulé  : 
«  De  genesi  et  analysi  potestatum  »,  sur  la  racine  carrée  de  l'expression 

108  —  ^laoo  -h  ^'jooo  —  v'Go. 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux  ma- 
thématiques. (84-96  et  211-223). 

Bibliographie  mathématique  et  physique  néerlandaise.  (224). 

Tome  IV;  1878. 

lleringa  (D'  P.^M.).  —  Considérations  sur  la  théorie  des  phéno- 
mènes capillaires.  (1-29). 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  donne  une  critique  défavorable  des  théories  de 
Laplace,  Gauss  et  Poisson  -,  dans  la  seconde,  il  substitue  au  fluide  une  grande 
quantité  de  boules  incompressibles  et  fait  entrevoir  une  théorie  nouvelle  sans 
parvenir  à  des  résultats  de  précision  mathématique. 

Onnen  (T)^  H.).  —  Annotations  sur  la  théorie  des  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes.  (3o-56). 

L'auteur  donne  le  nom  à' équation  essentielle  d'une  courbe  plane  à  chaque  équa- 
tion qui  exprime  comment  la  courbure  de  cette  courbe  varie  d'un  point  à  un  autre. 
Ayant  exposé  les  principes  de  celte  théorie  dans  une  étude  précédente  (t.  I,  p.  i), 
il  passe  d'abord  à  son  application  sur  les  courbes  cycloidalcs. 

1.  Constniclion  et  calcul  du  rayon  de  courbure  d'une  cycloidale.  —  2.  Son 
équation  ossonlielle  f)ropromcnt  dite.  —  3.  Los  cycloïdales  décrites  par  les  points  du 
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plan  de  la  courbe  génératrice  dans  le  cas  où  elle  louche  la  directrice  en  uu  point 
donné.  Cercle  d'inflexion.  Courbe  focale.  — 4*  ''^^  cycloïdales  décrites  par  les  points 
d'une  droite  liée  à  la  (Génératrice.  —  5.  Courbe  anticycloîdale.  Cycloïdales  semblables 
engendrées  par  deux  génératrices  qui  roulent  sur  la  même  directrice.  —  6.  Cas  où 
la  génératrice  ou  la  directrice  est  tin  cercle  ou  une  droite.  —  7.  Hypo  et  épî- 
cvcloides.  —  8.  Points  d'inflexion  et  sommets. 

Alantel  {^P^»)-  —  Dans  la  reclierclie  de  la  divisibilité  par  un 
nombre  premier,  on  simplifie  les  nombres  eonsidérables  en  dimi- 
nuant leur  partie  antérieure  de  leur  partie  postérieure  après 
qu'on  a  multiplié  la  dernière  par  un  coefficient  convenable.  Dé- 
montrer que  les  coefficients  dont  on  se  sert  dans  un  système  de 
nombres  arbitrairement  choisi  pour  éliminer  un,  deux,  trois,  etc. 
des  derniers  chitlres  montrent  une  période  dont  le  nombre  des 
termes  constituants  est  égal  à  celui  des  cliî lires  de  la  période 
qu'on  obtient  en  divisant  par  ce  même  nombre  premier? 
(57-58). 

Oskamp  (D'  G.- A.).  —  On  a  fixé  en  un  point  de  la  surface  d'un 
cylindre  immobile  à  axe  horizontal  l'extrémité  d'un  fil  flexible 
et  inextensible  de  longueur  donnée,  dont  l'autre  extrémité  porte 
une  sphère  massive  de  poids  connu.  Le  fil  étant  tendu  dans  une 
direction  inclinée  et  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  on  im- 
prime au  centre  de  la  sphère  une  certaine  vitesse  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  au  fil  et  à  l'axe  du  cylindre.  Déterminer  la 
position  de  la  sphère  et  la  tension  du  fil  à  une  époque  quel- 
conque, le  fil  étant  enroulé  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  de 
fois  autour  du  cylindre  au  cominencement  du  mouvement  (  *  ). 
(6o-83). 

Oskamp  (D*"  G.--^.).  —  Dans  la  recherche  de  la  divisibilité,  etc.  (  '^  ). 
(83-94). 

Bierens  de  llaan  (D.),  — Sur  la  «  Théorie  des  fonctions  de  va- 
riables imaginaires  ;>,  j)ar  M.  Maximilien  Marie  (suite  et  fin  de 
l'art,  du  t.  III,  p.  32.)  (95-99). 

Stieltjcs  [F,-J.-Ir,),  —  Sur  l' intégrale    1     ir[x-hn)(fn.  (  100-104.) 


f  )  Sujet  de  prix  ptupusé  par  lu  Sociflé. 

(')  Voir  lu  même  question  à  riirticlc  Maiitel  {H'.^  delà  présente  paj^e. 
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L'auteur  fait  voir  qu'on  peut  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  au  moyen  de  l'ap- 
plication immédiate  de  la  définition  ordinaire  des  intégrales  définies.  De  plus,  après 
avoir  posé 

^/r(x)=if(*), 

il  discute  la  fonction  plus  générale 

tL(XtPJ=:  lim  I r ...  —  , r-    j  j 


OU 


//==»,    /»  >  o    et    x>o. 


Cwravelaar  [N.'L.-W.'A).  —  Sur  une  certaine  équation.  (  1 1 3-i  2'4)« 

L'auteur  montre  que  les  racines  de  l'équation 
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sont  toutes  réelles. 

De  Roos  [J.^D,-C.'M,),  —  Sur  la  transmission  de  mouvement  par 
bielle  et  manivelles  inégales.  (i25-i5o). 

L'auteur  montre  que  les  courbes  de  Watt  décrites  par  un  point  lié  invariablement 
ù  la  bielle  peuvent  être  engendrées  par  trois  systèmes  différents;  ensuite  il  s'occupe 
des  courbes  qu'on  obtient  par  la  transformation  d'une  conique  aux  rayons  vecteurs 
réciproques. 

Michaëlis  (I)*"  G.-J,).  —  Remarques  sur  les  théories  des  phéno- 
mènes élcctcodynamiques  proposées  par  Weber,  Riemann  et 
Clausius.  (i5i-i8i). 

Schouto  (D*"  P,-II,  ).  —  Sur  la  génération  d'une  courbe  au  moyen 
(le  faisceaux  projectifs.  (182-194)* 

f^an  cl  en  lier  g  {F,-J,  ).  —  Sur  la  rectification  approximative  d'un 
arc  de  cercle.  (200-204). 

f^an  Geer  (  D*^  P.  ) .  —  Sur  la  v  Kritische  Geschichte  der  allgemeiiieii 
Priui  ipien  der  Mechanik,  zweite  Auflage  »,  du  D'  E.  Dub** 

(205-217). 
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L*  première  Partie  donne  un  aperçu  de  la  première  édition  de  rOarrage  cit^ 
(187a);  la  seconde  Partie  traite  des  amplifications  contenues  dans  la  seconde  édi- 
tion Ci8;5)  et  du  scandale  à  rUniversitc  de  Berlin,  dont  M.  Dûhring  était  le  centre. 

Liste  par  ordre  de   matières  des  articles  de  quelques  journaux 
mathématiques.  (io5-ii2  et  2i8-!i24)- 

Tome  V;  1879. 

Onnen  (D' H.).  —  Anuotatîons  sur  la  théorie  des  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes  (suite  du  t.  IV,  p.  56).  (i-34). 

y.  Considérations  géométriques.  —  10.  Considérations  analytiques.  —  11.  Le* 
courbes  intermédiaires.  ^  12.  Les  dilTérontes  espèces  des  courbes  cycloidales. 

Samot  (D.-J.'A.).  —  Les  principes  de  la  science  de  rassuranci* 
sur  la  vie.  (35-46). 

Fan  den  Berg  {F.-J.),  —  Sur  une  question  de  la  théorie  des 
nombres,  {ij-'^j)- 

L'auteur  donne  les  seize  solutions  de  la  question  suivante  :  «  Trouver  trois 
nombres,  chacun  de  deux  chiffres,  dont  le  produit  soit  formé  des  six  chiffres  qui 
composent  les  trois  nombres  (par  exemple,  72  x  4^  X  89  =  294768,  etc.)  ». 

Kamerlingh  Onnes  [H,),  —  Sur  le  mouvement  relatif.  (58-i2i 
et  i35-.i86). 

Chap.  I.  Application  des  méthodes  d'Harailton-Jacobi  sur  la  théorie  du  mouTC- 
nient  relatif.  —  1.  La  fonction  des  forces  de  Schering  par  rapport  aux  forces  addi- 
tionnelles de  Coriolis;  les  équations  différentielles  canoniques  et  la  fonction  caracté- 
ristique du  mouremeut  relatif.  —  2.  Autre  déduction  des  équations  différentielles 
canoniques  du  mouvement  relatif.  Exemple  de  deux  fonctions  des  forces  de  Schering 
pour  les  mémos  forces.  —  3.  La  fonction  perturbatrice  du  mouvement  relatif.  Ex- 
tension des  équations  perturbatrices  de  Scherin^;.  —  4.  Sur  le  principe  du  dernier 
multiplicateur  dans  le  mouvement  relatif. 

Cliap.  II.  Les  phénomènes  qui  chez  le  mouvement  relatif  remplacent  les  figures 
de  Lissajous  du  mouvement  absolu.  —  1.  Les  éléments  canoniques  des  figures  de 
Lissajous.  Équations  différentielles  et  intégrales  des  éléments  troublés.  —  2.  Con- 
struction des  trajectoires.  Position  du  point  dans  la  trajectoire.  —  3.  Distinction  des 
cas  les  plus  remarquables.  —  4.  Cas  limites.  —  5.  Rapport  au  mouvement  non 
troublé. 

(Jiap.  III.  Applications  du  Chapitre  précédent.  Sur  quelques  questions  par  rap- 
port au  pendule  d'après  la  méthode  d'Ilamilton-Jacobi.  —  1.  Expériences  de  Fou- 
cault sur  les  vibrations  d'une  tige  dont  une  des  extrémités  est  fixée  à  un  axe 
tournant.  —  2.  Mouvements  infiniment  petits  d*un  corps  solide  dont  un  point 
reste  immobile  sous  l'action  de  la  pesanteur,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rotition 
de  la  Terre.  —  3.  Solution  du  même  problème  en  tenant  compte  de  la  rotation  de  la 
Terre.  —  /|.  Preuves  nouvelles  de  la  rotation  de  la  Terre.  —  5.  Sur  les  niouTcments 
finis,  mais  très  petits,  du  pendule  à  suspension  à  la  Cardan.  —  G.  Sur  les  mou- 
vements finis,  mais  trèspetits,  du  pendule  à  suspension  libre.  —  7.  Solution  des 
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questions  précédentes  dans  un  cas  plus  simple.  —  8.  Sur  une  erreur  de  Hansen. 
—  9.  Sur  la  formule  de  Bravais. 

Gra\felaar  [A. -TV,).  —  Les  formules  fondamentales  de  la  gonio- 
mélrie.  (187-190). 

Frowein  {P.-C.'F.),  —  Sur  une*  formule  connue  de  Clausius. 

L'auteur  veut  remplacer  l'expression  /  =  t  — ;  P*** 

À 

1=. 


Schouten  (D'  G.).  —  Trouver  le  temps  pendant  lequel  un  corps 
pesant  descend,  le  long  d'une  chaînette,  d'un  des  points  de  sus- 
pension jusqu'au  point  le  plus  bas,  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment du  corps  le  long  de  la  chainette  et  de  la  résistance  de  Tair, 
la  dernière  étant  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  (  1 98-5^02) . 

Brogtrop  {A,'J,'M.),  —  Sur  le  nombre  des  chillrcs  contenus  dans 
les  périodes  des  fractions.  (2o3-2o4). 

fjandré  [Corn,-L,).  — Sur  les  enveloppes  d'un  système  de  courbes. 
(2o5-2o8). 

Considération  du  cas  où  l'équation  F(x,  j^,  c)=o  est  résolue  par  rapport  an 
paramètre  variable  c, 

Bierens  de  Haan  (D*"  Z).).  —  Sur  la  réduction  de  puissances 
égales.  (208-210). 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux  ma- 
thématiques, (l  22-1  34).  P. -H.  SCHOUTE. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  begriindet  von  A.  Clebsoi  und  C.  Neumann, 
gegenwUrtig  herausgegebeiv  von  F.  Klein  und  A.  Ma  ver  (') 

Tome  Xni;  1878. 
IVestphal  (  C  ).  —  Sur  le  syslèmp  simultané  de  deux  formes  qua- 

(*)  y oÏT  Bulletin,  lU,,  14. 
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itTiiaircs  du  second  dt-gn-,  et  sur  une  représentation 
p-iiiTalc,  à  l'ai'lu  ilf  [laraiiH-trvs,  des  courbes  de  qnatri 
/'  =  'f'-'9}- 

Mti}  i-r  i  A.  I.  —  Sur  Tcxpri-uion  la  p)us  générale  de* 
ti-iiti«*ll<-i  intérieures  d'u»  système  de  points  matériel 
ti-innit,  (Irduiu:  du  principe  de  l'égalité  de  l'actioa  et 

lifin.  I  TM-'h^"). 

I.>'  |ir<>)ilRnic  poM  t'i'inm»  ain«i,  tu  point  île  vue  anaIjUqDc  :  ■  Q 
l<irmi-i  Ici  plu*  c^nvralvi  dM  furcM 

X  -  —  —  —  ^" 

'";*,•     rf*  àyt* 

dw_£  àVf 

^'     ac,    </«  ,*.-; 

Iiiraqu'un  il(>niandc  <[ue  Vf  M>îl  uni  foDction  dn  («mpa,  <l«s  coonl< 
>[lcn>'i  Icllvi  quo  lii  tii  caiidiliunt 

siiM'iil  iili'iilii|ii>'niciil  vvrifié».  ■   I.r»  rrcherrlics  de   l'auteur  l'uni 

l.'»lll:itH  M.i«:.llU    : 

!■  l'iiunim;  I.-*  rundilioii»  {II)  ini.-nt  ideiili[|ucnicnt  vérifiée*,  il  fa 
mil'  rmirliiiii  orliitruin^  du  ti'iiiiis,  di^s  Ciiunluniiik-s  relatives  et  dct  vil 

a-  |j*  «MiditiuiiK  (1111  «'ifil  q""  "  •"'•  ""<!  f"ti«ion  arbitraire. 
diilati«-<  tiiiilii>-llii  .Ip«  iH.iii1«  et  ili-  Iriir»  dUtaiices  à  l'orlciMC  do 
Hiii-i  i|u<-  du»  d.Tit«m  iintiniiTos  di'  cpa  doui  sorte»  de  dictancc»  p 

Si  r..ii  ïi-iit  piinire  qii.-  Ii>  prliiciiic  di's  forei-s  vive»  aoit  vériOè,  il 
pi.tciitli'l  W  »iil  iiidi'lifiid.1111  du  irmiis. 

Ih'  CM  |>r<.p.»iliui|.i  niïiillf,  iM.iir  le  .a»  le  pli»  simple,  le  théorème 
.  Si  loti  »diiict  rcmunu  axir.iiie  qiK!  I™  fi.rci-»  c\crcûdt  ,iar  <l,>ui  poi 
l'un  sur  l'uulri*  peiidanl  li-ur  mouvi-im-iit  iiut  un  poli^iiticl,  cl  doiveut 
ri>i»  au  prinripu  lii-  l'iijidilê  >l.- 1  union  il  ilo  lu  réaction  et  ans  coiiditioi 
de*  f.,r.r»  liie»,  it  ni  r.i«ulle  .pie  l.->  drui  p.iiiit*  aattin-nt  ou  le  rej 
(Hiit  h   dirncliun   do   l;i  dniitp  iiiti  If»  j..iut.   avrc   une    foreo   R  don 
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analytique  est  de  la  formé 

W  étant  une  fonction  de  la  seule  dislance  r  des  deux  points  et  de  sa  dérivée  r'.  » 

Veber  (/^.  ).  —  Sur  certains  cas  d'exception  qui  se  rencontrent 
dans  la  théorie  des  fonctions  abélienncs.  (35-4^). 

Dans  la  représentation  des  fonctions  abéliennes  au  moyen  des  fonctions  5-»  <IU6 
l'auteur  a  traitée  en  détail,  pour  le  cas  particulier  de  /'  =  3,  dans  sa  monographie 
intitulée  Théorie  der  AbeUchen  Functionen  ifom  Geschlecht  3  (*),  on  rencontre, 
ainsi  que  Riemann  l'a  fait  voir  dans  son  Mémoire  sur  ce  sujet,  des  relations  parti- 
culières quand  les  fonctions 


[K/'-'-'O] 


a*annulenl  identiquement.  Dans  le  travail  actuel,  l'auteur  traite  des  propriétés 
des  fonctions  abéliennes  dans  rhy|»otlièsc  générale  que,  pour  un  nombre  quelconque 
m,  une  fonction 


lt(ix"'---)] 


8*annule  identiquement  (pour  toutes  les  valeurs  de  c^,  c,,  . . .,  <m.i>  Çt>  Çtt  •  •  •»  ^m^\  )• 
Dans  ce  cas^  à  la  caractéristique  a  correspond  un  système  entier  de  fonctions  abé- 
liennes, formant  des  expressions  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  arbitraires  de 
m  semblables  fonctions.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  Traie  aussi. 

L*auteur  applique  ce  théorème  aux  fonctions  hyperelliptiques,  en  indiquant 
pour  les  diverses  classes  de  fonctions  abéliennes  le  nombre  des  systèmes  qui 
peuvent  se  présenter.  Il  montre  ensuite  que,  pour/?  =3  3,  Tévanouissement  d'une 
fonction  $-  paire  pour  une  valeur  nulle  de  l'argument  détermine  déjà  la  classe  des 
fonctions  comme  étant  hyperelliptique,  tandis  que,  pour  /»  =  4»  par  la  dégénéres- 
cence de  deux  systèmes  de  fonctions  abéliennes,  la  classe  des  fonctions  devient 
elliptique,  ce  qui  entraine  l'évanouissement  de  huit  autres  fonctions  ^  paires. 

^arnaclî  [Âx,).  —  Remarques  concernant  la  Géométrie  sur  une 
surface  réglée  du  quatrième  ordre  [Complément  au  Mémoire  de 
l'auteur,  Math   jinnalen,  t.  XII,  p.  47  (^)]-  (49"52). 

Mayer  {A,).  —  Les  critériums  du  maximum  et  du  minimum  des 
intégrales  simples  dans  les  problèmes  isopé  rimé  triques.  (  53>68  ). 

Voir  le  Repertorium  de  Kônigsberger,  t.  11,  p.  65. 


(•)  Berlin,   18/). 

(«)  Voir  Bulletin,  lU,,  i45. 

Bull,  des  Sciences  math.,  a*  Série,  t.  III.  (Octobre  1879.)  R.  I4 
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Backlund  [A.-V,),  —  Sur  les  équations  aux  diilérenti elles  par- 
tielles d'ordre  supérieur  possédant  des  intégrales  premières 
intermédiaires.   (6c)-io8). 

Voir  le  Repertorium  de  Kônigsberger,  t.  II,  p.  197. 

Briosclii  [F-)*  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  clnquiènie 
degré.  (  109-160). 

Dans  ce  Mémoire,  l'autour  a  rassemblé  ses  recherches  devenues  célèbre»  sur  lâi 
équalious  du  cinquième  degré,  et  il  eu  indique  la  correspondance  arec  les  travaux 
des  autres  géomètres  sur  le  même  sujet. 

/'*  Section.  Les  équalions  du  multiplicateur  dans  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques. 

II*  Section,  Les  propriétés  des  équations  de  Jacobi  du  quatrième  et  du  sisièrae 
degré. 

III*  Section.  L'abaissement  de  l'équalion  du  sixième  degré  de  Jacobi. 

Il*  Section.  Les  résolvantes  de  Malfalti,  de  RufHni  et  do  Cayley. 

y*  Section.  Sur  la  résolvante  do  Kronecker. 

P^oss  (^.).  —  Sur  certains  déterminants.  (161- 167). 

L'auteur  considère  un  déterminant  dé  /<  -f-r-Hi  lignes  l^rA-x^  formé  avec  n  fonc- 
tions binaires  homogènes  de  même  ordre  et  avec  leurs  dérivées,  et  s'anniilaiit 
pour  n  =  r.  Si  D,^  s'annule,  il  existera  entre  les  fonctions  une  relation  linéaire  à 
coeflicients  constants;  si  D„_,  s'annule  (et  par  suite  aussi  D^^),  il  existera  entre  les 
coefficients  une  relation  quadratique  homogène;  si  enfin  D,.,  s'annule,  on  aura  alors 
deux  relations  linéaires  homogènes  diflférentes  de  mémo  nature  que  ci-dessus,  et 
les  premiers  déterminants  mineurs  de  D„  seront  tous  nuls. 

Foss  {A.),  —  Sur  quatre  tangentes  à  une  courbe  gauche  du  troi- 
sième ordre.  (168-174)- 

Quatre  droites  données  dans  l'espace  ne  peuvent  être  tangentes  à  une  courb;; 
gauche  du  troisième  ordre  que  si  elles  appartiennent  à  un  complexe  de  droites  du 
quatrième  degré.  Dans  celte  hypothèse,  il  existe  alors  oc'  courbes  de  cette  espèce, 
et  les  tangentes  des  ce'  courbes  ayant  trois  tangentes  fixes  touchent  rhyperboloîde 
de  ces  droites  le  long  de  deux  génératrices  fixes  que  l'on  peut  appeler  le  couple 
hessien  de  ces  tangentes. 

Brill  [A,),  — Sur  la  courbe  liessienne.  (170-182). 

Cette  Note  est  consacrée  à  l'élude  des  propriétés  du  système  de  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  hessiennc  H  d'une  courbe  algébrique/  en  un  point  multiple  de 
celle-ci,  et  à  la  détermination  des  propriétés  que  doit  posséder  une  fonction  p  pour 
satisfaire  à  l'identité  If  =5  aç7+j3/duns  le  voisinage  du  point  correspondant. 

Bobylew  [D.),  —  Sur  la  distribution  de  Télectricité  sur  des  con- 
ducteurs composés  de  parties  hétérogènes.  ( 1 83-23 1). 

M.  Bobylew  calcule  la  dislribiition  des  fluides  électriques  libres  sur  un  conduc- 
teur formé  de  plusieurs  parties  hétérogènes.  Dans  son  introduction,  il  établit  los 
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conditions  générales  de  l'équilibre  électrique  :  il  faut  que  le  potentiel  de  toute 
l'électricité  libre  à  l'intérieur  de  chaque  partie  homogène  ait  une  valeur  constante; 
de  plus,  il  faut  que,  dans  le  passage  d'une  partie  homogène  à  une  autre,  la  valeur 
de  ce  potentiel  éprouve,  à  la  surface  de  séparation,  un  saut  brusque  déterminé; 
la  grandeur  de  ce  changement  brusque  dépend  seulement  de  la  nature  des  deux 
substances  et  de  la  température.  On  peut  satisfaire  à  ces  conditions  de  l'équilibre 
électrique  en  admettant  sur  la  surface  externe  du  conducteur  hétérogène  une  couche 
électrique  simple,  et  au  contraire,  sur  les  surfaces  do  séparation  où  se  touchent  les 
parties  hétérogènes,  une  double  couche  électrique,  analogue  à  la  double  surface 
magnétique.  Alors,  sur  les  lignes  de  séparation  où  les  surfaces  de  séparation  ren- 
contrent la  surface  extérieure,  l'épaisseur  électrique  est  nécessairement  inOnie. 

M.  Bobylcw  établit  maintenant  un  tel  potentiel  pour  le  cas  où  le  conducteur  hé- 
térogène a  la  forme  d'une  sphère  et  se  compose  de  deux  parties  qui  sur  la  surface 
sphérique  extérieure  ont  pour  limite  commune  un  cercle.  Il  y  parvient  en  faisant 
usage  des  coordonnées  dont  s'est  servi  M.  Mehier  dans  son  Mémoire  sur  la  distri- 
bution de  l'électricité  statique  sur  un  corps  limité  par  deux  calottes  sphériques  ('). 

L'auteur  applique  ensuite  sa  formule  à  la  déterminatron  de  l'état  d'équilibre  élec- 
trique sur  une  colonne  galvanique  non  fermée,  dont  la  surface  extérieure  a  la  forme 
sphérique,  puis  à  la  détermination  de  l'état  d'équilibre  sur  deux  conducteurs  hété- 
rogènes et  de  leur  mutuelle  action  électrostatique  ;  ces  conducteurs  sont  une  sphère 
pleine  et  \xïïq  couche  sphérique  limitée  par  deux  surfaces  sphériques  concentriques, 
et  chacun  d'eux  est  formé  de  deux  parties  homogènes  qui  se  touchent  suivant  un 
plan  passant  par  le  centre  des  sphères. 

Voss  {^.).  —  Sur  les  courbes  gauches  et  les  surfaces  dévelop- 
pables.  (232-248). 

Pour  qu'une  droite  coupe  deux  tangentes  voisines  d'une  courbe  gauche,  il  faut 
qu'elle  soit  une  droite  rencontrant  la  courbe  ou  une  tangente  à  sa  surface  déve- 
loppable.  L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  de  lignes  est  donc  représentée 
par  un  discriminant,  qui,  en  vertu  de  l'identité  entre  les  coordonnées  homogènes 
de  la  droite,  doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  rationnels.  Ces  circonstances 
s'expliquent  algébriquement  sur  les  courbes  rationnelles;  en  particulier,  l'étude  de 
la  courbe  rationnelle  du  troisième  ordre  B,  fournit  l'occasion  d'interpréter  géomé- 
triquement le  système  de  formes  des  formes  quadratiques. 

Netlo  (E,),  —  jNouvelle  démonslration  d*uii  théorème  foudamental 
de  la  théorie  des  substitutions  (249-250). 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Cauchy  généralisé  par  M.  Sylow  (*)  : 
«  Si  l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Kj 
groupe  eu  contient  un  autre  de  l'ordre  de  cette  puissance.  » 

Du  Bois'Rejmond  {P-)-  —  Aote  sur  la  convergence  dHntégrales 
dont  Targument  ne  s'annule  pas.  (aj  1-254). 


('  )  Journal  de  C relie,  t.  G8. 

(')  Mathematische  Jntialen,  t.  V. 
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Uu  exemple  de  convergence  absolue  et  sans  chan{;emeat  de  sigoe  de  rargumeni, 
qui  ne  s'annule  pas,  est  fourni  par  l'intégrale 

Cette  intégrale  converge,  Undis  que  a^r-»*»'"'*,  pour  a  positif,  est  positif,  et,  pour 

—  égal  à  un  nombre  entier,  prend  la  valeur  a. 

L'auteur  fait  voir  que  ce  fait  est  un  cas  particulier  du  théorème  général  suivant  : 
«  Si,  en  désignant  par  ^(a)  et  ^(a)  des  fonctions  qui  deviennent  infinies  avec  « 
sans  maxima,  l'intégrale 


f 


doc 


converge  pour  des  valeurs  de  a  assez  petites;  rintégrglc 
sera  aussi  convergente.  « 

Neumann  {C).  —  Recherches  sur  le  potenliel  logarithmique  et  le 
potentiel  newtoiiien.  (a55-3oo). 

Analyse  faite  par  l'auteur  de  son  Livre,  publié  à  Leipzig,  1877,  xvi-36S  p. 

Cremona  {L.).  —  Sur  les  hexaèdres  polaires  dans  les  surfaces  du 
troisième  ordre.  (3oi-3o4). 

Si  l'on  a 

X,  -4-  j:,  -4-  x,  -h  jr^  -+-  ^  "'  -+-  x,  =  o, 
l'équation 

a:»  H-  xj  -+-  j:J  -4-  orj  -+-  a  J  -+-  xj  =  o 

pourra  s'écrire  sous  chacune  des  dix  formes 


Ces  formes  représentent  les  dix  couples  de  trièdres  conjugués  qui  appartiennent 
à  un  hexaèdre  complet.  Un  tel  hexaèdre  est  polaire  (')  et  correspond  à  un  double  six 
(Schlôfli).  Pour  la  surface,  il  existe  trente-six  hexaèdres;  si  l'un  d'eux, XjX.XjX^jrjX,, 
est  donné,  les  trente-cinq  autres  dépendent  d'une  équation  quadratique.  Le  pro- 
blème de  ramener  l'équation  de  la  surface  h  une  somme  de  six  cubes  exige  la  réso- 
lution d'une  équation  cubique.  Chaque  hexaèdre  détermine  une  développable  de 
troisième  classe,  tangente  aux  six  plans;  maintenant,  comme  deux  de  ces  dévelop- 
pables  ont  cinq  plans  tangents  communs,  alors,  pour  une  surface  sur  laquelle 
los  vingt-sept  droites  sont  connues,  les  hexaèdres  conduisent  à  une  construction  du 
pentaèdre  de  Sjrlvester.  Au  moyen  de  la  développable,  cette  construction  devient 
identique  à  ce  problème  :  «  Déterminer  les  cinq  points  communs   d'intersection 


', ')  Reye,  Journal  f.  Mat  hem.,  l.  78. 
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Liiroth  (J.).  —  Sur  les  groupes  de  points  projcctifs  cyclîquemenL 
dans  le  plan  et  dans  l'espace.  (3o5'3i9). 

Problème.  —  •  Dans  le  plan  ou  diiis  l'espace,  déterminer  ii  points  ré«li  «„  a,, 
a„  ...,i,  cje  manière  qu'il  eiïiM  dei  tratisformalians  projectivea  du  plan  (ou  do 
l'espace)  qui  changeni  a,  en  i„ii,  en  a,,  ....  a,  en  a,.  ■ 

L'auleur  détermine  d'iburd  ceux  dea  éléments  qui  ne  chanf^nl  pus  dans  une 
pareille  transformation,  et  11  obtient  alors,  pour   la   situation   Aet  groupes,   les 

Dans  le  plan,  un  groupe  projeclir  eydlquement  de  cinq  pointa  au  moins  ne 

peut  fire  situé  que  sur  une  droite  ou  sur  une  conique- 
Dans  l'espace,  un  groupe  projectir  cycliquement  de  six  points  au  moins  peut  être 

■ilué  ou  sur  un  plan,  ou  lurdeui  plans  elen  même  temps  sut  dnix  citnaa  («  droites). 

ou  sur  un  hifpcrtioloille  à  une  nappe. 

f^'oss  (v/.),  —  Sur  la  tliéoiie  des  substitutions  orlliogouales . 
(3>o-374). 

On  entend  Ici  par  lubitiintions  orthogonaUi  les  subititutious  (réelle*  ou  imagi- 

uaires)  qui  transrorment  en  elle-mtme   une  forme  quadratique  ^-i^-  L'auteur 

l'iudie  k  ce  point  do  vus  \e»  cm  particuliers  de  ces  substitutions,  d'après  la  nature 
de  leur  équation  caractéristique,  et  fait  voir  en  nitme  lempa  comment  des  substitu- 
tions' ucnémles  peuvent  être  composées  au  moyrn  de  aubctitutions  plu*  simples, 
d'un  caractère  désigné  d'avance.  La  relation  avec  ccrUiinas  représentation*  sur 
li'squellci  sont  fondée*  ces  considération*  générales  est  développée  en  particulier 
pour  les  substitutions  qui  transforment  en  eui-mémea  un  couple  de  points,  une 
conique,  une  surface  du  second  ordre  ou  cnlin  l'espace  linéaire. 

Ourdan  [P-)-  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 

degré.  (37J-4o4). 

Oppolzer  [Tli.  v.).  —  Sur  quelques  relations  entre  les  sommes 
de  combinaisons  des  carrés  des  carrés  des  nombres  pairs  cl 
impairs,  (^o^-^io). 

La  prodnit.suiTant,  dans  1ei|ual  on  déatfM  par  ii  on  BUifaM  qiial«Mii|>a  «1  pu  if 
nu  nombre  entier  et  positif, 

élant  ordonné  auirant  1m  pnbaïuieM  de  n,  prend  la  forma 


-S'-""'?!^''"''''''-' 


L 
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le  symbole  C  représentant  la  somme  des  combinaisoDS  sans  répétition  Jes  éfémeols 
renfermés  entre  crochets  pour  la  classe  (</ — Z')- Si  Ton  pose  n  ==  m  -h -i  P(^,^ 
prendra  la  forme 


(3) 


/>  =  << 


=i.  I 


on 


(i) 


/»= 


Si  Ton  égale  entre  elles  les  expressions  (3)  et  (4)f  on  obtient  une  multitude  de 
relations  particulières  entre  les  sommes  de  combinaisons,  cette  équation  subsistant 
|K>ur  toutes  les  valeurs  de  n,  et  par  suite  les  coer&cients  des  diverses  puissances  de  ir 
devant  èlre  égaux  de  part  et  d'autre.  De  plus,  par  des  diflerentiations  et  des  inté- 
grations répétées  par  rapport  ii  /?,  on  trouve  des  relations  qui  sont  importantes 
pour  le  calcul  des  coefficients  numériques  dans  le  calcul  des  intégrales. 

Bâchlund  (^.-^.).  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  des 
équations  aux  dilIércnliellcsparlicUes  du  second  ordre. (4 1 1-4^8). 

L'auteur  donne  une  extension  de  la  théorie  connue  des  caractéristiques  des 
équations  aux  différentielles  partielles  du  8«cond  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes aux  équations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre  à  n  Tariables 
indépendantes. 

Schubert  [H-)»  —  Les  nombres  fondamentaux  et  les  dégénéres- 
cences des  courbes  cubiques  planes  de  genre  zéro.  (Deuxième 
Partie  des  «  Contributions  à  la  Géométrie  numérique  ».  Voir 
Mathematische  Annalen,  (t.  X,  p.  1-116).  (429-539). 

la  Section  IV  traite  de  la  détermination  des  nombres,  fondée  par  Chastes  et  par 
Zeuthen,  et  dans  laquelle  on  ramène  le  nombre  des  figures  supérieures  aux  nombres 
des  figures  plus  simples.  Cette  réduction  est  éclaircie  par  des  exemples;  en  parti- 
ruiier,  on  obtient,  d'après  cette  méthode,  l'extension  des  nombres  de  Zeuthen  pour 
les  systèmes  de  courbes  planes  situés  dans  un  plan  fixe  aux  systèmes  de  courbes 
]ilancs  dans  l'espace. 

La  Section  V  détermine  les  nombres  des  courbes  cubiques  planes  à  point  de 
rebroussement,  et  la  Section  VI  les  nombres  des  courbes  cubiques  planes  à  point 
double. 

Koenigsberger  (L.).  —  Réduction  du  problème  de  transformation 
des  intégrales  hypcrclliptiques.  (54o-547). 

Dans  le  Journal  tle  Crelle^  t.  81,  l'auteur  a  indiqué  des  relations  qui  existent 
entre  les  différentielles  des  intégrales  Iiyperclliptiques  de  première  espèce  lorsque, 
entre  des  intégrales  hyperelliptiques  d'ordre  différent,  il  existe  une  relation  quel-» 
colique  linéaire  par  rapport  aux  intégrales  et  h  coellicients  constants.  Ces 
sont  encore^simplifices  dans  lo  présent  I^lémoire  et  sont  mises  sow» 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i83 

i»!  impoTtanle  pour  l'éluJe  <lc  U  réJiictibtlîlé  de»  iatécnles  hyperellipliqai^  d'ordre 
■piolconquc  it  dci  iiilëuralea  ilc  même  espèce  d'ordre  inférieur. 

Soient 


v'ÏÛJj  =  v'(r-!'i)tJ--«,J...Lr-«,.H). 
a  hypcrelliptiquei  c|ui  enlrent  dam  la  relation  indique 

dv,  dy,  >fy,  -V.<z,)d:, 


VI.O.)      V'K.O.; 


r„dy,  iF,(i,)d:, 


vH.u-.}    v'H.u.)  v't.u,)       ï/Rû;; 


pciiicnt  ii'ei|>rimer  par  des  ron<:lioii9  rationnellci  des  qiianlilés  r  coireapoodantei 

et  de  I,,  multipliée»  par  ^R(î,'). 

I.itroih  (/-).  —  Nouvelle  déinoiislration  de  te  théorème,  que  toute 
courbe  du  quatrième  ordre  n'est  pas  inscriptible  dans  un  quîuti- 
laière.  {548-J54). 

Uarnack  \^AxS).  —  Sur  uuc  propriété  des  coefficients  de  la  série 
de  Taylor.  {jj5-558), 

Rétiiltat.  —  Tout  terme  de  h  aérie  de  TbtIof.  conaidërë  en  lul-mâme,  a  la  pro- 
priété de  fournir  avec  le  plus  petit  éeart  (jlbwtiekang)  possible,  far  tous  les 
cercles  concentriques  décrils  de  l'origine  comnu  centre  il  l'intérieur  du  eerele  de 
eonver{^nco,  une  représeatation  de  la  fonoUon  par  an»  tetilc  pnUaanee  de  la 
variable. 

Par  fcnri  (erreur),  l'auteur  ei.lend  rinl*B™li-  do  U  norme  do  Is  dilTerenre 
entre  les  •ilciiri  dv  U  l'iinction  el  Je  h  pHliiance,  prise  lo  long  de  la  clrconrérviiiu 
du  cercle. 

Grassinarui  (ff.-E.).  —  Sur  la  lliéoric  d«;s  rnyoun  rvciproques. 

(55()-56(»). 

Cttyl^r  (v/.).  —  [,iti  iln^.nèm.^  sur  l.-s  £;roupes.  (â6i-:fig| 
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Meutzner[P.).  — Théorèmes  sur  les  polygones  réguliers.  (066-570). 

L'auteur  démontre  le  théorcrao  suivant,  étroitement  lié  avec  le  théorème  de 
Stewart  :  «  Si  l'on  abaisse,  des  sommets  d'un  polygone  régulier  inscrit  ou  des 
points  de  contact  d'un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de  rayon  R,  et 
ayant  m  côtés,  des  perpendiculaires  sur  une  droite,  la  somme  des  /liâmes  puissances 
do  CCS  perpendiculaires  (/i  </i?)  est  égale  à 

m^v"  -H  ARV--»-+-  BR*»'--*-+-  CRS --•  -H. . .), 

V  étant  la  distance  de  la  droite  au  centre  du  cercle  et  les  coefficients  ayant  pour 
valeurs 

A  —  5 f 

^- ÂF ' 

„(;i_,)(„_a)(/i  — 3)C/i  — 4)(//-5) 
Pour  n  impair,  la  droite  doit  être  extérieure  au  polygone. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  composîlîon  des  accélérations  produites 
suivant  la  loi  de  Weber.  (071-572). 

Extrait  des  Berichte  der  kônigl.  Sàchsischen  Gesellschaft  dtr  JVissenschaften, 
1 1  mars  1878. 

Neumann  {€.),  —  Sur  la  théorie  de  la  représentation  conforme 
d'une  surface  plane  sur  une  surface  circulaire.  (573-574)- 

Extrait  des  Berichte  der  kônigl.  Sachs.  Ges.  d.  ïFîss.y  3o  juillet  1877. 

La  fonction  par  laquelle  la  partie  infinie  d'une  courbe  qui  s'étend  à  l'extérieur 
d'une  courbe  fermée  est  représentée  sur  une  surface  circulaire  de  rayon  arbitraire, 
de  manière  qu'au  centre  de  ce  cercle  corresponde  un  point  déterminé  a  du  plan, 
est  interprétée  au  moyen  du  potentiel  logarithmique  d'une  unité  de  masse  con- 
centrée au  point  a  et  d'une  distribution  équipotentielle  de  la  masse  sur  la  courbe 
qui  limite  l'aire. 

Prix  proposé  par  la  Société  Jablonowski,  à  Leipzig,  pour  Tan- 
née 1881. 

«  Étudier  le  mouvement  de  la  comète  d'Enckc,  en  ayant  égard  à  toutes  les  forces 
perturbatrices  qui  peuvent  exercer  une  influence,  provisoirement  du  moins,  dans 
l'intervalle  de  temps  écoulé  depuis  l'année  i848.  ■ 

Ax.  H. 
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ARCHIV  FOR  Matiikmatik  og  Naturvidbnseab.  Udgivet  af  Sopluis  Lie,  Worm 
MI'ller  og  G.-O.  Sars.  Krisliania  (*). 

Tome  II;  1877. 

Lie  (*S\  ).   —    Nouvelle  métliode  d'intégration  de  Téquation  de 
Monge  et  d'Ampère.  (1-9',  ail.). 

Une  équation  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre,  de  la  forme 
(i)  rt  —  i'-+-Ar-+-B5-4-Cr-hD  =  o, 

aTec  deux  intégrales  distinctes  et  généralement  intermédiaires 

"•  — /(•'i  )  =  o,     ",  —  ?  (",)  =  o, 

peut  être  ramenée  à  la  forme 

*  =  o 

à  Taide  d'une  transformation  de  contact  convenable.  On  forme,  d'après  Bonr,  les 
deux  systèmes  complets  dont  les  solutions  respectives  sont  u^,  v^  et  //„  c,.  Si  Ton 
parvient  à  trouver  une  seule  solution  de  chaque  système,  l'intégration  de  (1)  n'exi- 
gera plus  que  certaines  quadratures. 

Lie  (<S.  ).  —  La  théorie  des  perturbations  et  les  transformations  de 
contact.  (  1 29-1 56^  ail.). 

La  transformation  la  plus  générale, 

OÙ  A  =  I,  :>,...,  /i,  qui  transforme  à  la  fois  tous  les  systèmes  simultanés  de  la 
forme 

( 3 )  dx,^  r=  -—  <//•      dp.  — ,—  dt  ..' 

en  des  systèmes  de  même  forme,  est  déterminée,  suivant  Jacobi  et  Bour,  par  les 
équations 

(3)  (X„X,)  =  (X,,P,)  =  (P„P^)  =  o,    (X„PO  =  i. 

D'après  les  recherches  de  l'auteur  sur  les  transformations  de  contact,  les  relations 
que  l'on  vient  d'écrire  déterminent  en  même  temps  le  système  le  plus  général  des 
quantités  X^,  P^  qui  satisfasse  à  une  équation  de  condition  de  la  forme 

P,  rfX,  -h.  ..-+-P,rfX,  — /»,</.r, -4-...H-/>.</jr^-*-</n. 


(»)  \ OIT  Bulletin,  I„  38a. 

liull.  des  Sciences  math.,  a»  Série,  t.  III.  (Novembre  1879.)  R.  l5 
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Le  présent  Mémoire  explique  la  raison  intime  de  cette  dépendance  entre  la  théorie 
des  perturbations  et  celle  des  transformations  de  contact. 

Si  l'on  veut  avoir  la  transformation  (i)  la  plus  générale  qui  cbanj^e  un  senl 
système  (s)  en  un  autre  semblable,  on  trouve  que  les  relations  (3)  ne  sont  pat 
nécessaires.  Toutes  les  transformations  qui  satisfont  à  une  telle  condition  M>ot 
déterminées. 

Lie  [S.  ).  —  Reclierclies  synthétiques  et  analytiques  sur  les  surfaces 
miniina.  (157-198^  ail.).  —  Contributions  h  la  théorie  des  sur- 
faces minima.  [Mathem.  u^nnalen,  XIV,  33i-4i6). 

Si  l'on  prend  deux  courbes  dans  l'espace  c  et  A,  ayant  un  point  commun  p,  et 
que  Ton  transporte  c  parallèlement  à  elle-même  de  manière  qu'elle  parcoure  Ja 
courbe  i,  la  surface  engendrée  peut  aussi  être  produite  par  un  mouvement  de 
translation  de  A.  Elle  contient  donc  00*  courbes  c  et  œ*  courbes  A.  Par  chaque 
point  de  la  surface  passe  une  courbe  de  chacune  des  deux  séries.  Les  tangentes  cor- 
respondantes de  ces  deux  courbes  sont  situées  harmoniquement  par  rapport  aux 
deux  tangentes  principales  qui  passent  par  ce  même  point.  Toute  surface  de  cette 
espèce  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

x=A(r).hA.(T%   .r  =  B(r)H-B,(T).    x  =  C(f)H- C,  (t). 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  l'on  ait 

la  surface  sera,  d'après  Monge,  une  surface  minimum.  Si  les  deux  courbes  c  et  A 
sont  superposables  et  scmblablement  placées,  les  deux  séries  de  courbes  formeront 
une  série  irréductible.  L'auteur  appelle  une  telle  surface  une  surface  double. 

En  partant  de  ces  considérations  géométriques,  l'auteur  cherche  à  développer 
une  Ihéorio  projective  générale  des  surfaces  minima  algébriques.  Parmi  les  résultats 
qu'il  a  obtenus,  nous  ne  citerons  ici  que  les  suivants.  Soient  R  le  rang  de  la  courbe  r» 
M  le  degré  de  multiplicité  du  cercle  sphérique  sur  la  développable  de  r,  et  R',  M' 
les  nombres  correspondants  relatifs  à  la  courbe  A.  Alors  la  classe  C  de  la  surface 
minimum  engendrée  sera  égale  à 

M'(R~M)-hM(R'- M'). 

Si  la  surface  est  une  surface  double,  on  aura 

C  =  2M(R--M). 

Les  nombres  R  et  M  satisfont  aux  relations 

R  —  M  ^  3,  R  —  M  ^  M . 

A  l'aide  de  ces  formules  il  est  souvent  facile  de  déterminer  toutes  les  surfaces 
minima  d'une  classe  donnée.  Si  l'on  doit  avoir,  par  exemple,  C  =  3,  il  faudra  alors 
que  l'on  ait 

C=M(R-M),     M  =  i,     R^i. 

La  surface  minimum  correspondante  est  une  surface  gauche  de  Cayley,  de  troisième 
ordre  et  de  troisième  classe,  qui  est  cependant  toujours  imaginaire.  Si  C  doit  être 
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o(>al  à  1111  nombre  |)rcinier  qiielcotH|iie,  alors  on  aura 

C  =  M(R  — M),     M  =  i. 

Les  surfaces  correspondantes  peuvent  être  indiquées  dans  chaque  cas  particulier. 

C 

Si  —  doit  être  i-(;al  h  un  nombre  premier,  on  aura 

C  =  2MCR  — M),     M  =  i. 

Dans  ce  cas  aussi,  il  est  toujours  possible  d'indiquer  les  surfaces  correspondantes. 

Si  les  ordres  de  c  et  de  A  sont  respectivement  égaux  à  r  et  à  w,  l'ordre  de  la  surface 
sera  égal  à  vu  —  /»,  où  p  peut  se  calculer  par  une  règle  simple.  Si  c  et  A  n'ont  aucun 
point  commun  à  l'infini,  p  sera  égal  à  zéro.  11  n'existe  pas  de  surface  minimum 
réelle  dont  Tordre  soit  égal  à  l'un  des  nombres  a,  3,  4*  5,  7,  8.  La  somme  de  l'ordre 
et  de  la  classe  d'une  surface  minimun  réelle  est  toujours  plus  grande  que  14. 

L'intersection  avec  le  plan  de  l'infini  se  compose  de  lignes  droites,  que  l'on  obtient 
m  joignant  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  c  avec  les  points  correspondants  de  la 
courbe  A.  L'ordre  d'une  surface  cylindrique  circonscrite  est  égal  à  Mu-i-  M'v.  La 
multiplicité  du  plan  de  l'infini  comme  plan  tangent  est  égale  à 

M'(R-aM)H-M(R  — aM). 

Lie  (5.).  —  Théorie  du  problème  de  PfalF.  (338-379^  ail.). 

I.a  réductibilité  de  l'expression  de  Pfaiï  aux  formes  normales  connues  est  démon- 
trée d'une  manière  nouvelle  et  très-simple.  L'auteur  établit  que  les  critériums  qui 
distinguent  les  divers  types  de  l'expression  Xi^/x, h-.  .  .-H  X^</jr^  ont  été  donnés 
pour  la  première  fois  par  Grassmann  dans  la  seconde  édition  de  son  JusttehnungS' 
lehre.  En  outre,  le  Mémoire  contient  une  exposition  développée  d'une  méthode 
pour  intégrer  le  problème  de  Pfafl*,  que  l'auteur  avait  esquissé  en  187.3. 

Sexe  i^S.-jiJ).  —  Sur  la  diminution  de  l'eau  à   la  surface  de  la 
Terre.  (479-487). 

Tome  lU;  1878. 

Lie  [S.),  —  Petite  contribution  »à  la  théorie  de  la  surface  steiné- 
rienne.  (84-9^;  fr-)- 

Si  l'on  entend  par  pôle  d'un  plan  par  rapport  à  une  conique  le  pâle  de  la  droite 
d'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  de  la  conique,  on  a  ce  théorème  :  «  Le 
lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  toutes  les  coniques  situées  sur  une  surface 
steinérienne  de  quatrième  ordre  et  de  troisième  classe  est  en  général  une  autre 
surface  de  même  nature.  Si  toutefois  le  plan  est  tangent  à  la  surface  doaoée,  la 
surface  engendrée  sera  une  surface  du  second  degré.  • 

«  A  chaque  surface  steinérienne  de  quatrième  ordre  rt  de  troisième  datée  ciMrre** 
pondent  ainsi  œ*  surfaces  du  second  degré  et  00'  surfaces  tteinériennet  de  qvatr^ 
ordre  et  de  troisième  classe.  ■ 

Ces  théorèmes   subsistent  encore  lorsque  la  surface  donnée  ^ 
surface  gauche  du  troisième  ordre. 
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TAe  {S,).  —  Théorie  des  groupes  de  transformations  III-IV. 
(93-165,  375-464 ;  ail.). 

Ces  deux  Mémoires  contiennent  une  détermination  détaillée  de  tous  1^  groupes 
de  transformations  d*un  plan.  Le  premier  Mémoire  détermine  tous  les  groupes  de 
transformations  de  point,  le  second  tous  tes  groupes  de  transformations  de  contact 
d'un  plan.  II  est  toujours  possible  d'indiquer  toutes  les  équations»  dinTérentielIes 
qui  admettent  un  groupe  donné.  Là-dessus  on  peut  fonder,  comme  l'auteur  l'a 
déjà  signalé  en  1874  dans  les  IVachrichten  de  Gdttingue,  une  classification  des 
équations 

et  en  même  temps  uitc  méthode  rationnelle  d'intégration  de  toutes  les  équations 
qui  admettent  un  groupe  de  transformation. 

Lie  {S.).  —  Classification  des  surfaces  d'après  le  groupe  de  trans- 
formations de  leurs  lignes  géodésiques.  (Programme  universi- 
taire, p.  1-43^  Christiania,  1879)  (*)* 

L'auteur  s'occupe,  depuis  l'année  1873,  de  la  détermination  des  propriétés  des 
équations  différentielles  qui  restent  inaltérables  dans  toutes  les  transformations 
analytiques  de  ces  équations.  Pour  faire  connaître  la  portée  et  surtout  la  nature 
de  sa  méthode  de  recherches  par  un  exemple  propre  à  ce  but  et  en  même  temps 
important  par  lui-même,  il  prend  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésique$ 
d'une  surface  quelconque  et  cherche  leur  groupe  de  transformations. 

Si  l'élément  d'arc  d'une  surface  est  donné  par  l'équation 

</i«  =  F(«,7)</j:</r, 

les  lignes  géodésiques  seront  déterminées  par  l'équation   différentielle  du   second 
ordre 


dx^       dx    dx        dr  \dxj 


Si  maintenant  F  est  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  ^,  cette  équation  n'ad- 
mettra aucune  transformation  de  points  infinitésimale,  c'est-à-dire  que,  dans  ce 
cns  générai,  il  est  impossible  de  donner  à  x  et  à  ^  des  accroissements 

tels  que  chaque  li^jnc  géodésique  se  transforme  en  une  pareille  ligne  inCniment 
voisine. 

On  se  posera  maintenant  le  problème  de  déterminer  la  quantité  F  le  plus  gêné- 
ralemcnt  possible,  de  telle  sorte  que  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques 
admett(>  une  transformation  infinitésimale  (ou  même  plusieurs).  Il  existe  trois 
classes  de  surfaces  qui  remplissent  cette  condition  : 

1^  Ou   F,  par   l'introduction   d'expressions  convenables  x'(x),^-'(^)  à  U  plscs 


(')  Nous  réuni: sons  l'analyse  de  ce  travail  à  celle  du  Mémoire 
il  fait  suite. 
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de  x^y^  pourra  prendre  la  forme 

(A)  F  =  e"*(x— ^),     (a  =  coii§t.); 
Q^  Ou  F  pourra  prendre  la  forme 

(B)  r9»(x)-+-*(x); 

ici  j»  et  ^  sont  encore  assujettis  à  vérilier  deux  équations  diflerentielleB  qui  sont 
intégrées  dans  le  Mémoire; 

3*  Ou  enGn  F  pourra  prendre  la  forme 

ici  encore  j»  et  ^  sont  déterminés  en  fonction  de  leurs  arguments  par  deux  équa- 
tions diiTérentielles  ordinaires. 

Si  l'équation  des  lignes  géodésiques  admet  plusieurs  transformations  infinitési- 
males, il  existera  alors  deux,  trois  ou  huit  de  ces  transformations.  Dans  le  dernier 
cas,  la  surface  a  une  mesure  de  courbure  constante.  Les  deux  autres  cas  conduisent  à 
une  série  intéressante  de  familles  de  surfaces,  qui  sont  toutes  déterminées.  Nous  ci- 
terons seulement  les  suivantes  : 

F=:(.r— ^)«",     F=.>x-+-i,     F  =  x-h/>, 

A  R 


F^ 


(.-^-i-^-)'       (•'—.>■/ 


Si  une  surface  appartient  îi  la  classe  (K)  ou  ii  la  classe  (C),  la  détermination  de  ses 
lignes  géodésiques  n'exige  que  des  quadratures,  ou,  dans  certains  cas  remarquables, 
de  simples  diflerentiations.  Si  elle  appartient  à  la  classe  (A),  et  que  oc  soit  >  o,  on 
aura  alors  à  intégrer  une  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

Lie  (»S.).  —  Sur  les  surfaces  minima.  I,  II,  III.  (166-176,  224~^33, 
340-35 1  ;  ail.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  minima. 
II.  [Mathematische  Annalen.) 

M.  Henneberg  a  fait  voir  qu'une  surface  minimum  qui  a  une  ligne  géodésiquo 
plane  ne  peut  être  algébrique  que  si  cette  ligne  est  la  développée  d'une  courbe  algé- 
brique plane.  Ce  théorème  subsiste  encore  si  Ton  considère  une  ligne  de  courbure 
au  lieu  d*une  ligne  géodcsique.  Si  une  surface  minimum  est  tangente  k  une  surface 
cylindrique  suivant  une  ligne  géodésique  non  plane,  la  surface  sera  toujours  algé- 
brique si  la  ligne  géodésique  elle-même  est  algébrique.  \a  surface  minimum  qui  est 
tangente  à  la  surface  développée  (surface  polaire)  d'une  courl>6  gauche  algébrique, 
suivant  le  lieu  des  centres  de  courbure,  est  algébrique.  Une  telle  surface  est  en 
même  temps  inscrite  dans  les  surfaces  polaires  de  toutes  les  courbes  focales  de  lu 
courbe  gauche  donnée.  A  toute  surface  minimum  algébrique  correspondent,  dans 
tous  les  cas,  00'  courl)es  gauches  algébriques  dans  les  surfaces  polaires  desquelles 
la  surface  est  inscrite.  En  particulier,  il  existe  x'  surfaces  p(daires  qui  lui  sont 
tangentes  suivant  le  lieu  des  centres  de  courbure. 

Les  canes  tangents  à  une  surface  minimum  algébrique  la  touchent  suivant  od' 
courbes  algébriques. 

A  ces  courlies  correspondent,  sur  la  surface  de flrxiim  de  Bonnet,  les  oc'  courbes 
buîvanl  Iciiquelles  cette  surface  tourbe  les  surface»  polaires  dont  nous  venons  de  parler. 


SECONDI-;  l'AIlTIlî. 
Tout  cAue  ulgeliriqiiv  eit  Unijenl  à  ac'  surfacea  miiiiuia  i 
■k'Ii'rmincr  par  une  même  conslruction  élé|;aiile. 

Si  parmi  les  plan»  tanQenti  ■  une  Barbce  miiiimiiin 
suivant  une  loi  alcrbrique  arbilmire,  un  nombre  simple 
loujoura  uito  di'veinppablc  algébrique,  dam  laquelle  oc 
rncr<  minima  at|^brlques,  qui  seront  susceptibles  d'une  tx 
la  turfuce  polaire  d'une  courbe  gauche  algébrique,  il  i 
icririi  (•*  sarracea  minima  algébriques. 

Lu  siirrace  minimum  la  plus  générale  qui  puiise  èlre  i 
■emUablea  à  elles  s'obliendra  en  poMnl 


F(.)  =  (C, 


^C..)»- 


Imuyden  (H.).  —  Sur  la  lumière  zodîaca 

Dans  la  première  Partie  de  ce  traiail,  l'auteur  examine 
atidlirale  pour  un  horiiun  donné,  supposant  qu'elle  se  li 
•  une  elongatieii  donnée  du  Soleil.  Le  résultat  est  prés< 
touin  l'année  et  pour  quatre  laiiludeit,  o*,  lï'iy,  4i*  c 
la  bautenr  du  poiol  de  récliptique,  qui  est  de  70*  distat 

Uni,  d'après  Schmtdl  ^  Alhànat].  quand  la  hauteur  du  : 
l'auteur  îoclitie  a  prérérer,  puur  det  contrées  plus  bore 
par  Je»  obsorration»  plus  inciennei. 

UfUt  la  seconde  Partie,  l'aiileur  difend  cette  manière 
indiirale  comme  lié.-  au  Soleil  contre  une  Ihéurie  de  M.  1 
dans  les  Mémoires  de  la  Sorirlà  degli  Sprtlroicapini  i 
dIscnisioD  des  ubservationi  de  Jones,  f.iiles  eu  i8JÎ-itJ3 
Selo-i  mie  théorie,  la  lumière  loJiacale  est  liée  ii  la  Te 
les  couHntion»  de  M.  Serpieri  sont  mal 


ruiea 


.rplusi. 
m  quart 


l'opinion  plus  ancien  ne,  ma 
de  Scliiaparelli,  l'acrord  n 


lire  quatre  minutes.  Contre  ce 
seuleueiilcmisecammccoujc 
IuminecBparleSokil.il  mont 

cale  du  pbëiiomcae  porte  la  pensée  aux  coniOIes,  dont  le 
a  l'odiptique.c'esl.àHiirc  le»  comètes  aux  courtes  périodes, 
lintrl-qualre  apparitions  de  comète»  connues,  dont  quarai 
comètes  ayaiil  des  période»  au-dessous  de  huit  ans;  l'aulc 
que  la  fréquence  des  comètes  vues  du  Soleil  a  ete  dii  ■  < 
une  lone  de  ao"  de  laideur  de  part  et  d'autre  de  l'eciîp 
tur  le  ciel.  Rien  n'est  donc  plus  naturel  que  de  »uppos( 
nit-leoriles.  Pour  calculer  la  lumièrv  émise  par  un  tel  au 

p1ii|ue  11  coitcard:ince  reiuarquabb'  Ji'i  dislancet  B|>belii 
période»  (conséquence  vraisembliil'le  de  ™  .pie  l.->  péri. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  191 

Tactiuii  de  Jupiter).  Suppoi|pDt  que  les  périhélies  soient  distribués  également  dès 
la  surface  du  Soleil  jusqu'aux  distances  où  ils  cessent  d'être  périhélies,  il  troure 
l'expression  de  la  densité  relative  des  météorites  en  deux  cas  extrêmes  :  i**  s'ils  ont 
tous  une  distance  aphélie  commune  (Q),  ce  qui  est  approximativement  le  cas  pour 
les  comètes  aux  courtes  périodes,  et  2"  si  les  distances  aphélies  sont  distribuées  éga- 
lement entre  une  certaine  valeur  Q^  et  rinfini,  savoir 


'"  VQ 


''--7^--^.'''''""{\/l-^\/^'i) 


(V 


'"'^^l'-'i^^i^y-'Hy'"-} 


r  étant  la  distance  au  Soleil,  K  et  K'  des  constantes;  les  coefficients  ont  les  valeurs 
suivantes:  a  =  o,o36,  ^  =  o^i\5,y  =  0,0 1 8,  ^=  0,049* ••*  ^^  calcul  numérique,  où 
l'auteur  a  employé  les  valeurs  Q  =  5,8  (  moyenne  des  distances  aphélies  des  comètes  à 
courte  période)  et  Q»  =  5,  la  distance  de  la  Terre  étant  Tunité,  montre  que  les 
valeurs  de  D  et  de  D'  sont  presque  identiques  jusqu'à  la  distance  a  ou  3,5  et  très- 
peu  différentes  jusqu'à  la  distance  4*  et  que,  à  cause  de  la  prédominance  du  pre- 
mier terme,  la  densité  de  l'amas  des  météorites  est  à  peu  près  inversement  propor^ 
ùotinelle  à  la  racine  carrée  de  la  distance  au  Soleil,  au  moins  jusqu'à  la  distance  3 
uu  4* 

Après  cela  vient  le  calcul  de  la  quantité  de  lumière  émise  par  un  cône  ou  pyramide 
do  cet  amas,  ayant  le  sommet  à  la  Terre  et  l'unité  de  surface  sur  le  ciel  pour  base. 
Employant  la  loi  approximative  de  densité  énoncée  ci-dessus  et  la  formule  de 
Lambert  pour  l'éclat  d'une  planète,  la  forme  sphérique  pouvant  être  prise  comme 
In  moyenne  de  toutes  les  formes  irrégulières  des  météorites,  on  trouve  la  quantité 
cherchée  de  lumière  : 


'^ /       (  sln  «  —  a  cos  se  )  v^sin  a  d*a, 

ncy  siiif  ^ 


C  étant  une  constante,  e  l'angle  à  la  Terre,  a  l'angle  (extérieur)  au  météorite  du 
triangle  formé  par  le  Soleil,  la  Terre  et  la  météorite;  a,  est  la  valeur  de  a,  peu 
diiToirentc  de  180",  correspondant  à  la  distance  limite  (R)  de  la  lot  de  densité. 
I/efiectuation  de  l'intégration  donne,  si  <f=  90, 

L     \         U*/  sin*<» 

I    /        ee.        I    sina.        1.3  sin'a.  \1 

\\         2        2       5  2.4        9  / 


où  K  est  l'intégrale  elliptique  complète  de  module  ^  —  1  et  u  la  même  intégrale 
avec  la  limite  supérieure  y/^ne.  Si  *  5  90*»  on  trouve  la  même  expreesion,  seule- 
ment avec  //  au  lieu  de  2K  —  n. 

Pour  le  calcul  numérique,  l'auteur  pose  R  =  4*  ^^  conséquence  du  précédent; 
donc,  siny»  =  \  sin<r.  Mais  il  remarque  que  la  substitution  de  R  =  <x>  eta»  =  i8o* 
ne  modifie  (|ue  peu  le  résultat.  L'éclat  relatif  du  ciel  le  long  du  zodiaque,  ainsi 


iga  St:CONUIi   l'AHTIK. 

Mlfulr,  otl  (inw!Ht«  ilan.  Ii-  Uljin.iii  tnltiirii  : 


Soleil  ne  |icut  m  voir  que  petidant  le* 
le  camni(  li  Couronne,  qui  a  Umjvnr»,  d'api^ 
vuiiDUt,  un  aiiuiinirineni  >ur  l'ÉrlipUquo. 

A  11  lin,  l'aulcur  fait  meiitlDd  ilo  In  luniiér«  <i'i>p[H>&itliin,  i 
i|ui  u'ml  p»  une  c<iuiéi|ueiice  de  U  ihdurin  préLinlpiiIe. 
unie,  aouB  certaînea  cundilinna,  vomme  pbiiiionêiie  cosinlque. 

t«a  uliier*«tio[it  dn  celte  lumUre  faillie  aonl  puurUitit  trop  ( 
il  eft  remarquable  que  taon  ou  le  menlionae  jamaii,  liien  qu'lt  ail  < 
foi)  U  lumière  todiacale  a'eleudaiit  aitr  liiul  lu  lodiaque.  D'apria  Sehl 
lie  pi'iil  le  voir  ausal  bien  quand  l'air  Ht  tr^i-pur  qiw  quand  il  j  eal  ■ 
l'be  dl  liruiDoiu  ■,  ce  qui  rend  vraiiuDibtible  l'idée  qu'il  a'agii  ici  d'une 
KfFhÎHrnenl  atmoipberiquf, 

H. 


dl 


COIIPTES  RK.NOL'S  iiBBt>o«.»intiiBs  uks  sévices  iie  t-' 

Tome  LXXXK;   1879. 

^"  1;    7  jlillel- 

.S)  tvc.itcr.  —  Sur  la  valeur  iiiuyciiiic  des  cocnicieDls  dai 
pciucDt  d'un  détLTDiinaat  gauclic  ou  symi-irique  d'un  o 
nimenC  grand  ut  sur  les  de' Le r minants  doublement  gaucl 

M.  Caylcy  a  nionlré  que,  li  le  nombre  dd  termes  diatincis  dana  l«  4é% 
d'un   déterminant  «ïmélfiqua  de  l'ordre  ;e  e«I  1 .1,3. .  .^n      a    aura 


dariffl 
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/     I* 

-H 

tioii  génératrice  — »  M.  Sylvester  a  montré  de  ton  côté  que,  si  le  nombre  des 

termes  distincts  dans  un  déterminant  gauche  de  Tordre  2x  est  i  .3.5. .  .(ax — i)ai,) 

cj^  aura  pour  sa  fonction  génératrice  i  / ;  la  somme  des  coefficients,  pris  tous 

positivement,  étant  [i  .3.5. .  .(s a.* —  i)]*,  on  a  les  éléments  suffisants  pour  arriver  à 
la  solution  de  la  question.  Dans  la  Communication  actuelle,  M.  Sylvester  donne 
seulement,  pour  la  valeur  moyenne  des  coefficients,  une  formule  approchée;  dans 
une  Communication    du   8  septembre  (p.  49^)»   il   donne    pour    résultat    exact 

' x4,  OÙ  l'on  doit  supposer  x  infini. 

Les  déterminants  doublement  gauches  sont  gauches  par  rapport  à  l'une  etii  l'autre 
des  deux  diagonales.  Pour  que  le  déterminant  ne  soit  pas  nul,  il  faut  que  l'ordre 
soit  divisible  par  4*  M.  Sylvester  donne  diverses  propriétés  de  la  racine  carrée  de 
ces  déterminants. 

,4ppelL  —  Sur  la  série  hypergéométrique  et  les  polynômes  de  Ja- 
cobî.  (3i). 

L*auteur  donne  le  développement  de  la  fonction  F(x)  définie  par  la  série  hyper- 
géométrique  F  («,  ^y  y,  x),  en  supposant 

•/  >  Of     t  >  •/  —  a  —  ,5  >  o, 

suivant  les  polynômes  de  Jacobi  définis  par  l'égalité 

X„  =  F(a-+-/3H-iw,  — /«,  y,  x). 

Les  coefficients  sont  indépendants  de  y.  En  posant  en  outre 

F«  =  F(a-+-/n,  —m,  b,  x), 
où 

^>o,     i>i  —  a>o, 

et  en  ne  supposant  plus  que  m  soit  un  entier  positif,  M.  Appell  montre  que  l'inté- 
grale 


j":^->il-xy-»V^V^Jx 


est  nulle  quand  on  prend  pour  m  et  m'  deux  racines  distinctes  de  l'équation  trans- 
cendante 

r(—m)r(aH-m)       _ 
r(^-f-w)r(*— a  — m)""     * 

où  K  est  une  constante  quelconque. 

Fouqué,  —  Sur  la  récente  éruption  de  l'Etna.  (33). 

Saussure  [H,  de),  —  Sur  la  récente  éruption  de  TEtna.    (3f>). 
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Baudrimont  (-^.  ).  —  Evaporation  de  l'eau  sous  rinllueiice  de  la 
radiation  solaire  ayant  traversé  des  verres  colorés.  (4^)- 

N^'S^  H  jiillcl. 

SeiTet  [J.'A,).  —  Addition  à  mon  Mémoire  sur  le  principe  de  la 
moindre  action.  (57). 

Foir  le  Bulletin^   i'*  série,  t.  Il,  p.  97.  L'auteur  donne  une  trantrormation  de» 
équations  (49)  et  (Su). 

Picard  {£.).  —  Sur  une  application  de  la  tbéorie  des  fonctions 
elliptiques.  (74)» 

Étude  de  Téquation 

rf"  >-         , .  sn  X  en  X  </r 

-r-:  -H  nhr f-  -4-  a  r  =.  o, 

</x*  iitijc      dx 

où  n  est  un  entier  positif  et  a  une  constante  quelconque.  Quand  n  est  pair,  l'inté- 
grale générale  est  toujours  uniforme.  C'est  une  fonction  doublement  périodique 
de  seconde  espèce.  M.  Picard  montre  comment  on  peut  former  une  solution  de  cette 
équation  exprimée  linéairement  au  moyen  de  la  fonction 


et  de  ses  n  —  i  premit»res  dérivées. 

Planté»  —  Roclierclie  sur  U's  eilets  de  la  machine  rliéosta tique. 

(76). 

Stephan.  —  Observations  faites  à  TObservatoirede  Marseille.  (  89). 

Callaudreau,  —  Sur  une  intégrale  déGnie.  (90). 

Pellei  (/:.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  au  premier.  (92). 

Soit  F  =  o  une.  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  m,  le  nombre  des  va- 
riables indépendantes  étant  /}.  Pour  que  l'équation  différentielle  V — a=o, 
d'ordre  fx  inférieur  à  m,  soit  une  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  F=o,  il 
faut  et  il  suffit  que  celte  équation  F  =  o  soit  satisfaite  pour  tout  système  de  Taletm 
des  dérivées  de  la  fonction  inconnue  d'ordre  supérieur  à  //,  satisfaisant  à  toutes 
les  équations  obtenues  en  prenant  les  dérivées  successives  de  l'équation  \  ss^m 
par  rapport  aux  n  variables  indépendantes. 

Ihollon.  —  Minimum  de  dispersion  des  prismes;  achronatlb 
de  deux  lentilles  de  même  substance.  (gS). 
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IS^  3^  21  jiillel. 

f'illarceau  ( JP. ).  —  Théorie  du  pendule  simple  a  oscillations  co- 
niques, en  ayant  égard  à  la  rotation  de  la  Terre.  (1 13). 

Recherches  analytiques  provoquées  par  les  expériences  de  M.  Dejean  de  Fonroque 
et  dont  les  résultats  contredisent  ces  expériences. 

Perrier  {£.).  —  Observations  astronomiques  et  mesure  d'un  are 
de  parallèle  en  Algérie.  (i3o). 

Peters  {E.),  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  Clinton  (Aew- 
York),  le  17  juillet  1879.  (M*^)- 

Picard  (E,).  —  Sur  une  généralisation  des  fonctions  périodiques 
et  sur  certaines  équations  diirérentielles  linéaires.  (i4o). 

Sur  les  ronctions/(j:)  telles  que  Ton  ait 

/(jr-i-  4K)   =k/(x)-^h/(x-h2K), 
/(x -4-  4  iK')  =  A/(x)  -+-  b/(x-H  a*  K'), 

A,  B,  k'f  W  étant  des  constantes.  Ces  fonctions  s'expriment  au  moyen  des  fouc' 
tions  H,  6 M.  Picard  applique  ces  résultats  à  l'équation 

(fr         dr 

OÙ/'  et  f[  sont  des  fonctions  doublement  périodiques:  quand  cette  équation  admet 
une  inté{;rale  uniforme,  cetle  intéj^ralo  peut  être  exprimée  au  moyen  des  fonc- 
tions H,  6,    ... . 

Ujcrhncs.  —  Expériences  hydrodynani!t|ues  avec  des  corps  vibrants, 
et  imitation,  dans  un  sens  inverse,  des  forces  de  Télectricité  sta- 
tique et  du  magnétisme.  (i44)' 

liouly,  —  Sur  un  phénomène  analogue  au  phénomène  de  Peltier. 

(i4«). 

Blond  lot .  —  Sur  la  capacité  de  polarisation  voltaïque.  (i48). 

Lippmann.  —  Action  du  magnétisme  en  mouvement  sur  rélectri- 
cité  statique;  inertie  de  l'électricité  statique.  (i5i). 

Denza,  —  Sur  les  lois  des  variations  de  réleclricité  atmosphérique 
déduites  des  observations  régulières  faites  à  l'Observatoire  de 
^Nloncalirri.  (1  53). 
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M.  Faje.  (aoa). 
David.  —  Siirlcsdé\clopj>ciiu'nU(lrs  luiiclîons  alg<-hrtqueft, 
.Stt^phnn.  —  Observations  de  pluiiOtes  iinuvilli-: 
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valuîrc  de  Marseille.  (  aa3)- 

Lucas  (!•'.). —  Sur  une  application  de;  la  M*-canii|nn  ratîoi 
la  théorie  des  équations.  (234). 

I.ci  rtcluei  I,.  I,,  ....  I,  (l'ms  équiU'an  (•nllirc  F(s)  =  0  élsnl  rqi 
■iilvatit  l'habiluilr,  pat  de*  pulntu,  (i  l'un  aUriliiir  à  ces  poïnla  l'uniU  de 
qu'on  aiiiipoH)  iiu'ili  rapouiH'iil  ua  {Hiini  niatérirl  F  d«  m<ni«  ma^Hi  en  i 
\ene  de  U  dialBiicc,  il  faut  ri  il  audit,  pour  nue  ce  poinl  toit  «u  «(|nrll 
coindilc  aïw  uno  ritino  de  IVquition  dvrlir». 

Il  en  réïulte,  p>r  excmpla,  quu  loul  eoutour  ferme  conveie  «urtroniunl 
dea  puiott  rapine*  de  IVqiiallon  prupoaM  eoiironne  pussi  In  groupe  de* 
cinet  de  l'equilioii  Jérin-c. 

Pdlat.  - 

nuz.  - 


-  Action  de  la  lumiéri'  sur  Jes  piles.  (  aay  ). 
Du  pouvoir  refroidissant  de  l'air  aux  proi 

!y°  i;  i  «II. 


\ 


t'ajc.  —  Sur  ledL-rnÎL'r  lomadodes  Mlats-Viiis,  cl  surltrs  an 
observations  de  troaibes  dues  à  Itull'on  ut  à  Spallanzaiii. 

Flammarion.  —  fHiservalioii  Av  roccult.ilio»   d'Autaj^ 
let  1879.(^92). 

Alouton.  —  Spectre  caloriiïque  normal  du  Solutl  eL  ^ 
pleine  incandescence  (Bourbouxe).  (a95}. 

Jlienard.   —   Observations    rrlathcs    û     la    Co 
M.  Mouton.  (398). 
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Léchai.  —  Des  vibrations  à  la  surface  des  liquides.  (299). 

Trêve,  —  Sur  les  courants  d'Ampère.  (3oi). 

Trêve,  — Sur  l'ai  tn  an  t.  (3o2). 

Gernez,  —  Distillation  des  liquides  sous  Tinfluence  de  rélectricité 
statique.  (3o3). 

N^  6^  11  ao<t. 

Daubrée,  —  Recherches  expérimentales  sur  l'action  érosîve  des 
gaz  très  comprimés  et  fortement  échauflés  \  application  à  l'his- 
toire des  météorites  et  des  bolides.  (325  ). 

Janssen.  —  Sur  l'éclipsé  du  19  juillet  dernier,  observée  à  Marseille. 

(340). 

Ledieu,  —  Deuxième  et  dernière  remarque  sur  les  Communications 
de  M.  Bouquet  de  la  Grye,  concernant  les  ondes  atmosphériques. 

(343). 

Poincaré.  —  Sur  quelques  propriétés  des  formes  quadratiques. 

(344). 

L'auteur  apporte  une  nouvelle  solution  du  problème  général  : 
«  Reconnaître  si  deux  formes  données  sont  équivalentes  et  par  quelle  substitu- 
tion on  peut  passer  de  l'une  à  Vautre,  a 

Sa  solution  repose  sur  Tintroduction  d'éléments  nouveaux  qu'il  appelle  nombres 
corrélatifs  ;  mais  la  Note  ne  donne  pas  le  développement  de  celte  théorie  nouvelle, 
qui  sera  sans  doute  publiée  d'une  manière  complète  ultérieurement. 

Gernez,  —  Distillation  des  liquides  sous  l'influence  de  l'électricité 
statique.  (348). 

Trêve,  —  Sur  les  courants  d'Ampère  et  le  magnétisme  rémanent. 

(33o). 

N«  7;  18  aoit. 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenwich  (transmises  par  l'Astronome  Royal, 
M.  G.-B.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  deuxième 
trimestre  de  l'année  1879.  (390). 

Syhester,  —  Table  des  nombres  de  dérivées  invariantives  d'ordre 
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et  de  degré  donnés,  appartenant  à  la  forme  binaire  du  dixième 
ordre.  (SgS). 

Pour  trouver  par  cette  Table  le  nombre  d'invariants  ou  de  covariants  fondamen- 
taux de  l'ordre  ta  et  du  degré  ^,  on  cherche  le  chiffre  situé  au  point  de  coocours  de 
la  colonne  w  et  de  la  ligne  o. 

Les  Tables  analogues  pour  la  forme  binaire  de  l'ordre  7  et  de  l'ordre  8  ont  déjà 
paru  dans  les  Comptes  rem/us ^  celle  pour  l'ordre  9  dans  Vjémeriean  Journal 0/  Ma- 
thematicSy  en  sorte  que  l'on  connaît  aujourd'hui  le  système  complet  des  covariants 
et  invariants  pour  toutes  les  formes  binaires  de  degré  inférieur  à  n. 

• 

Lalanne.  —  Métliodes  de  calcul  graphique  ^  emploi  de  ces  méthodes 
pour  la  rédaction  des  projets  que  comporte  le  développement  du 
réseau  des  chemins  de  fer  français.  (Sgô). 

Alexéief,  —  Intégration  des  irrationnelles  du  seconddegré.  (4o3). 

M.  Alexéief  avait  fait  connaître,  dans  une  des  séances  de  la  Société  Mathématique 
de  France,  un  procédé  d'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  N.  Dans  la  Note 
actuelle,  il  indique  quelques  applications  de  sa  méthode  au  calcul  des  intégrales 
irrationnelles  du  second  degré. 

Habich  [Ed.),  —  Observations  relatives  à  une  Note  de  M.  Tabbé 
Aoust  sur  le  mouvement  d'une  droite  dans  un  plan.  (4o5). 

Bouquet  de  la  Grje.  —  Etude  sur  les  ondes  atmosphériques; 
équation  mensuelle  lunaire.  (4o6). 

Forel  (^.  ).  —  Scintillation  des  flammes  du  gaz  d'éclairage.  (4o8). 


\^  8;  25  août. 

Mouchez.  —   Découverte  de  deux  comètes.  (425). 

Léauté,  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  d'un  régulateur  à 
boules  quelconque  le  degré  d'isochronismc  qu'on  veut  et  de 
maintenir  ce  degré  d'isoclironisme  pour  toutes  les  vitesses  de 
régime.  Théorie  générale.  (43 1). 

Cruls,  —  Sur  quelques  étoiles  multiples,  d'après  les  observations 
faites  à  TObservatoirc  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (435). 

Amagat,  — Recherche  sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pres- 
sions élevées/  (437). 
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N°  9;  i'^'  septembre. 

Faje.  —  iSote  sur  la  théorie  mathématique  des  oscillations  d*un 
pendule  double,  par  M.  Peirce.  (462). 

Los  instruments  modernes  dont  eu  se  sert  pour  étudier  la  cavité  au  moyen  du 
pendule  ont  présenté  quelques  défauts;  le  pied  métallique  des  appareils  et 
même  le  pilier  en  pierre  qui  les  porte  sont  affectés  sensiblement  par  les  oscillations 
du  pendule.  Pour  éviter  des  corrections  délicates,  M.  Faye  su(r{;éra  l'idée  de  placer 
sur  un  même  support  deux  pendules  égaux  oscillant  en  sens  contraires  dans  la 
même  amplitude.-  A  la  suite  d'une  étude  mathématique  de  ce  système,  M.  Peirce 
se  prononce  très -nettement  en  faveur  de  la  méthode  du  double  pendule. 

Faye,  —  Note  sur  les  expériences  de  M.  Langley  permettant  d'ar- 
river à  quelques  évaluations  sur  la  température  solaire.  (4^3). 

Janssen.  —  ]Note  sur  les  températures  solaires.  (463). 

Cnlignj  [A,  de).  —  Sur  un  moyen  de  diminuer  la  perte  de  force 
vive  dans  un  ajutage  divergent  de  grandes  dimensions  dont 
Tangie  est  trop  ouvert  et  qu'on  peut  diviser  en  plusieurs  par  des 
surfaces  coniques  ayantlemème  axe.  (470* 

Leaulé,  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  d'un  régulateur  à 
boules  quelconque  le  degré  d'isochronisme  qu'on  veut  et  de 
maintenir  ce  degré  d'isochronisme  pour  toutes  les  vitesses  de 
régime.  Règles  pratiques.  (473). 

iV®  10;  8  scplcabre. 

Sy L'ester,  —  Sur  la  valeur  moyenne  des  coefficients  numériques 
dans   un   déterminant    gauche   d'un    ordre   infiniment   grand. 

(497)- 

foir  plus  haut,  n°  1,  7  juillet. 

M  11;  13  septembre. 

Jlcnvj, —  Observations  de  la  comète  Hartwig  et  de  la  planète  Pal  las, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (Sop). 

Tacchini.  —  Observations  du  Soleil  pendant  le  deuxième  trimestre 
de  l'année  1879. 
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N""  12^  22  septembre. 

Willote  {H.).  —  Essai  ihéorique  sur  la  loî  de  Dulong  et  Petîl. 
Cas  des  gaz  parfaits.  (54o). 

N^"  13;  29  septembre. 

Tisserand,  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  rinclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  est  quelconque.  (553). 

Sainte- Claire  Deville  et  Mascart.  —  Construction  de  la  règle 
géodésique  internationale  et  détermination  de  ses  points  de 
contrôle.  (558). 

TVillotte.  —  Essai  théorique  sur  la  loi  de  Dulong  et  Petit.  Cas  des 
corps  solides,  liquides  et  vapeurs^  corps  composés.  (568). 

Decharme,  —  Formes  vibratoires  des  bulles  de  liquide  glycérîque. 

(57")- 
Peters.  —  Découverte  de  deux  petites  planètes.  {5y6). 


MA^rEMATHHECKin  CDOPHlIK'b,  Hs^anacMiM  Mockobcrhmt,  Ma- 

TeMaTHHCCKHMTï    OÔIUCCTBOMTj    (  *  ). 

Tome  IX,  I""^  et  IV  cahiers;  1878-79. 

Zilof  [P,),  —  Recherches  expérimentales  sur  la  polarisation  dié- 
lectrique dans  les  liquides.  (5-64). 

L'auteur  remarque  que,  jusqu'à  présent,  la  théorie  de  la  diélectricité  des  liquides 
a  été  peu  étudiée. 

Excepté  les  expériences  de  Faraday,  dont  l'exactitude  n'est  pas  rigoureuse,  et  le 
théorème  de  Helmboltz,  qui  n'a  jamais  été  vérifié  par  l'expérience,  rien  n'a  été  fait. 
Les  expériences  faites  par  l'auteur  ont  eu  pour  résultat  cette  Yérification  :  il  en  ré- 


(')  Voir  Bulletin,  II,,   n. 
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sulio  encore  la  preuve  du  fait  que  le  milieu  environnant  les  masses  électriques 
exerce  une  influence  sur  Taction  réciproque  de  ces  masses. 

Le  Mémoire  se  compose  de  trois  Chapitres  : 

Le  premier,  intitulé  La  théorie  du  potentiel  diélectrique,  explique  certains  faits 
de  cette  théorie  qui,  jusqu'à  présent,  étaient  peu  remarqués. 

Le  deuxième,  intitulé  Recherches  expérimentales  sur  la  polarisation  des  isolateurs 
solidrs  et  gazeux,  est  consacré  à  l'examen  des  expériences  faites  précédemment. 

Dans  le  troisième,  Tauteur  expose  ses  propres  expériences,  faites  à  lierlin,  dans 
l'Institut  physique  de  Helmholtz  (*). 

Sabinine  [E.-F.),  —  Contribution  au  Mémoire  de  Caucliy  sur 
l'intégration  des  équations  difierenti elles  (2). 

A  propos  de  ce  Mémoire,  l'auteur  démontre  que  cette  méthode  peut  être  appliquée 
à  la  détermination,  à  l'aide  des  séries,  des  intégrales  des  équations  diflerentielles 
linéaires  d'un  degré  quelconque. 

Oumof  [N.'A.),  —  Des  relations  réciproques  fictives  entre  lef> 
corps  solides  plongés  dans  un  milieu  d'élasticité  constante.  (72- 
108). 

Supposons  un  milieu  d'élasticité  constante  remplissant  l'espace  illimité,  à  l'ex- 
ception de  certaines  parties  limitées,  occupées  par  les  corps  solides.  Les  surfaces  de 
ces  corps  éprouveront  soit  une  tension,  soit  une  pression,  qui  pourrait  produire 
sur  eux  des  effets  pareils  à  ceux  que  produiraient  certaines  actionH  réciproques 
existant  entre  ces  corps. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  la  détermination  des  caractères  et  des  conditions 
nécessaires  à  ce  que  cette  action  soit  possible. 

Sougaïef  (A^.-/^.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations 
fonctionnelles.  (log-iiS). 

Les  équations  de  deuxième  classe  et  du  premier  ordre  de  la  forme 

F[x,'/.(a,xJ,5>(«,a:)] 

s'intègrent  par  la  méthode  de  Laplace. 

Cette  méthode  peut  être,  dans  certains  cas,  remplacée  avantageusement  par 
une  autre  où  l'intégration  de  ces  équations  peut  être  amenée  à  l'intégration  d'une 
équation  à  différences  finies  du  deuxième  ordre. 

Liventsof[u4,'I,).  —  Sur  la  métliode  de  résolution  du  problème 
d'Abel,  par  M.  Lctnikof.  (114-120). 

Ce  problème  est  :  «  Trouver  une  fonction  F(/9, a)  telle  que  l'intégrale  définie 


S. 


X 


F(^,a:)ô(^,«)^^, 


(*)  Les  résultats  de  ces  expériences  ont  été  publiés  en  1877  dans  \q%  Annales  de 
Poggendorff^  i.  XV,   i'|. 

(')  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique^  t.  I,  p.  339-3  |0. 

Bull,  des  Sciences  math.,  a*  Série,  t.  IIL  (Novembre  1^79.)  R»  lu 
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où  la  roiiclion  (/3,  a)  soit  une  ionction  de  oe,  ue  contienne  pag  x,  •  Ce  sont  les  con- 
diiions  pour  que  F  et  0  aient  une  certaine  forme  déterminée  que  l'auteur  cherche  à 
trouver.  Il  résulte  de  ses  recherches  que  la  méthode  de  M.  Letnikof,  tout  en  pa- 
raissant, à  première  vue,  très-générale,  ne  s'applique  qu'exclusivement  à  la  solution 
du  problème  d'Abel. 

Ou7nof[IV.-A.),  —  Du  mouvement  statîonuaire  derélectrîcité  sur 
les  surfaces  conductrices  d*une  forme  quelconque.  (120-127). 

Minine  (ué[,-P.).  —  Des  séries  numériques  se  trouvant  en  liaison 
avec  les  intégrales  numériques.  (i28-i36). 

Désignons  par//,//,  p^,. . .  une  série  de  nombres  liés  suivant  une  loi  quelconque 
avec  un  nombre  entier  et  positif  1?,  et  par  F  la  caractéristique  d'une  certaine 
fonction  numérique  ;  la  somme  ¥{p')  -*-  F(/>'')  -*-  F (/»*')  -h  . . .  sera  l'intégrale  numé- 
rique. 

Peterson  [K.-M.),  —  De  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  (Seconde Partie.)  Voir  t.  VIII,  p.  291  (*).  (iS^-ipS). 

Le  présent  Mémoire  contient  les  §§  1 1|  12,  13, 14  et  15  traitant  des  sujets  suivants  : 
i*>  Équations  linéaires,  bilinéaires  et  alinéaires  aux  dérivées  partielles; 
'ji**  Équations  bilinéaires; 

3®  Équations  bilinéaires  des  deuxième  et  troisième  ordres; 
4**  Équations  simultanées; 

5®  Intégrales  des  équations  simultanées,  indéterminées,  intermédiaires  et  parti- 
culières. 

^iiidréief  [K.-A,), —  Des  affinités  géométriques  dans  leur  applica- 
tion au  problème  de  construction  des  lignes  courbes  (^).  (ig4- 

•'•87  )• 

Sofxolof{^.).  —  Problème  de  la  torsion  des  prismes.  (288-33g). 

La  solution  de  ce  problème  obtenue  par  Saint-Venant,  dans  son  Mémoire  Sur  la 
torsion  des  prismes,  par  une  méthode  purement  géométrique,  quoique  simple  et  facile 
à  saisir,  ue  présente  pas  cette  exactitude  rigoureuse  que  peut  donner  la  méthode  ana- 
lytique. Quant  aux  études  analytiques  faites  par  Clebsch  dans  sa  Théorie  der  Eias- 
ticitàt  fester  Korper  et  par  Thomson  dans  sa  Natural  Philosophy^  le  problème  y  est 
plutôt  posé  que  résolu. 

L'auteur  se  propose  de  remplir  cette  lacune  ;  il  traite  ce  problème  dans  son  Mémoire 
d'une  manière  détaillée  à  l'aide  des  coordonnées  curvilignes,  et  donne  des  formules 
générales  pour  deux  formes  de  cylindres  limités  par  des  surfaces  isothermes. 

Tchehjchef[P,^L,),  —  Des  articulations  simples.  (34o-35i). 

A.  P. 


(  '  )  Voir  Dulletiii,  II,,  21 . 

{*)  Voir  liitiletiii^  III,,  3.'>,  l'analyse  de  ce  Mémoire  par  M.  Rougaïef. 
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MONTHLY  NOTICES  op  the  Royal  Astronomigal  Socibtt  of  London  ('). 

Tome  XXXIX;  novembre  1878  à  juin  1879. 

Todd  (C).  —  Observations  faites  en  1877  ^*  l'Observatoire  d'Adé- 
laïde. (1-22). 

Les  observations  les  plus  importantes  sont  relatives  aux  occultations,  éclipses  et 
passages  des  satellites  de  Jupiter;  leur  nombre  est  de  318. 

Denning  [TV.-F.).  — Note  sur  les  essaims  météoriques  de  juillet 
à  décembre,  d'après  les  observations  faites  en  dehors  de  l'Angle- 
terre. (a2-3i). 

I<e  dépouillement  des  Catalogues  de  Hcis,  Weiss,  Zezioli,  Schiaparelli  et  Konkoly 
a  conduit  M.Denning  à  la  détermination  de  79  points  radiants  dont  il  donne  la 
position  et  dont  il  fait  connaître  Timportance.  Plusieurs  d'entre  eux  étaient  déjà 
connus  par  les  recherches  antérieures. 

Prilchard  (C).  —  Note  sur  les  travaux  et  les  constructions  com- 
plémentaires de  l'Observatoire  de  l'Université  d'Oxford.  (32-34). 

Les  travaux  consistent  dans  ta  mesure  des  photographies  de  la  Lune  obtenues 
avec  le  miroir  de  i3  pouces  de  M.  de  la  Rue  et  dans  des  observations  de  la  position 
relative  de  4^  étoiles  des  Pléiades.  Il  a  été  construit  une  bibliothèque  avec  salle 
de  lecture,  et  des  instruments  sont  à  la  disposition  des  étudiants. 

Bachhouse  (T.^W,),  —  Sur  le  spectre  de  la  nouvelle  étoile  du 
Cygne.  (34-37). 

La  position  des  lignes  lumineuses,  telle  qu'elle  est  déterminée  par  Tantear,  s'ac- 
corde généralement  avec  celles  données  par  MM.  Cornu,  Vogcl  et  Copeland; 
M.  Backhouse  signale  cependant  deux  lignes  brillantes  de  plus. 

Smjth  [Piazzi),  —  Note  sur  la  ligne  B  du  spectre  solaire  et  les 
bandes  moins  réfrangibles.  (38-{3). 

Le  professeur  Piazzi  a  réussi,  en  employant  un  speetroscope  assez  paissant  et  an 
cours  d'un  séjour  à  Lisbonne,  à  résoudre  nettement  en  lignes  flnes  les  bandes  voi- 
sines de  B;  il  a  même  pa  mesurer  la  longueur  d'onde  de  trente-dnq  d'entre  elles, 
La  Note  du  savant  directeur  de  l'Observatoire  d'Edimbourg  est  accompagnée  d'une 
planche. 

Schuster  {y^»)-  —  Quelques  remarques  sur  Téclipsc  totale  du 
29  juillet  1878.  (44-47). 


(  •  )   Voir  Bnllé'Un,  lî„  '>o3. 

B  .16. 
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Les  observations  de  M.  Schuster  à  Las  Animas  (Colorado)  ont  montré  que  la  cou- 
ronne n*a  été  visible  que  G  secondes  après  le  commencement  de  la  totalité;  que  sa 
lumière  est  en  partie  de  la  lumière  propre  et  en  partie  de  la  lumière  réfléchie;  que 
l'intensité  de  la  polarisation  augmente  à  partir  des  bords  de  la  Lune  jusqu'à  une 
certaine  distance  et  diminue  ensuite  régulièrement. 

Pcnrose  [F.-C.).  —  L'éclîpse  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878. 

{48-5i). 

L'auteur,  qui  observait  à  Denvcr  (Colorado),  donne  un  dessin  et  une  description 
de  la  couronne  et  des  gloires. 

GUI  (D,),  —  Note  sur  Tétat  d'avancement  des  réductions  des  ob- 
servations faites  pendant  son  expédition  à  T Ascension.  (5 1-72). 

Les  observations  relatives  à  la  longitude  et  à  la  latitude  sont  complètement  ré- 
duites ;  la  position  de  la  station  est  : 

Longitude  ouest  de  Greenwîch .     o^57"39" 

Latitude  australe ^^Sg' i5%5 

Les  constantes  nécessaires  à  la  réduction  des  observations  des  distances  de  Mars 
sont  elles-mêmes  déjà  calculées. 

Neison  (E,),  —  Note  sur  la  correction  apportée  par  M.  Newcomb 
à  la  valeur  de  Taccélération  séculaire  de  la  Lune  adoptée  par 
Hansen.  (72-75). 

L'exactitude  avec  laquelle  les  anciennes  éclipses  peuvent  être  représentées  rend 
probable  que  les  marées  sont  sans  action  sur  la  rotation  de  la  Terre. 

Pritchar^d  {€.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Teni- 
pel  à  son  passage  de  1878.  (75). 

Tebbutt  (7.). —  Observations  delà  comète  d'Encke,  faites  à  Wind- 
sor (N.-S.-W.)  eu  août  1878.  (75-76). 

Burnham  [S, -TV,),  —  Note  sur  les  Catalogues  et  les  observations 
d'étoiles  doubles  à  l'Observatoire  de  Deabom.  (76). 

Glaisher  (J,-1V,-L,),  — Sur  la  loi  de  variation  de  la  force  qui, 
passant  toujours  par  un  point  donné,  donnerait  au  corps  sur  le- 
quel elle  agit  une  orbite  conique.  (77-91). 

Le  problème  a  été  complètement  résolu  par  MM.Darboux  et  Halphen  ;  M.  Glai&her 
examine  comment  il  peut  se  résoudre  par  les  méthodes  développées  autrefois  par 
Newton. 

Lweing  [F.-H,),  —  Sur  une  disposition  spéciale  des  chercheurs 
pour  les  instruments  d'azimut  et  d'altitude.  (91-96). 


i 
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Sqfford  [T.'H.).  —  Note  sur  l'étoile  2935  de  Bradley.  (96-97). 

L'étoile  a  un  mouvement  propre  assez  rapide,  représenté  par  les  deux  formules 
sulTantes  : 

M=:2a»'3-ii',38  — o%o64(t.  i855}, 

(j0  =  82'»io'i3',i  —  o>5(t.  i855). 

GUI  (-0.). —  Comparaison  des  observations  méridiennes  des  étoiles 
de  Mars  faites  dans  les  différents  Observatoires.  (98-123). 

La  discuuion  rigoureuse  des  ascensions  droites  des  étoiles  de  Mars,  telles  qu'elles 
résultent  des  observations  multiples  faites  dans  divers  Observatoires  d'Europe  et 
d'Amérique,  a  montré  à  M.  Gill  qu'il  existe  entre  les  déterminations  des  divers  éta- 
blissements des  erreurs  systématiques,  qui  résultent,  suivant  lui  : 

\^  D'une  différence  dans  les  positions  des  étoiles  horaires; 

2®  D'une  irrégularité  dans  la  forme  des  pivots,  irrégularité  qui  produit  des  varia- 
tions dansl'azimutde  l'instrument,  et  probablement  aussi  de  flexions  dissymétriques 
dans  les  tubes  des  lunettes,  flexions  qui  doivent  avoir  pour  conséquence  une  varia- 
tion de  collimation  avec  la  hauteur; 

3®  Une  erreur  ou  une  équation  personnelle  dépendant  de  l'éclat  de  l'astre  ob- 
servé. 

11  est  certain,  dit  M.  Gill,  qu'une  erreur  de  cette  dernière  espèce  doit  exister  dans 
les  observations  chronographiques,  et  des  observations  directes  de  M.  de  Bakhuyzen 
font  voir  qu'elle  se  retrouve,  quoique  à  un  degré  moindre,  dans  les  observations 
faites  par  la  méthode  de  l'œil  et  de  l'oreille. 

Après  avoir  fait,  autant  que  possible,  la  part  de  ces  diverses  sources  d'erreurs, 
M.  Gill  termine  son  Mémoire  par  un  Tableau  des  ascensions  droites  et  des  décli- 
naisons des  étoiles  qui  lui  ont  servi  pour  les  observations  kéliométriques  de  Mars. 

Gill  {D.).  —  Observations  de  a  du  Centaure,  faites  à  T Ascension 
en  1877,  avec  Théliomètre  de  lordLindsay.  (123-126). 

Hall  [Maxwell),  —  Additions  à  son  Mémoire  sur  la  théorie  des 
systèmes  sidéraux.  (127-132). 

L'auteur  trouve  un  accord  satisfaisant  entre  les  déterminations  expérimentales  de 
parallaxes  et  de  grandeurs  des  mouvements  propres  et  l'hypothèse  que  le  Soleil  et 
les  étoiles  voisines  tournent  autour  d'un  point  situé  par  9**  i5'  d'ascension  droite  et 
63** aS'  de  distance  polaire  nord,  et  à  une  distance  du  Soleil  égale  à  3i  millions  de 
fois  la  distance  de  la  Terre  an  Soleil. 

Downing  [ji.'TV.),  — Réduction  des  distances  polaires  nord  du 
Catalogue  du  Cap  à  celles  du  Catalogue  étalon  d'Auwers.  (i33- 

.37). 

Pichcring   [TV.-H.),  —  Note  sur  Téclipse  totale   de   Soleil  du 
2  juillet  1878.  (137-139). 

La  couronne  est  polarisée  dans  un  plan  passant  par  le  Soleil. 
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Airy  (G.'B.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  masse  de  Mars. 

(140-141). 

uéii'j  [G.-B,).  —  Note  sur  la  conjouctîon  de  Mars  et  de  Saturne  le 
3o  juin  187g.  (i4i-i4^)- 

M.  Dunkiu  a  préparé  une  Carte  donnant  les  positions  respectives  de  ces  deux 
planètes  au  moment  de  la  conjonction  et  calculé  pour  divers  instants  la  distance 
réciproque  des  deux  astres  telle  qu'elle  résulte  des  Tables. 

Tf^inneche.  —  Note  sur  une  ancienne  observation  des  Pléiades, 
faite  par  Mœstelin  le  24 décembre  iSjp.  (146-148). 

Neison  {£-)-  —  Note  sur  la  solution  générale  du  problème  du 
mouvement  elliptique  troublé.  (149-161). 

Banjard  (^.-C).—  Note  sur  la  présence  de  poussières  météoriques 
dans  Tatmosplière.  (161-167). 

Grant  {B.),  —  Observations  du  passage  de  Mercure  le  6  mai  1878 
et  de  l'occultation  de  Mars  par  la  Lune,  le  3  juin  1878,  faîtes  à 
rObservatoire  de  Glasgow.  (167-168). 

loung  [C'A,).  —  Mesures  du  diamètre  de  Mercure,  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Princetown  le  6  mai  1878.  (168-171). 

Les  mesures  ont   été   faites  à  l'aide  d'un  micromètre  à  fils  inclinés  ;  à  la  dis- 
tance i(7r  =  8\85),  le  diamètre  de  la  planète  est  6',5a^. 

GUI  {[).),  —  Note  sur  les  remarques  faites  par  M.  Maxwell  Hall 
à  propos  de  Tobservatiou  de  Topposition  de  Mars.  (171-172). 

Dunhin  [E,).  — Note  sur  les  erreurs  des  Tables  de  Saturne,  par 
Bouvard.  (172-174). 

Les  erreurs  sont  moindres  que  cpHcs  qui  résultent  delà  comparaison  des  Tables 
de  Bouvard  et  des  Tables  de  Le  Verrier. 

Downing  [A, -TV.).  —  Réduction  des  distances  polaires  nord  du 
premier  Catalogue  général  de  Melbourne,  pour  1870,  au  Cata- 
logue d'Auvvers.  (174-176). 

Pcrrj  [S.'J,).  —  Pliénomènes  des  satellites  de  Jupiter,  observés  à 
Stonyluirst  en  1877-1878.  (lyy)- 

Airj  [G.-B.).  —  Occultations  et  éclipses  des  satellites  de  Jupiter^ 
observées  à  Grecuwicli  en  1878.  (178-181). 
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Marth  {A,),  —  Ephémérides  pour  déterminer  les  positions  des  sa- 
tellites d'Uranus  en  1879.  (181-182). 

Sadler  {H.).  —  Notes  sur  le  Cycle  oj  celestial  objets  de  raniiral 
Smyth,  et  en  particulier  sur  le  Catalogue  deBedlbrd.  (iSS-igS). 

Lindsay  [lord)  et  Copeland  {R»)-  —  Note  sur  une  fente  voisine  du 
cratère  lunaire  de  Uyginus  et  non  encore  observée.  (195-197). 

Dcax  planches  jointes  à  la  Note  des  deux  auteurs  montrent  que  l'aspect  de  celte 
région  de  la  Lune  est  très-variuble  suivant  le  mode  d'éclaircment. 

Christie  [Tf^.-H.-M.),  —  Note  sur  les  phénomènes  qui  se  produi- 
sent dans  Toccultation  d'une  étoile  par  le  bord  brillant  de  la 
Lune.  (198). 

L  étoile  (4*  grandeur)  a  disparu  successivement  en  se  noyant  dans  une  sorte  de 
brouillard  lumineux.  La  formation  de  ce  brouillard  est  attribuée  par  M.  Christie 
à  la  zone  de  lumière  difTractée  qui  existe  forcément  autour  de  la  Lune. 

Gore  (J.'E.).  —  Note  sur  les  variations  d'éclat  de  i  Andromède. 

(199)- 

Levander  {F,^W,).  —  Description  d'un  diaphragme  à  ouverture 
variable  pour  les  observations  solaires  ou  sidérales.  (199-200). 

Rapport  annoel  du  Conseil  de  la  Société  astronomique.  (201- 
3ao). 

Ce  Rapport,  très-étendu  et  très-complet,  ne  compte  pas  moins  de  120  pages;  sans 
l'analyser  d'une  manière  complète,  nous  y  relèverons  les  renseignements  suivants  : 

Le  nombre  des  Membres  de  la  Société  était,  au  mois  de  décembre,  de  63 1,  en 
augmentation  de  i4  sur  l'année  précédente.  Les  cotisations  et  les  rentes  des  fonds 
capitalisés  ont  produit  en  1878  une  somme  de  5i  400  francs. 

Le  Volume  XLIV  des  Mémoires  de  la  Société  est  à  l'impression.  Il  renfermera  : 
i**  un  Mémoire  de  M.  E.  Nelson,  sur  une  méthode  générale  pour  traiter  le  mouve- 
ment de  la  Lune;  3*  un  Mémoire  de  M.  N.-E.  Grecn,  sur  les  observations  de  Mars 
faites  à  Madère  en  août  et  septembre  1877;  3"  des  recherches  de  M.  Maxwell  Hall, 
sur  l'opposition  de  Mars  en  1877;  4**  un  Catalogue  et  des  mesures  d'étoiles  doubles 
par  M.  Burnham,  d'après  ses  observations  de  Dearborn. 

Parmi  les  notices  nécrologiques  les  plus  importantes  sont  celles  :  do  James  Booth 
(1806-1878);  de  Robert  Muin  (1808-1878),  le  savant  directeur  de  l'Observatoire 
d'Oxford;  du  R.  P.  Secchi  (1818-1878),  si  connu  par  ses  travaux  d'Astronomie 
physique. 

La  série  des  Rapports  sur  les  travaux  des  Observatoires  ne  saurait  être  analysée 
d'une  manière  complète;  j'y  relève  seulement  les  renseignements  suivants  : 

Greenwich.  —  Un  nouveau  Catalogue  de  Q263  étoiles,  formé  d'après  neuf  années 
d'observations,  est  en  distribution.  Les  observations  sur  le  mouvement  des  étoiles 
dans  la  direction  de  la  ligne  de  visée  ont  été  continuées  et  étendues  à  onze  astn's 
nouveaux. 
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Obiervatoire  Hat/c/tJ/'e  {i)\(on\).  —  M.  Sloue  succède  à  M.  Main,  comme  Saviliau 
prufcssor  et  directeur  de  l'etablissemeut. 

Observatoire  de  i'L'm'versité  d* Oxford.  —  M.  Pritchard  a  effectué  avec  son  duplex 
micrometer  de  nombreuses  mesures  des  étoiles  des  Pléiades. 

Observatoire  de  Markret'.  —  Le  grand  équatorial  est  employé  à  une  obserration 
systématique  de  toutes  les  étoiles  doubles  comprises  entre  65*  etSo**  de  déclinaison 
nord. 

Observatoire  du  Cap  de  Bonne-Espérance .  —  La  réobservation  de  9000  étoiles  du 
CutaloQue  de  Lacaille  est  terminée;  un  Catalogue  de  i36oo  étoiles e&t  sous  presse. 

Parmi  les  Notices  sur  les  progrès  de  TAstronomie,  je  signalerai  : 

I"  Une  analyse  succincte  des  travaux  de  MM.  Mewcomb,  Neison  et  Hill  sur  le 
mouvement  de  la  Lune; 

-i"  Une  Moticc  sur  les  huit  planètes  (184  à  191)  et  les  quatre  comètes  découTerli*« 
en  1878; 

.>  Lue  Note  sur  les  Cartes  de  la  Lune  par  Schmidt  et  Lohrmann  ; 

/{''  L'ne  analyse  étendue  des  recherches  photométriques  de  M.  C.-S.  Peirce. 

Le  Rapport  annuel  de  la  Société  astronomique  se  termine  enfin  par  l'Adresse  du 
Président  à  M.  Asuph  Hall,  auquel  la  Société  a  accordé  la  médaille  d'or  pour  l'en- 
semble de  ses  travaux,  et  en  particulier  pour  la  découverte  des  satellite  de  Mars. 

Tebhutt  (/.).  —  Observations  de  la  comèle  d*Encke,  faites  en  août 
1878  à  Windsor  (N.-S.-W.).  (321-322). 

Talnia^c  [C.-G.), —  llemarcjnes  siii*laComniunicalion  de  M.  Sad- 
Icr  rc'lalivc  au  celestial  cycle  de  Tamiral  Soiytli.  (323-a34)- 

JScvins  {y/,-E.),  —  Note  sur  les  avantages  pratiques  de  la  méthode 
employée  j)ar  M.  llartnup  pour  vérifier  les  chronomètres.  (325- 

337). 

I.'auleur  montre,  parla  discussion  de  la  marche  de  divers  chronomètres  employés 
dans  des  voyages  au  long  cours,  l'avantage  incontestable  qu'il  y  a  à  calculer  b 
marche  de  ces  chronomètres  en  tenant  compte  de  la  température  par  une  formule 
de  la  forme 

Marche  diurne  =  R—  (N*x  C). 

K  e!>t  la  marche  diurne  ii  une  température  1\  déterminée  par  expérience,  K  la  dif- 
iereiice  entre  la  température  observée  et  'l\  enfin  C  un  coefficient  expérimental  qui 
leste  sensiblement  constant  quel  que  soit  l'état  des  huiles. 

Knobal  i^E.'B.),  —  j\ote  sur  un  manuscrit  persan  du  Catalogue 
d'étoiles  de  Ulugli  Beigli,  appartenant  à  la  Société  astrono- 
mique. (337-363). 

Ce  manuscrit,  écrit  en  persan,  date  de  l'un  l'ioô  de  l'hégire.  M.  Knobel  en  com- 
pare le  texte  avec  la  traduction  de  Hyde(i()G3)  et  la  publication  de  Baily  (.Ve/no(V^ 
oftlie  R,  Astronomical  Society  j  vol.  Xlll).  11  montre  que  dansées  deux  textes  il  y  a 
un  assez  grand  nombre  d'erreurs,  provenant  des  fautes  des  copistes,  et  termine  par 
une  Table  do  la  position  et  de  la  grandeur  des  étoiles  telle  qu'elle  résulte  du  texte 
tl'l  lugh  lU'i,'îh. 
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Krueger  {A,),  —  Formules  pour  réduire  les  précessions  en  ascen- 
sions droites  et  en  déclinaisons  de  Bessel  aux  constantes  de 
Struve.  (364-365). 

Savitsch  [M,^A.), —  Les  longueurs  du  pendule  à  secondes  à  Poul- 
kova,  à  Saint-Pétersbourg  et  aux  dilïérents  points  de  la  Russie 
occidentale,  corrigées  de  l'influence  produite  par  la  flexion  des 
supports  du  pendule  construit  par  M.  Rcpsold.  (365-366). 

GUI  {O.),  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  réfractions 
astronomiques.  (366-368). 

M.  Gill  propose  de  déterminer  la  valeur  expérimentale  de  la  réfraction  par  des 
observations  de  hauteurs  égales,  de  part  et  d'autre  du  méridien,  d'étoiles  de  mêmes 
déclinaisons.  La  différence  entre  la  somme  des  angles  horaires  ainsi  déterminés  et 
la  différence  d'ascension  droite  des  deux  étoiles  égale  le  double  de  la  réfraction 
pour  la  hauteur  considérée. 

Lynn  (W.-T.),  —  Note  sur  la  variation  des  erreurs  des  Tables  lu- 
naires de  Hansen  entre  1848  et  1876.  ( 368-370). 

Les  erreurs  en  latitude  n'ont  que  peu  augmenté;  il  y  a  au  contraire  un  accrois- 
sement considérable  dans  les  erreurs  en  longitude. 

Ljnn  (Tf.-T,).  —  Note  sur  yj  du  Dragon.  (371-372). 
Hall  (-^.).  —  Note  sur  la  masse  de  Saturne.  (373-374)- 
Dreyer  [J ,'L,'E.).  —  Nouvelle  étoile  variable.  (374). 

L'étoile  rouge  n**  100  du  Catalogue  Schjellerup  est  variable. 

Trouvelot  (E ,'L,) ,  —  Observations  de  vapeurs  absorbantes  sur  le 
Soleil.  (374-379). 

Dans  plusieurs  circonstances,  de  1872  à  1877,  M.  Trouvelot  a  constaté  l'existence 
de  masses  de  vapeurs  absorbantes  à  la  surface  du  Soleil.  Ces  vapeurs,  totalement 
invisibles  lorsqu'on  examine  la  surface  du  Soleil  par  les  procédés  ordinaires,  se  ré- 
vèlent au  spectroscope  par  une  absorption  plus  forte  exercée  sur  les  raies  voisines 
de  C.  Par  la  comparaison  des  points  où  se  montrent  ces  vapeurs  et  de  ceux  où  ap- 
paraissent les  taches,  M.  Trouvelot  croit  avoir  démontre  que  ce  phénomène,  comme 
les  facules,  précède  la  formation  des  taches. 

Martli  {A'\ —  EpUémérides  pour  Tobservation  de  Jupiter  en  1879. 
(379-381). 

Common  {A,'j4,),  —  Sur  Futilité  d'obtenir  des  pliolographies  de 
Saturne  tt  de  Mars  pendant  la  prochaine  conjonction.  (38 1 -382). 


2IO  SECONDE  PARTIE. 

Common  [A.-A,].  —  Note  sur  les  télescopes  de  grande  ouverture 
et  les  procédés  à  employer  pour  les  monter.  (382  386). 

D'une  comparaison  des  qualités  et  des  défauts  des  miroirs  et  des  objectifs, 
M.  Common  conclut  que  Tavantage  est  aux  miroirs  et  que  les  télescopes  doirentètre 
montés  suivant  la  méthode  de  Newton. 

De  Gasparis  [M.-A.).  —  Sur  quelques  formules  qui  expriment 
Tanomalie  excentrique  en  fonction  de  l'anomalie  moyenne.  (386- 

387). 

Schuster  [A.),  —  Sur  la  présence  probable  de  l'oxygène  dans  la 
chromosplière  solaire.  (388). 

Parmi  les  lignes  du  spectre  de  l'oxygène  à  basse  température,  quatre  ont  été  vues 
brillantes  par  M.  Young  dans  le  spectre  de  la  chromosphère. 

Extrait  des  minutes  du  Conseil.  (389-390). 

Le  Conseil  déclare  qu'il  n'aurait  pas  autorisé  l'impression  des  Notes  de  M.  Sadler 
sur  le  ceUstial  cycle  de  l'amiral  Smith  s'il  avait  eu  connaissance  des  termes  de 
ces  Notes,  termes  de  nature  à  diminuer  la  considération  que  l'on  doit  à  Tamiral. 

Pritchard.  —  Note  sur  le  Catalogue  d'étoiles  doubles  d'Herscliel. 

(390). 

Struve  (O.).  —  Note  sur  l'ordre  de  publication  des  divers  Volumes 
des  observations  de  Poulkova.  (390-391). 

Uind. —  N ote  sur  deux  erreurs  du iVawac«/^/ma/iac de  1882.  (391). 

Les  erreurs  sont  relatives  aux  points  de  contact  de  Vénus  et  du  Soleil  lors  du  pro- 
chain passage  de  cette  planète. 

Pichering  (E.-C).  —  Requête  aux  astronomes  relativement  à  la 
mesure  de  la  grandeur  des  étoiles.  (391-39  S). 

Pour  remédier  aux  discordances  qui  existent  entre  les  différents  astronomes  re- 
lativement à  l'appréciation  de  la  grandeur  des  étoiles,  M.  Pickering  les  prie  de  vou- 
loir bien  observer  la  grandeur  d'une  série  d'étoiles  voisines  du  pôle,  étoiles  dont 
l'intensité  relative  a  été  détermin.n  au  photomètre. 

Neison  (J?.  ).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire 
à  l'aide  de  riiiégalilé  parallactiquc  de  la  longitude  de  la  Lune,  et 
sur  la  correction  du  coefficient  de  l'équation  annuelle  dans  la 
théorie  de  Uanscn.  {'ig4''4^^)' 

Denning  (  TV, -F,),  —  Note  sur  le  point  radiant  des  météores  du 
9-12  avril.  (4o2-4o5). 
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Denning  [TF.^F.).  —  Catalogue  de  222  météores  statiounaires. 
(  406-4^4  )• 

Astrand  [J.-J.).  —  Deux  méthodes  aisées  et  faciles  pour  corriger 
les  distances  lunaires.  (425-4^8)- 

Christie  et  Maunder.  —  Note  sur  le  spectre  de  la  comète  de 
Brorsen,  d'après  les  observations  de  Greenwich.  (428-43o). 

Le  spectre  est  formé  des  trois  bandes  ordinaires  et  ne  présente  pas  aujourd'hui 
l'anomalie  observée  en  1878  par  M.  lluggins. 

Copeland  (/?.)  et  Lohse  (J.-G.)  —  Observations  de  la  comète  de 
Brorsen,  faites  à  Dunecht.  (43o). 

Tebbutt  (/.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Windsor.  (N.-S.-W.).  (43o-43i). 

Musset  [ff.-C).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  à 
Téquatorial  de  Sydney.  (43 1). 

Birmingham  (/.).  —  Note  sur  une  observation  du  cratère  lunaire 
Schroeier  fai  te  par  Grui thuisen .  (  43  2  ) . 

Green   [N.-E,],   —  Note    sur  l'opposition  procbaiiie   de  Mars. 

(4W). 

Stone  [E.-J,),  —  Annonce  de  Tenvoi  de  son  Catalogue  des  étoiles 
du  Cap  de  Bonne-Espérance.  (433-434) • 

Gill[D,).  —  Sur  la  valeur  de  la  parallaxe  solaire,  d'après  les  ob- 
servations de  Mars  faites  en  1877  à  TA-^ceusion.  (434-437). 

Oppolzer  (  Th,), —  Note  sur  la  difl'érence  de  longitude  entre  Vienne 
et  Greenwich.  (437-440)» 

En  combinant  les  observations  électriques  faites  entre  Greenwich  et  Paris  par 
M.  Hilgard  et  entre  Paris  et  Vienne  par  MM.  Lœwy  et  Oppolzer,  la  différence  de 
longitude  entre  le  cercle  méridien  de  Greenwich  et  le  pilier  est  du  nouvel  Observa- 
toire de  Vienne  est  de  i*»  5"  21%  16. 

Vancien  Observatoire  de  Vienne  est  d'ailleurs  h  10*,  5j  à  l'est  du  nouveau. 

Ces  déterminations  s'accordent  trèS'bien  avec  les  anciennes. 

Draper  [H.).  —  Note  sur  la  coïncidence  des  lignes  brillantes  du 
spectre  de  Toxygènc  avec  des  lignes  brillantes  du  spectre  solaire. 
(440.447). 
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Le  D'  Dnper  fait  rhittorique  de  te*  recbercbes  sor  le  spectre  des  ^u  îi 
ceoU  et  décrit  riQ&trainent  employé  p«>urobteoir  le5  phulograpkâes  de  ce«  spectres. 
L'ne  seconde  partie  de  sa  Note  est  consacrée  à  l'expose  de  qaelqaeït  leBanfSfssar 
les  difTerenccs  probables  entre  l'aspect  des  lignes  luminevae»  da  SoleO  et  deslincs 
brillantes  du  spectre  de  l'oxygène. 

Prit  char  (l  [C).  —  Mesures  photographiques  du  demi-diamèlre  de 
la  Lune.  (447~43o)- 

Seabroke  {G.'jM.j.  —  Observations  spectroscopiqnc^s  du  mouve- 
ment des  étoiles  dans  la  direction  de  la  ligne  de  visée,  d'après  les 
mesures  faites  à  TObservatoire  Temple,  à  Rugby.  (45o-454). 

L'auleur,  après  avoir  insisté  sur  les  difficultés  des  mesures  de  cette  e^ièce, décrit 
la  méthode  à  laquelle  il  a  donné  la  préférence.  On  produit  altematJTeaient  dans  le 
champ  du  spectroscope  le  8|)ectre  de  l'étoile  et  celui  de  laluraière  de  comparaisoB. 
Le  micromètre  est  formé  d'un  trou  très-petit  pratiqué  dans  une  plaque  métalliqœ 
mobile  à  l'aide  d'une  vis  micromètrique.  L'image  de  ce  trou  éclaûrr,  amenée  daas 
le  champ  de  vi«ion  par  réflexion  sur  la  surface  du  dernier  prisme,  sert  de  pointear 
pour  la  mesure  du  déplacement  des  raies. 

La  Xote  se  termine  par  les  mesures  rclatiTes  à  68  étoiles. 

Bosanquet  {R.-U.'M.)  et  Sayce  [j4.^H.). —  Recherches  surTAs- 
tronomie  des  Babyloniens.  (454-4^1)- 

Colte  première  Note  est  relative  au  Calendrier.  Les  auteurs  établissent  d'abord  que 
les  mois  étaient  lunaires,  car  les  inscriptions  relatives  aux  éclipses  de  Lune  indiquent 
toujours  que  ces  phénomènes  sont  arrivés  le  i4  du  mois.  Le»  noms  des  m<Hssont 
les  noms  hébreux.  MM.  Bosanquct  et  Sayce  recherchent  ensuite  la  loi  d'intercalatîoo 
du  tni/.iéuie  mois,  mais  cette  partie  de  leur  Mémoire  ne  saurait  être  résumée  eo 
quelques  lignes;  notons  seulement  qu'ils  établissent  que  le  commencement  de  l'an- 
née  était  réglé  par  le  lever  héliaque  de  la  Chèvre. 

Jiussell  (ff,-C.). —  Desciiplion  d'une  machine  propre  à  donner  un 
mouvement  de  rolation  rigoureusement  uniforme.  (4t)a-465). 

Downing  [A,'M,'TF.),  — Application  des  réfractions  moycMmes 
données  par  Bessel  dans  les  Fundamenla  aux  observations  de 
Washington.  (465-468). 

Les  observations  de  dislancos  polaires  fuites  à  Washington  doivent,  pour  s'ao 
corder  avec  celles  faites  au  Cap,  être  réduites  avec  les  réfractions  des  Fundamenla^ 
qui  sont  un  peu  moindres  que  celles  des  Tabula  Regiomontana:, 

Marth  (^.).  —  Epliémérides  pour  robservalion  physique  de  Mars 
en  1879.1880.  (468-485). 

TMmil  (/.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  en 
février  cl  mars  1879  à  Windsor.  (iV.-S.-W.)  (486). 
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Johnson  [R.-C).  —  Note  sur  une  nouvelle  méthode  pour  régula- 
riser la  marche  du  mouvement  d'un  équatorial.  (486-4S8). 

Lorsque  les  ailes  d'un  régulateur  centrifuge  s'écartent  au  delà  de  la  limite  assignée, 
elles  ferment  un  circuit  électrique  qui  met  en  action  un  frein  électromagnétique. 

Carpmael  (C).  — Sur  les  valeurs  des  constantes  de  l'équation 

^A^a:f''>-hrAr-.|    JO^''"*^  -h    .  .  .    4-rAiXf'^  4"    •  •  •   "h  ^ Aq  —  Jx  =  O  , 

obtenue  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  d'après  n-hi  valeurs 
de  jTj,  lorsque  x  =  o,  i ,  2, .  . . , /i ;  /i  étant  plus  grand  que  r.  (489- 
5o4). 

j4iry  [G*-B,),  —  Index  des  observations  accidentelles  comprises 
dans  \es  Annales  de  l'Observatoire  de  Greenwich  de  i836à 

1875.  (5o4-5i  i). 

Pritchett  [C.-W.).  —  Notes  sur  les  couleurs  apparentes  de  Mars 
et  Saturne  pendant  leur  conjonction  du  29  juin  1 879,  d'après  les 
observations  faites  à  TObservatoire  de  Glasgow  (Missouri).  (5ia- 
5i3). 

Marth  {A,).  —  Note  sur  le  passage  de  la  Terre  et  de  la  Lune  sur 
le  disque  du  Soleil  tel  qu'il  serait  vu  de  Mars  le  1 2  novembre 
1879.  (5i3-5i4). 

Lynn  (  TF'.-T,). — Remarques  sur  les  variations  de  Terreur  moyenne 
de  longitude  de  la  Lune  dans  les  Tablesde  Hanscn  depuis  Tannée 

1876.  (5i4-5i5). 

Airy  (  G.'B.).  —  Surfaces  moyennes  occupées  sur  le  Soleil  par  les 
ombres,  taches  et  facules,  d'après  les  mesures  faites  sur  les  pho- 
tographies du  Soleil  obtenues  à  Greenwîch  depuis  le  1 1  juillet 
1873.  (5i5-5i7). 

Nous  extrayons  de  cette  Note  les  moyennes  relatives  aux  diverses  années  : 

Surfaces  moyennes  des 

Années.  ombres,  tacbes  entières,  facules. 

1873 116             678  a88a 

1874 83              58a  1096 

1875 45              255  475 

1876 QJ  182  226 

1877..  »• 20  94  i63 

L'unité  est  le  millionième  de  la  surface  visible  du  Soleil. 
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Hall  (-^.)-  —  Noie  sur  Hjpërion.  (  517). 

M.  Hall  énnmére  let  quelques  ■ocienoeft  obtenralions  de  Hypérioa  qn  lai  Hit 
connaet  et  fait  appel  aux  astronomes  poar  lui  en  indiquer  d*aatiea. 

Undsaj  [lord)  cl  Co/peland  (^.). — Observalîons  d'éloiles filantes, 
failes  à  Dun  Echl  le  27  novembre  1878.  (Di8-5ao). 

G.  R. 


JOURNAL  DB  MATHiMATiQUBS  PCEBS  BT  APPLiQciBS,  foodé  par  J.  Liounuiet 
continué  par  H.  Rbsal.  -  3*  série  ('  ). 

Tome  V;  1879. 

^fathieu  {É.).  —  Élude  des  solulions  simples  des  équations  am 
diil'ércnces  partielles  de  la  Physique  malhématique.  (5-2o). 

Dans  toutes  les  questions  de  mouTements  ribratoires  ou  demoaTementsdelacki- 
leur  dans  un  corps  de  forme  donnée,  on  commence  par  cherdier  une  aolatioB  dits 
simple,  qui  ne  dépend  du  temps  t  que  par  un  facteur  qui  est  le  sinus  d'un  arc  qiA 
▼arie  proportionnellement  au  temps,  ou  par  un  facteur  qui  renferme  le  temps  m 
exposant.  Cette  solution  simple  satisfait  non-seulement  à  une  équation  aux  diii- 
rences  partielles,  mais  encore  à  certaines  comditiont  aux  limites.  La  solution  la  pi» 
générale  est  la  somme  d'un  nombre  infini  de  ces  solutions  simples. 

C'est  de  ces  solutions  simples  que  s'occupe  M.  Mathieu;   il  traite  des  équations 

suivantes  : 

d^u      à*u      d*u 

-r 1 }---—=±.a*y, 

Ox*       dr*       ôz* 


Pépin.  —  Sur  un  théorème  de  Lcgendre  (ai-3o). 

I/auteur  se  propose  de  compléter  la  démonstration  de  ce  théorème  de  Le^odre  : 
«  Si  c  est  premier  ou  double  d'un  nombre  premier,  deux  formes  trinaires  diffé- 
rentes de   c  ne  pourront  répondre  à   un  même  diviseur  trinaire   de  la  formols 

André  (D,),  —  Sur  le  développement  des  fonctions  de  M.  Weier- 
strass  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable.  (3i-4^)- 

Les  fonctions  k\{x),  Al((x),  A1,(t),  AI,  (x)  sont  déyeloppables,  dans  tout  le 
plan,  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Les 
coefBcicnts  sont  des  polynômes  entiers  en  A',  et  ce  sont  ces  polynômes  qn  étudie 
M.  André. 


;»)  Voir  liulUtin,  111,,  5. 
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En  posant 


J*  «  X* 


Ai(x)=  P.  -P.  -  +P.  77^X1— M 

Al.(.)=    R.  -R.    fL    +R.    _^    _.... 
Al.(*)=    S.   -S,    -^  -t-S.         ** 


puis 


1 .  i  '     1 .  -i .  3 . 4 


il  s'agit  de  la  détermination  des  coefficients /y^^  7^,,  r^p  5^,;  on  a  d'ailleurs 

le  problème  est  donc  ramené  à  Tétude  des  trois  premiers  coefficients. 

Les  équations  aux  dériyées  partielles  auxquelles  satisfont  les  fonctions  Al  four- 
nissent des  relations  entre  les  polynômes  P,  Q,  R  et  leurs  dérivées  :  celles-ci,  à 
leur  tour,  donnent  des  relations  entre  les  coefBcients  p^  ç,  r  :  de  ces  dernières  rela- 
tions l'auteur  tire  les  conséquences  suivantes  : 

I*  Les  coefficients  ^^  p  7^,,  r^p  f^p  regardés  comme  des  coefficients  de  n  seule- 
ment, constituent  chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite; 

3*  La  série  récurrente  ayant  le  coefficient  p^f  pour  terme  général  admet  l'équa- 
tion génératrice 

•s 

■ 

les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  respectifs  les  coefficients  ç„ ,,  r^p  s^ ,  admet- 
tent chacune  l'équation  génératrice 


tiaf_aT«-ST+i— o, 


a  représentant,  dans  la  première  de  ces  équations,  la  partie  entière  de  yê,  et,  dans 

la  seconde,  la  partie  entière  de  - (  —  i-^^/ie-hi); 

3*  Les  formes  générales  des  coefficients  considérés,  lesquelles  se  déduisent  immé- 
diatement des  équations  génératrices  qui  précédent,  sont  données,  pour  p^  p  par  la 
formule 

t 

pour  y^p  r„p  J^p  par  la  formule 
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a  ayant,  dans  ces  deux  formules,  les  mêmes  significations  que  dans  les  équations 
génératrices  correspondantes  qui  précèdent,  et  ^^{n)  représentant  un  polynôme 
entier  en  w,  du  degré  2t —  2t*  dans  la  première  formule,  et  du  degré  ar  —  ar'  — 2t 
dans  la  seconde. 

Escarj,  —  Généralisation  des  fonctions  X;,  de  Legendre  au  cas  de 
deux  entiers,  ou  des  fonctions  qui  naissent  du  développement 
des  expressions 

a/-»-i 

[i  —  2ax  -+-  a']        *     . 

(47-66). 

DéTcloppement  de  ces  polynômes,  qui  se  déduisent  d'ailleurs  aisément  de  ceux 
de  Legendre  ;  relations  entre  les  fonctions  consécutives  ;  étude  des  équations  obtenues 
en  les  égalant  à  zéro  ;  étude  des  intégrales  analogues  à 

+ 1  /«-f-i 


J  ^m^m'^f       J  X^lfe, 


Gujroii,  —  Cinématique  et  Dynamique  des  ondes  courantes  sur  un 
sphéroïde  liquide.  Application  à  Tinvolution  de  la  protubérance 
autour  d'un  sphéroïde  liquide  déformé  par  l'attraction  d'un  astre 
éloigné.  (69-106). 

Lalanne.  —  De  l'emploi  de  la  Géométrie  pour  résoudre  certaines 
questions  de  moyennes  et  de  probabilités.  (  1 07- 1 3o  ) . 

Dans  le  nombre  infini  de  triangles  possibles  dont  les  côtés  ne  sont  assujettis  qu'à 
la  condition  d'être  compris  entre  deux  limites  connues  a  et  b^  quelles  sont  les  râ- 
leurs moyennes  des  trois  côtés,  rangés  préalablement  par  ordre  de  grandeur? 

Cette  question  est  traitée  par  des  considérations  de  Géométrie  et  de  Statique  élé- 
mentaire. L'auteur  a  imprimé^  en  outre,  dans  le  corps  de  son  travail  (p.  iiS-isj) 
une  Note  due  à  feu  Philbcrt  Sur  la  détermination  analytique  de  la  valeur  moyenne 
dune  fonction  de  plusieurs  variables. 

André  {D.),  —  Développements  des  trois  fonctions  Al(x), 
Ali(x),  Al2(j:)  suivant  les  puissances  croissantes  du  module. 

(i3i-i42). 

L'auteur  a  précédemment  donné  les  développements  de  ces  fonctions  suivant  les 
puissances  croissantes  de  l'argument,  et  les  coefficients  sont  alors  des  polynômes  en 
^';  si  l'on  ordonne  les  séries  trouvées  en  réunissant  les  termes  qui  multiplient  une 
même  puissance  de  A',  on  trouvera  des  résultats  de  la  forme 

Al  (j:)  =  A.-+-A,A'-+>A,A*-h.... 
Al,(x)=B.-hB,A«-f-B,A«-+-  ..., 
Al,(x)rr:C,-f-C,A«-+-C,A*H-..., 

où  les  A,  B,  C  sont  des  séries  qut»  l'on  peut  ordonner  suivant  les  puissinces  de  x. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  217 

M.  André  traite  de  la  sommation  de  ces  séries,  qui  rentrent  d'ailleurs,  comme  cas 
particuliers,  dans  les  séries  étudiées  par  lui  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  An^ 
nales  de  V École  Normale  supérieure  {2*  série,  t.  VllI,  p.  i5i).  Voici  les  résultats  aux- 
quels il  parTient  : 

les  ^^  s'étendant,  le  premier  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  non  négatifs 
/  et  /  qui  satisfont  à  la  relation 

et  le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

«-^y«£f— i; 

C,=2^i>*'*C08(2y^i)ar-+-2^j'""'sin(2/-t-i)J^. 

Dans  ces  deux  dernières  formules,  les  ^^  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes 
de  valeurs  des  entiers  non  né£[atifs  1  ety  qui  satisfont  à  la  relation 

le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

Hall  [A,).  —  Observations  et  orbites  des  satellites  de  Mars  avec 
les  éphémérides  pour  1879.  Traduction  et  résumé  par  M.  P. 
Guiejsse.  (143-162). 

Historique  de  la  découverte,  par  M.  Hall,  des  deux  satellites  de  Mars,  Deimos  et 
Phobos  :  discussion  des  observations,  calculs  relatifs  aux  orbites  et  aux  éphémé- 
rides. 

Boussinesq, —  Complément  à  une  étude  de  1871  sur  la  théorie 
de  l'équilibre  et  des  mouvements  des  solides  élastiques  dont  cer- 
taines dimensions  sont  très  petites  par  rapport  à  d'autres.  (i63- 
192). 

I.  Caractère  distinctif  des  modes  d'équilibre  que  présentent  les  corps  très-allongés 
ou  très-aplatis  (tiges  et  plaques). 

H.  Des  modes  d'équilibre  d'un  prisme  qui  servent  de  type  à  ceux  d'un  tronçon 
de  tige. 

Ht.  Application  à  la  théorie  des  tiges. 

Sourander,  —  Sur  Téquation  dont  dépendent  les  inégalités  sécu- 
laires des  planètes.  (193-208). 

Bull.  de$  Sciences  math,,  2*  Série,  t.  III.  (Décembre  1879.)  B  .  I7 
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l/uuteur  démontre  la  proposition  de  Kummer  sur  la  décomposition  en  sept 
carrés  du  discrimiDant  de  celte  équation  dans  le  cas  où  elle  est  du  troisième  degré. 

Dostor  (  C) .  —  Propriétés  générales  des  polyèdres  réguliers  étoiles. 
(209-226). 

I.  Relations  générales  entre  les  rayons  des  trois  sphères.  Tune  inscrite  à  un  po- 
lyèdre réfrulier  quelconque,  l'autre  tangente  aux  arêtes  et  la  troisième  circonscrite 
au  polyèdre  régulier. 

II.  Inclinaison  mutuelle  des  faces  adjacentes  dans  les  polyèdres  ré^liers. 

III.  Expressions  générales  des  rayons  des  trois  sphères,  en  valeur  de  Tarêtc  des 
polyèdres  réguliers. 

Resal  {H,),  — Résumé  d'une  conférence  sur  la  théorie  mathénla- 
tique  de  Télasticité  faite  aux  élèves  de  TEcole  Polytechnique 
(promotion de  1877-1879).  (227-248). 

Sommations  qui  représentent  les  composantes  des  pressions.  —  Expression  des 
pressions  en  fonction  des  déplacements. —  Interprétation  géométrique  des  formules 
qui  représentent  les  pressions  intérieures.  —  De  la  torsion  des  prismes.  —  Appli- 
cation au  cylindre  elliptique.  —  De  la  flexion  d'un  prisme.  —  Équation  à  laquelle 
doit  satisfaire  le  périmètre  pour  que  les  hypothèses  piécéderament  faites  soientad- 
missiblcs.  —  Deuxième  solution  du  problème  au  moyen  de  fonctions  algébriques. 

Laurent,  —  Mémoire  sur  les  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue.  (i49- 
284). 

La  méthode  proposée  par  M.  Laurent  pour  l'intégration  d'un  système  (complète- 
ment intcgrablc)  d'équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à  une  seule  fonction  inconnue,  repose  sur  la  théorie  des  systèmes  aux  diffiérentielles 
totales,  théorie  qu'il  commence  par  rappeler  dans  ses  traits  essentiels,  en  simpli- 
fiant la  démonstration  de  M.  Maycr  relative  aul  conditions  d'intégrabilité  d'un  tel 
système.  Il  parvient  aux  conclusions  suivantes  : 

Désignons  par  /*,,  /ii...,/^  des  fonctions  données  des  variables  a:,,  x,,...,  -r^t 
r,,r,,...,r„  et  des  dérivées  partielles  Ptt  Pt*-  "t  Pm  à*in\e  fonction  inconnue  u 
prises  par  rapport  à  x,,  jr,, . . . ,  x,„;  tout  syslènie  d'équations  aux  dérivées  partielles 
simultanées  à  une  seule  fonction  inconnue  u,  ne  renfermant  pas  cxplicitcmeot  la 
fonction  u  elle-même,  pourra  être  présenté  sous  la  forme 

an  dit  '^"  _  /■ 

cela  posé,  si  les  équations  dont  le  type  est 

(  -i  )  <f"  -  Pi  ^/^^,  H-  . .  .  -+-  /^,. dx,^  -h  /,  r/V,  -i-  .  .  .  -h  ./;  fit^ 

O.i  O.r,  U.r- 
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forment  un  système  d'équations  aux  difTérenti elles  totales  que  l'on  puisse  intégrer 
dételle  sorte  que  pour  f,  r=f»,. .  .,e^=e%  les  quantités  a:,,  *„..., -^iw»  Pu  Ai  •  •  jPm-» 
use  réduisent  à  x%  jr},...,  a:J„. />«,^5,. .  .,/>?„,  //•  respectivement^  les  équation8(i) 
seront  satisfaites  par  la  valeur  de  u  que  l'on  obtiendra  en  éliminant  jc%..  .^  x^,^ 
P%-  -  •»  Pm*  PttPt>'  "f  Pm  entre  les  intégrales  du  système  (2)  et  les  équations 

^       dis  ^       àfs  ,         dis 

où  cr  désigne  une  (onction  arbitraire. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  une  solution  des  équations  (i)  renfermant,  outre 
la  constante  additive  que  l'on  peut  toujours  introduire,  m  autres  constantes 
«1»  a„. . .,  a^,  le  système  (3)  sera  iutégrable  et  les  intégrales  de  ce  système  seront 
données  par  les  formules 

du  du 

;r-=/'i»      r"  =  "~^»»     1=1,  2,..., m; 

Ox.  oa, 

les  valeurs  de  x,,  x„. . .,  jr„,  p^^  P\^"'*Pm  tii'ées  de  ces  équations  et  portées  dans 
l'équation 

rendront  cette  équation  intégrable,  et  la  valeur  de  u  que  l'on  en  déduira  sera  pré- 
cisément la  solution  complète  en  question. 

L'auteur  obtient  ensuite  leè  conditions  d'intégrabilité  du  système  (2),  (3),  en 
appliquant  à  ce  système  les  conditions  générales  d'intégrabilité  d'un  système  aux 
différentielles  totales,  traite  comme  exemple  un  système  d'équations  linéaires,  dis- 
cute les  opérations  à  effectuer  pour  opérer  l'intégration  du  système  (3),  montre 
finalement  comment  l'intégration  d'un  système  de  n  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue  de  m  +  /<  variables,  ne  con- 
tenant pas  explicitement  cette  fonction  inconnue,  dépend  de  l'intégration  d'un  seul 
système  d'équations  canoniques  contenant  2m  équations,  indique  quelques  simpli- 
fications obtenues  par  l'application  des  méthodes  de  Jacobi  et  de  Mayer  et  enfin 
traite  un  exemple  particulier. 

Halphen,  — Sur  certaines  propriétés  métriques  relatives  aux  poly- 
gones de  Poncelel.  (280-292). 

Le  Mémoire  de  M.  Weill  {Journal de  Mathématiques^  t.  IV,  p.  265)  sur  les  poly- 
gones inscrits  à  un  cercle,  circonscrits  à  un  autre,  donne  à  M.  Halphen  l'occasion  de 
montrer  comment  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  peut  s'appliquer 
à  la  théorie  des  polygones  de  Poncelet,  qui,  ainsi  que  l'a  montré  Jacobi,  constituent 
une  représentation  de  la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  double- 
ment périodiques  à  deux  infinis. 

F(z)  étant  une  telle  fonction,  on  sait  qu'il  existe  une  équation  algébrique  symé- 
trique en  X,  x^  du  second  degré  par  rapport  à  ces  deux  variables  entre 

x  =  F(r),     x,=F(2-i-rt); 

réciproquement  h  une  telle  équation  en  x,  x^  correspond  un  tel  mode  de  représen- 
tation des  deux  variables.  Soient  maintenant  deux  coniques  A,  B  et  soient  P,  P,  les 
points  de  rencontre   de  A  avec  une  tangente  à  B;  en  supposant  les  points  de  la 

R.I7. 
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conique  A  représentés  niiiibrnionicnt  au  moyen  d'un  paramètre  irariable,  on  Toit 
que  le  mode  de  représentation  qui  vient  d'être  exposé  convient  aux  paramètres  des 
deux  points  P.  P,.  Si  donc  on  construit  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  A,  cir- 
conscrite à  B,  les  paramètres  successifs  des  sommets  F,  F,,...,  P^.,   seront  F(z), 

F( «-+-«),   . .,  F[c -h(F/i  —  i)«]. 

Pour  que  la  ligne  polygonale  se  ferme  et  forme  un  polygone  de  m  côtés,  il  faut 
et  il  sufiit  qu'on  ait 

F(s  -f-  wa)  =  F(z); 

cette  égalité  a  lieu  pour  2z  -hma=i  a+a',  a  et  a'  étant  les  infinis  de  F(2);cette 
équation  détermine  quatre  points  particuliers  F.  Si  l'on  prend  Pun  d'eux  pour  le 
premier  sommet  de  la  ligne  polygonale,  cette  ligne  se  replie  sur  elle-même  et  se 
ferme  sans  constituer  un   polygone   véritable.  On    voit  aisément   quels  sont  ces 

points  P.  Si //i  est  un  nombre  pair,  P  est  le  sommet  de  rang ht  d'une  ligne  polygonale 

dont  le  premier  sommet  est  l'un  des  quatre  points  communs  à  A  et  à  B.  Si  m  est 
un  nombre  impair,  P  est  le  sommet  de  rang d'une  ligne  polygonale  dont  l'ex- 
trémité est  le  point  de  contact  de  A  avec  une  des  tangentes  communes. 
Soient  u,  u'  les  périodes  de  F(z).  Si  l'on  a  ma  ==pta-^p' ù»\  l'équation 

F(«-f- wm)  =  F(z), 

a  lieu  quel  que  soit  z  :  d'où  le  théorème  de  Poncelet  sur  les  polygones  inscrits  à  une 
conique,  circonscrits  à  une  autre. 

Cela  posé,  les  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques 
que  M.  Halphen  interprète  par  cette  méthode  sont  les  suivantes  : 

Soient  a=.  «,  —  a'  la  différence  des  deux  intinis  d'une  fonction  doublement  pé- 
riodique F (2);  la  somme 

ç>(z)=F(z)-+-F(zH-<i)-j-  ...  -+-F[z-+-(to  — i)<i] 

n'a  que  deux  infinis  a  et  a' —  (m —  i)a. 

Si  le  produit  ma  est  la  somme  de  multiples  des  deux  périodes,  ^{z)  est  unecon- 
stante. 

Soient  a  et  ol\  &>  et  u'  les  périodes  de  F(z);  soient  aussi  m,  //,  ^,  p'  des  entiers 

tels  que  l'on  ait 

a  —  a'       po»-hp'  ùi' 

= ^ =  a; 

n  m 

la  somme  précédemment  désignée  par  f{z)  est  indépendante  de  a. 
Soient  a  l'un  des  infinis  et  /3  l'un  des  zéros  de  la  fonction  F(z);  si  l'on  a 

/3  —  a       pca-+-p'  u' 
//  //i 

le  produit 

'/.(z)  =  F(z)F(z^-rt)F(z-Ha<i)...F[z-f-(/w—  i)«] 

est  indépendant  de  z. 

Les  premières  propositions  conduisent  M.  Halphen  aux  théorèmes  fondamentaux 
de  M.  Weill  et  à  des  généralisations  de  ces  théorèmes;  la  dernière  proposition  lui 
fournit  le  théorème  suivant  : 
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«  Soient  Q,  £1'  deux  poly(;ones,  le  premier  variable,  le  second  flxc,  inscrits  dan» 
un  cercle  et  circonscrits  à  une  conique  :  le  produit  des  distances  d'un  sommet  fixe 
de  û.'  à  tous  les  sommets  de  A  est  au  produit  des  distances  d'un  autre  sommet  fixe 
de  û.'  à  tous  les  sommets  de  û.  dans  un  rapport  constant.  • 

TVeichold  [G.). —  Solution  du  cas  irréductible,  c'est-à-dire  du 
problème  consistant  à  exprimer  les  racines  d'une  équation  com- 
plète du  troisième  degré  comme  fonctions  algébriques,  finies  et 
numériquement  calculables  sous  forme  finie,  des  coefficients  de 
cette  équation,  dans  le  cas  où  ces  racines  sont  toutes  à  la  fois 
réelles  et  au  moins  une  d'elles  commensurable.  {293-3 18). 

Ce  titre  est  accompagné  de  la  Note  suivante  : 

«  De  cette  définition  du  problème  du  cas  irréductible  il  résulte  évidemment  : 

•  i*'  Que  la  résolution  d'une  pareille  équation  au  moyen  des  fonctions  trigonomé- 
triques  n'est  nullement  une  solution  du  cas  irréductible,  pas  plus  que  la  division 
d'un  angle  en  trois  parties  égales  au  moyen  d'un  rapporteur  ne  serait  la  solulion  du 
problème  de  la  trisection  d'un  angle,  puisque  cette  résolution  revient  en  dernier 
lieu  à  la  consultation  de  Tables  où  les  racines  de  toutes  les  équations  particulières 
de  ce  genre  sont  calculées  d'avance  par  approximation  et  spécifiées  en  face  de 
chaque  cas  particulier.  Les  racines  de  l'équation  proposée  ainsi,  exprimées  au  moyen 
des  fonctions  trigonométriques,  ne  sont  d'ailleurs  ni  fonctions  algébriques,  ni  fonc- 
tions finies  des  coefficients  de  cette  équation  ; 

•  a*'  Que  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  ront  toutes  incommen- 
surables à  la  fois  n'entre  pas  dans  le  problème  du  cas  irréductible,  puisqu'il  serait 
aussi  absurde  d'exiger  que  l'on  exprimât  ces  racines  numériquement  exactes  et  sous 
forme  finie  que  de  vouloir  exiger  que  l'on  extraie  une  racine  d'un  nombre  entier 
positif  qui  n'est  pas  une  puissance  exacte  du  même  degré  d'un  autre  nombre  entier 
exactement  et  sous  forme  finie,  et  puisque  la  détermination  approximative  des  va- 
leurs de  ces  racines  incommensurables  peut  être  elTectuée  par  la  formule  de  Cardan, 
en  développant  les  racines  cubiques  qu'elle  renferme  en  séries  convergentes.  • 

ResaL  —  Note  sur  les  conditionsde  résistance  d'un  tube  elliptique, 
dont  l'épaisseur  est  faible,  soumis  à  l'action  d'une  pression  uni- 
forme intérieure .  (  3 1 9-328  ) . 

Boussinesq.  —  Complément  à  une  étude  de  1871  sur  la  théorie  de 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiques  dont  certaines 
dimensions  sont  très-petites  par  rapport  à  d'autres.  (329-342). 

Suite  du  Mémoire  portant  le  même  titre.  Équation  d'équilibre  d'une  plaque. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  covarianls  des  formes  binaires.  (343-378). 

Soient  a,  b,  c^..  .  un  système  de  formes  binaires  en  nombre  quelconque,  dont 
les  ordres  respectifs  ne  surpassent  pas  N.  Tout  covariant  de  ce  système  sera  une 
fonction  linéaire  de  produits  RST  ainsi  di'fiiiis  : 

R  est  un  covariant  dont  l'ordre  O  et  le  degré  D  par  rapport  aux  cocrficients  sont 
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limités  par  les  inégalités  suivantes  : 

0<aN\ 

où  p  est  le  plus  grand  entier  satisfaisaDt  à  l'inégalité 

S  est  un  produit  de  covariaDts  dont  Tordre  ne  dépasse  pas  aN  —  3  et  dont  le 
degré  ne  surpasse  pas  2.3^*. 

T  est  un  produit  d'invariants  dont  le  degré  est  inférieurh  (7N  —  5)3^*. 

Telle  est  la  proposition  principale  à  la  démonstration  de  laquelle  est  consacré  le 
Mémoire  de  M.  Jordan  ;  toutefois  l'auteur  montre  qu'on  peut  encore  resserrer  les 
limites,  en  ne  s'astrcignant  plus  à  leur  donner  une  forme  aussi  simple  que  précé- 
demment, et  établit  le  théorème  suivant  : 

Tout  covariant  d'un  système  de  formes  d'ordre  ^N  peut  s'exprimer  en  fonction 
entière  de  covariauts  dont  l'ordre  O  ne  surpasse  pas  la  plus  grande  des  limites  sui- 
vantes : 

N,    aN  — 2,    N(^— 2p((^), 

i  étant  le  plus  grand  entier  qui  satisfasse  à  l'inégalité 

y  et  9  sont  des  fonctions  numériques  définies  par  les  égalités  suivantes  : 

/(0=o.    /(a)=i,    /(3)=2, 

/(Qi-f- 3)  =/(a*4- a) -HaET-^^^l, 

^(a,Va)=/(a.-^.)^aE[^:t^^J, 
çp(i)  =  o,     çp(2)  =  i,     9(3)=  3, 

qui  se  calculent  aisément  de  proche  en  proche. 
On  trouve  ainsi  pour 

N=i,  2,  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9,   10 
les  limites 

I,  2,  4,  6,  9,  la,  i5,  18,  aa,  26. 

Mathieu  [E,),  — Mémoire  sur  la  théorie  des  perturbations  des 
mouvements  des  planètes.  (379-404)' 

M.  Mathieu  s'est  proposé  de  trouver  des  séries  qui  expriment  les  coordonné^dc 
la  comète  dans  le  plan  de  son  orbite  et  le  temps  t  au  moyen  d'une  même  variable 
et  qui,  lorsque  l'excentricité  est  très-voisine  de  l'unité,  soient  très-convergentes  dans 
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toute  l'étendue  de  Torbite.  De  plus,  de  même  que  les  formules  connues  ]iour  les 
développements  de  r  et  ^,  dans  la  théorie  des  planètes,  sont  très-com modes  pour 
étudier  le  mouTemcnt  trouble  dans  des  orbites  presque  circulaires,  il  a  clicrché  à 
approprier  les  formules  nouvelles  au  calcul  des  perturbations  d'un  corps  qui  se 
meut  dans  une  orbite  extrêmement  allongée. 

Pépin,  —  Sur  réquatîon 

(4o5-424)» 

La  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  comprises  dans  la  formule 

ax*-\-  by=  cz* 

est  le  plus  souvent  impossible;  mais,  lorsqu'une  équation  de  cette  sorte  admet  uni* 
solution,  elle  en  admet  une  infinité  qu'on  déduit  successivement  l'une  de  l'autre 
au  moyen  de  diverses  formules;  toutefois,  il  n'est  pas  toujours  possible  d'afGrmor 
que,  en  opérant  ainsi,  on  ne  laisse  échapper  aucune  solution  :  pour  l'eiemple  par- 
ticulier qu'il  traite,  le  P.  Pépin  donne  diverses  méthodes  permettant  d'obtenir  avec 
certitude  toutes  les  solutions  exprimées  par  des  nombres  inférieurs  à  une  limite 
donnée. 

J.  T. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiéks 

sous   LES  AUSPICES   DU  MlNISTRE   DE   l'InSTRUCTIOX   PUBLIQUE,  PAR  UN  COMITB 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DB  l'ÉcOLE  ('  ). 

Tome  VII;  1878.  a*  série. 

Gernez  (D,).  —  Recherches  sur  la  cristallisation  des  solutions 
sursaturées.  (9-73). 

Gourier.  —  Sur  réquation  de  Kepler.  (73-76). 

L'auteur  a  rédijjé,  d'après  les  indications  de  M.  Hermite,  la  démonstration  d'une 

propriété  importante  des  racines  de  l'équation  de  Kepler. 

L'équation  • 

z  —  a  —  E  sine  =  o, 

où  a.  représente  un  angle  donné  compris  entre  0  et  71  et  E  une  constante  positive 
inférieure  à  Tunité,  a  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et  tt  et  une  infinité  de 
racines  imaginaires  ;  en  divisant  le  plan  sur  lequel  on  figure  les  valeurs  de  z  par 
des  bandes  parallèles  à  Taxe  des  jr^  ^^  distantes  de  tt,  chaque  bande  de  rang  impair 
du  côté  des  x  positives  comprend  deux  racines  conjuguée^  et  de  même  chaque 
bande  de  rang  pair  du  côté  des  x  négatives. 


(')  Voir  Bulletin,  II,,  1^9. 
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Si  l'on  considère  la  bande  de  rang  ik-h*  do  cMè  des  x  fXMtiTes,  et  &i  Iûd  re- 
présente par  x±zjri  les  deux  racines  comprîtes  dans  cette  bande,  la  ralear  de  j:, 

pour  les  (jrandes  Ttleurs  de  k,  est'à  peu  près  égale  à  sAz-i *  et  celle  de  r  ^ 

Lemonnicr[H.).  —  Mémoire  sur  réIiimnatiou(I'^  Partie).  (  77-96). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
aG  juillet  1873,  l'auteur  met  en  évidence  l'intime  liaison  qui  unit  les  méthodes 
dVliniination  d'EuIcr,  do  Caylcy,  de  Béxout.  de  Canchy;  il  en  déduit  l'expression 
et  la  formation,  par  des  déterminants,  des  conditions  suffisantes  et  nécessaires  pour 
que  deux  équations  entières  en  x  aient  p  racines  communes»  ainsi  que  de  l'équation 
propre  à  donner  ces  p  racines. 

Darhoux  (G.  ).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvi- 
lignes et  des  systèmes  orthogonaux  (P®  Partie).  (97-100). 

Le  Mémoire  précédent  constitue  la  première  Partie  d'un  travail  étendu,  qui  a 
paru  en  entier  dans  le  Recueil.  Il  contient  le  déTeloppement  méthodique  des  re- 
chorchf's  fuites  depuis  assez  longtemps  par  l'auteur  et  dont  les  principaux  résultats 
ont  été  donnés  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^ 
t.  lAWl,  LXXXlll  et  LXXXIV.  Voici  les  titres  des  différents  articles  avec  l'iodi- 
cation  do  leur  contenu  : 

§  I.  DiHinition  d'une  opération  différentielle  et  formules  qui  s'y  rapportent. 
l.*o|.ération  dont  il  est  question  ici  est  définie  par  l'équation 

du     d         du    à  du     à 

3    r= 1 ^  .  •  •  -I , 

ôjc^  dx^       ôx^  dx^  àx^  âx^ 

^  '2.  Application  h  la  formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle* 
Knlisfiiit  le  pamnit^tre  d'une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système  ortlio- 
|jt»unl.  CoUt»  o  ju:i!ion  est  donnée  sons  une  forme  simple  et  vérifiée  parcomparaison 
a>or  ilos  résultats  donués  précédemment  par  MM.  Bouquet  et  Puiseux.  L'aulciir 
roliHMivo  ftu^si  la  forme  irrationnelle  très-élégante  due  à  M.  Caylcy. 

§  '.\.  lnte(;ration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordiHï  dont 
toutoH  les  solutions  donnent  une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système 
orthoi;onal.  Celle  équation  est  la  suivante: 

l.'autour  montre  qu'on  peut  en  trouver  une  solution  complète  en  considérant  une 
famille  do  sphères.  Cette  solution  complète  une  fois  obtenue,  on  pourra  en  déduire 
la  solution  générale. 

§  4.  Heniarques  nouvelles  sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
onire. 

Cetaitielo  se  r.q>porte  à  différentes  transformations  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  problème.  Fnlre  autres  applications,  nous  citerons   la   formation  do 
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l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  caractérise  toute  surface  qui,  par  son  déplace- 
ment, peut  engendrer  une  des  trois  familles  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système 
triple  orthogonal. 

S  5.  Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  quand  u  est  ufte  fonction 
implicite  de  x^jr^  z.  Comme  Térification  de  l'équation,  l'auteur  retrouve  la  condi- 
tion obtenue  par  M.  Maurice  Levy  pour  qu'une  des  familles  du  système  triple  ortho- 
gonal soit  composée  de  surfaces  du  second  degré  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie, 
U  démontre  d'une  manière  générale  que,  si  une  famille  de  surfaces  faisant  partie 
d'un  système  triple  est  composée  de  surfaces  ayant  chacune  un  plan  de  symétrie, 
les  plans  de  symétrie  de  toutes  ces  surfaces  doivent  coïncider,  excepté  dans  certains 
cas  particuliers  qui  sont  nettement  définis  par  la  démonstration  elle-même. 

$  6.  Notions  sur  les  coordonnées  pentasphériques. 

Cet  article  contient  un  résumé,  nécessaire  pour  les  applications  qui  vont  suivre, 
des  principales  propositions  relatives  à  ce  système  de  coordonnées  dans  lequel  un 
point  est  défini  par  ses  puissances  par  rapport  à  cinq  sphères,  deux  à  deux  ortho- 
gonales. 

§  7.  Des  systèmes  orthogonaux  formés  d'une  famille  de  cyclidcs. 

§  8.  Extension  de  la  méthode  de  formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre  à  l'étude  de  problèmes  différents. 

L'auteur  montre  que  les  méthodes  qu'il  a  précédemment  fait  connaître  peuvent 
s'appliquer  dans  d'autres  cas.  11  résout  en  particulier  la  question  suivante.  On 
sait  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  doubles  orthogonaux  définis  de  la  façon 
suivante:  la  première  famille  (£)  est  formée  de  surfaces  lieux  des  points  dont  la 
somme  des  distances  à  deux  surfaces  fixes  (A)  et  (B)  est  constante;  la  deuxième 
{!')  est  formée  des  surfaces  lieux  des  points  pour  lesquels  la  difl'érencc  des  dis- 
tances aux  mêmes  surfaces  est  constante.  On  demande  si  l'on  peut  adjoindre  à  ces 
deux  familles  de  surfaces  une  troisième  formée  de  surfaces  les  coupant  à  angle 
droit. 

Lemonnier[H,).  — Mémoire  sur  rélimination  (II*  Partie).  (i5i- 
ai4). 

Geoffroy  (L,).  —  Mémoire  sur  la  résistance  qu'éprouve  une  sur- 
face mobile  de  la  part  d'un  milieu  dans  lequel  elle  se  meut. 
(ai5-226). 

L'auteur  commence  par  considérer  la  résistance  normale  sur  l'élément  superficiel, 
cl  il  prend  pour  base  la  loi  de  Newton,  d'après  laquelle  celte  résistance  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  V  do  l'élément  et  au  carré  du  cosinus  de  l'angle  ^ 
que  fait  la  normale  à  l'élément  superficiel  avec  la  direction  de  la  vitesse  V.  II  étudie 
d'abord  les  surfaces  de  résistance  nulle  et  établit  que  ce  sont  des  surfaces  hélicoîdes  ; 
puis  il  recherche  les  lignes  de  résistance  nulle  sur  une  surface  mobile  quelconque, 
le  lieu  des  points  d'une  surface  mobile  où  la  résistance  est  la  même  par  unité  de 
surface  et  enfin  le  point  de  la  surface  où  la  résistance  est  maximum. 

Il  traite  ensuite  du  frottement  du  milieu  sur  la  surface  mobile  cl  il  admet  que  ce 
frottement  est  proportionnel  en  chaque  point  au  carré  de  la  vitesse  projetée  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface.  Le  travail  se  termine  par  l'étude  spéciale  de  l'hélice  mo- 

trice  des  navires.  L'auteur  retrouve  la  formule  déjà  établie  par  MM.  Gucde  et  Jay 
dans  leur  étude  sur  celte  question  d'application. 


nù  SECONDE  PARTIE. 

Darboux  (C).  —  Mémoires  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvi- 
lignes et  des  systèmes  orthogonaux.  IP  Partie.  (227-260). 

L'auteur  se  propose  d'étendre  les  résultats  établis  dans  la  première  Partie  de  son 
travail  aux  systèmes  orthogonaux  à  n  variables.  Pour  cela,  il  considère  n  ronctioDs 
a,,  •••<««  satisfaisant  aux  relations  d'ortbogonalité,  et  il  démontre  d'abord  que 
chacune  de  ces  fonctions  devra  satisfaire  à  deux  groupes  distincts  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Les  équations  du  premier  groupe,  au  nombre 

de ~ ï  sont  tout  à  fait  analogues  à  celle  que  l'on  connaît  pour  le  cas  de 

trois  variables;  mais  les — équations   du  second  groupe  sont 

nouvelles.  M.  Darboux  démontre  que  ces  équations  sont  suffisantes  et  que,  toutes 
les  fois  qu'une  fonction  u  satisfera  à  chacune  d'elles,  on  pourra  lui  adjoindre 
n —  I  fonctions  formant  avec  elle  un  système  orthogonal. 

Comme  application,  l'auteur  cherche  les  systèmes  orthogonaux  pour  lesquels  on 
aura 

u  =X,-t-. .  --hX,, 

Xj  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  x^,  et  il  montre  que  les  fonctions  X. 
doivent  satisfaire  à  l'équation  du  troisième  ordre 

XV  X/ —  2  X7  =  «  X/  -h  *, 

identique  à  celle  qui  a  été  obtenue  par  M.  Serret  dans  l'étude  de  la  même  question 
pour  le  cas  do  trois  variables.  Parmi  les  résultats  obtenus  par  l'auteur,  nous  citerons 
les  suivants  : 
La  famille 

m 

forme  un  système  orthogonal  avec  les  n  —  i  familles  obtenues  par  rélimination 
de  X  entre  l'équation 


-(-sr-(-sy 


et  sa  dérivée  par  rapport  à  X. 
La  famille 

u  zzz  xyz 

forme  un  système  orthogonal  avec  les  deux  familles  de  surfaces   représentées  par 
les  équations 

résultat  déjà  donné  sans  démonstration  par  M.  Caylcy  (&>  désigne  une  racine  cu- 
bique de  l'unité). 

Les  surfaces  algébriques  représentées  par  les  équations 

XY 


2Rv/x^TT«        ^         .         aRy/î^T' 

arcsin  —- — —  d:  arc  ain-- ■ —  —  consl. 

^'-+-r"-+-s'-+-R*  ;c*  r  ;'-f--*  î   R* 

forment  un  système  triple  orthogonal. 
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Les  enveloppes  des  sarfaces  représentées  par  l'équation 


-('■^irMïh?)''- 


où  l'on  fait  Tarier  X,  forment  un  système  orthogonal  ti*iple  et  un. 

Dans  le  §  XI  bis,  M.  Darboux  généralise  les  résultats  précédents,  et  il  détermine 
les  lignes  de  courbure  d'une  classe  étendue  de  surfaces.  Voici,  en  se  bornant  au  cas 
de  deux  variables,  les  deux  théorèmes  principaux  obtenus  par  l'auteur  : 

Soient  X,  Y,  Z  trois  fonctions  satisfaisant  aux  équations  difTérentiellcs 

X'X'^=  2(X''—  aXX^—à), 
Y'Y'^=3(Y''  — «)(¥"— *), 
Z'Z"  =  2(1"  —  aXZ"  —  b). 

Si  Ton  détermine  trois  valeurs  de  X  par  l'équation 

X"  Y"  Z'« 

-H  ■; ^Tk  -+-  T ==  -h  A  =  o. 


X—X"       X  —  Y"      X  —  Z 
où  A  désigne  une  constante,  les  trois  fonctions 


-+-Z"   /      ^^      ^    .     ^  .,    ^ </a-l-A     /       (^X-ay-b(X-b)b-adx, 


OÙ  Xn  est  une  des  trois  racines  de  Téquation  en  Jl  et  où  a.  désigne  celui  des  deux 
nombres  a  et  ^  pour  lesquels  l'exposant  de  îl  —  a  est  plus  grand  que  —  1,  ces  trois 
fonctions  forment  un  système  orthogonal.  Dans  le  cas  où  A  est  nul,  on  retrouve  les 
systèmes  de  M.  Serret. 
Le  second  théorème  se  rapporte  aux  lignes  de  courbure  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

l^s  lignes  de  courbure  de  la  surface 

X-hY^-Z  =  C, 

où  les  trois  Jonctions  X,  Y,  Z  satisfont  aux  équations 

X'X'^=2K(X''-a)(X''-*), 
Y'Y*'=3K(Y''— a)(Y''— ^), 
Z'Z''=2K(Z''—  «i)(Z''  — *), 

sont  à  l'intersection  de  la  surface  et  des  enveloppes  des  surfaces 

r^     ,^^f     X"  Y"  55"     \^^ 

«  =  j^  ^(-^)(r=x-^^r::Y^-*-j:^j^^' 

oà  xs(X)  est  une  fonction  satisfaisant  à  l* équation 

kzs' {X){X-a){X  —  b)  =  --  XrsW 
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et  ou  a  est  un  des  trois  nombres  a,  b^  x>  défini  par  la  condition 

cr(a)(a  —  ^V«  —  b^ 


=  o, 


qu'il  est  toujours  possible  de  vérifier. 

Les  applications  de  cette  proposition  sont  nombreuses.  Elle  donne  les  lignes  de 
courbure  des  surfaces  de  Lamé 


{ir*(î)"*  (-:)■= 


et  do  plusieurs  surfaces  assez  générales  du  troisième  et  du  quatrième  ordre,   par 
exemple  les  suivantes  : 

ax*  -h  *^'  -+-  c«»  H-  a(x«  -+-y  -H  z«)  =  C. 
Il  y  a  aussi  des  surfaces  transcendantes;  Toici  Tune  des  plus  simples 

cosmj:       cosnr       cosy:*z 


m*  n*  p* 


=  C. 


Tisserand  {F,),  —  Sur  un  point  important  de  la  théorie  des  pt?r- 
turbations  planétaires.  ( 261-274 )• 

«  On  sait  que  les  éléments  elliptiques  des  planètes  sont  soumis  k  deux  genres 
d'inégalités,  les  inégalités  périodiques  et  les  inégalités  séculaires  :  ces  dernières  sont 
d'une  grande  importance,  surtout  dans  la  question  de  la  stabilité  du  système  pla- 
nétaire. Laplace  a  montré  le  premier,  en  1778,  que,  dans  la  première  approximation, 
les  grands  axes  des  orbites,  seuls  parmi  tous  les  éléments  elliptiques,  ne  contiennent 
pas  de  terme  séculaires;  mais  il  n'avait  obtenu  cet  important  résultat  qu'en  tenant 
compte  des  premières  et  des  secondes  puissances  des  excentricilés  et  des  inclinai- 
sons supposées  très-petites.  En  1776,  Ligrange  établît,  d'un  trait  tie  plume,  pour 
employer  une  expression  de  Jacobi,  que  le  théorème  a  lieu  quelque  loin  qu'on 
pousse  l'approximation  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  mais  en 
s'arrètant  à  la  première  approximation  relative  aux  termes  proportionnels  aux 
masses  des  planètes. 

»  Dans  un  Mémoire  publié  en  1808,  Poisson  fit  faire  un  pas  de  plus  à  la  question  ; 
il  arriva  à  démontrer  l'invariabilité  des  grands  axes,  même  en  tenant  compte  des 
termes  afiectés  des  carrés  et  des  produits  des  niasses,  termes  qui  sont  introduits 
par  la  seconde  approximation  ;  il  réussit  à  montrer  que  cette  approximation  ne 
peut  amener,  dans  les  expressions  des  grands  axes,  aucun  terme  proportionnel  au 
temps.  La  démonstration  de  Poisson  comprend  deux  parties;  la  première  est  très- 
simple  :  c'est  celle  dans  laquelle  on  examine  l'effet  des  variations  des  éléments  de 
la  planète  troublée;  la  seconde  partie,  où  l'on  tient  compte  des  variations  des  élé- 
ments de  la  planète  troublante,  est  très-compliquée;  cela  tient  à  ce  que  les  fonctions 
perturbatrices  ne  sont  pas  les  mômes  dans  les  deux  cas;  elles  diffèrent,  comme  on 

,         .             -                           xx' -i- yr' -^- zz'       xx' -i- -iv' -j- zz'     ^.  . 
le  sait,  par  les  termes  en  — j et '-j-^ •  Si  les  fonctjons  per- 
turbatrices avaient  été  les  mêmes,  ou  bien  avaient  été  dans  un  rapport  constant.  In 
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MCondo  plrllu  de  la  ilémunalralion  de  PoUian  aurait  été  identii|u<:  i  la  premièlv. 

le  throrûms  ae  aenil  ainsi  Irouïé  otubti  d'une  ri)<;Dn  lrè»-*iinple, 

■  Im  Mi'iDOire  de  Poiuou  rappola  l'aUenliori  de  Lagrange  sur  co  sujet,  vl,  quoique» 

ait  apré*,  il  préieiibiil  h  l'Acadéinio  des  Scicneei  un  Iraïaïl  dnnl  noui  loulans 

donner  une  idvc. 

t1  rapporte  Itrs  planùlo»,  non  pluaau  centre  du  Soleil,  mala  a»  cenire  dn  cf"!^ 
Soleil  et  dca  platièlPE;  il  obtient  alors  des  équations  symétriques,  dani  Icsquellea 
ta  foDction  perturbatrice  est  la  même  pour  toutes  Icb  planètes  ;  il  peut  donc  applj- 
quer  la  première  partie  de  la  dJmonitratioD  da  Poissnn  et  prouver,  d'une  TafOD 
■Impie,  l'inTariabllité  dus  grandi  aiet,  en  ayonl  égard  aux  tcrmei  de  l'ordre  du  carré 
dei  forcea  pcrtnrbatrices  ;  mais  il  s'agit  des  grands  axes  des  orbites  elliptiques  varia- 
bles, décrites  par  les  planèles  autour  du  centre  de  gravité  considéré  plui  baut.  Il 
lalIaJl  passer  de  \kk  l'invariabililé  des  grands  aies  dos  orbitei  décrites  autour  du 
1u  Solvll  ;  soient  3<i  le  grand  aie  do  l'orbite  d'une  planète  d.iii»  le  pramicr 
dam  le  secoud.  Lagrange  arrive  â  trouver  la  relation 


Tonction  des   c< 

du  premier  ord 
urdro.  Si  •Snor  uu  né)'''E^  '"  troisii^me  ordre,   il  i 
,  viteura  i,  y,  s,  y,  y,  »'  eipriraeea  avec  le  tempa 
(tanti;  on  n'obtiendra  ain 


des  deux  planètes,  eomme  p,;  mais  jt,  esl 

leol  aux  masses,  tandis  que  p,  esldu  second 

substituer  dans  p,  les 

ments  elliptiques  con- 

i;  dans  p,,  il  Tant 


inanu;  on  nonliendra  ainsi  aucun  terme  proportionnel  au  temps;  dans  p,,  il 
.  vcmplacer  les  coordonnévs  par  leurs  valeurs  eipiimées  au  moyen  du  temps  oi 
éléments  elliptiques  variables  fournis  par  la  première  approximation.  Cette  lul 
Intlon  pourra  introduire  dans  if,  un  terme  proportionnel  au  temps;  mais  ceti..».^ 

raltra  quand  on  formera  •—■  Telle  est  In  méthode  suivie  par  Lagrange; 
malheureusement  l'eiprcssion  à  laquelle  il  est  arrive  pour  exprimer  la  différence 
CD  Ira  —  el  — I  BU  moyen  de  la  somme  ~J--h  )>,,  est  inexacle,  par  suite  de  pln- 
deurs  fautes  de  calcul,  comme  l'a  démontré  M.  J.-A.  Serrel  dans  ss  nouvelle  édition 
tics  Œarrei  lie  Lagrange,  et  la  démonstration  se  trouve  ainsi  réduite  ï  néant. 

J'ai  remarque  qu'il  sumsaU  de  rapprocher  le  commencement  du  Hèmoire  de 
Idgran^  de  certains  passages  du  célèbre  Mémoire  de  Jaeobi  Sur  i'élimiiialioii  dei 
Haiids  dont  le  problème  dei  irait  corpi,  pour  donner  une  démonstration  IrAs-simpte 
M  tréa-aatisraïsanic  du  Ibéorème  de  Poisson. 

Les  passages  du  Mémoire  de  Jacobi  auxquels  je  viens  de  faire  allusion  ont  été 

is  et  développés  par  M,  Radau  {AnaaUs  icietiûfiques  de  l'Ecole  Normale  tupé- 

re,  t.  y).  Il  a  montre  dans  ce  travail  que,  si  l'on  rapporte  le  mouvement  de  la 

première  planète  an  Soleil,  celui  de  la  deuxième  bu  centnïde  gravité  de  la  pramicre 

planèl«  et  du  Soleil,  relu!  de  ta  troisième  au  centre  de  gravite  desdeni  premières 

iplanèlcs   et    du   Soleil,    et  ainsi    de    suite,    les    eoardoonées    relativm    dépendent 

'équations  dilTérentielleB  symétriques,   dans    lesquelles  la  fonction    pertnrbotrice 

tt  la  même.  En  partant  de  là,  j'ai  donc  vu  que   la  première  partie  de  la  dèmons- 

tralion  de  Poisson  s'appliquait  comme  daos  le  cas  considéré  par  Lagrange,  oil  l'on 

ipporls  tous  loB  mouvements  des  planètes  au  centre  de  gravité  du  Soleil  et  de  ces 

planélei  ;  donc  tous  les  grands  axes  des  orhiles  elliptiques  variables  ne  contiennent 

'neuil  tarmc  proportionnel  au  temps,  en  ajanl  égard  aux  carrés  et  au  produit  des 

•  ;    mais  le  monvemenl  de   la  première  planète  se  trouve  tout  rapporté  au 
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S.'letl  ;  *\*9tk€,  au  lie*  d'at oir,  eomuùe  Layangr, 

I  ■         d9. 


•n  a  ûmplement 

I  I 


f«» 


ta        3x 


ef  le  Uk<*orêflie  est  ainsi  dê«OBtrr  po«r  la  première  filMifit.  D  ctt.  faiea  Yrai  qae  b 
•lemofut ration  n'est  pas  faite  ponr  les  antres  planètes  ;  mais  rien  ne  s^oppoae  à  ef 
qa'on  fasse  joner  à  la  seconde  planète  le  r6le  MsîgBe  à  la  preaûére,  et  Ion  voîl 
ainsi  que  le  théorème  a  lïea  pour  tonte»  les  planètes  ». 


Darboux  (G-  ].  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées  conri- 
lignes  et  des  systèmes  orthogonaux.  III'  Partie.  (  275-349;- 

Dans  cette  troisième  et  dernière  Partie  de  ton  lon|^  tnTaO«  Fantenr  s'est  propose 
de  d«^noer  la  solution  complète  d'une  question  importante  et  dilScile  dont  0  anit 
déjà  efqaissè  l'ètode  dans  sa  Thèse  iasérée  an  Tome  III  dn  même  Kccnci]. 

Daos  cette  Thèse  M.  Darbonx  arait  etndiè  la  ntèthode  que  LanM  a  fait  connaître 
dans  les  Ijtcoms  sur  la  coordonmrrs  curnligmet  pour  la  rechcrclie  cC  Tctude  des 
systèmes  orthogonaux.  Cette  étude  l'arait  eandnit  à  des  résoltnts  nonreno:,  co5- 
»ignes  soit  dans  son  travail  primitif,  soit  cbns  des  violes  insérées  aux  Tomes  lATIl, 
LWlil  et  LXIX  des  Comptes  rendus  des  sêamces  de  V Acmdemùe  des  Seiemces.  L*aute«r 
reprend  d'abord  cette  recherche  en  l'étendant  an  cas  de  m  Tuiablcs  et  en  étudiant 
d'une  maniera  plus  complète  les  propriétés  de  chaque  groupe  d'éqnations. 

Considérant  l'éqnation 

djr]^.,.^d^l  =  B\dpl-r^,.^Bldpl. 

il  étudie  les  relations  aux  dèriTèes  partielles  auxquelles  doivent  satisfaire  les  quan- 
tités Hij  et  il  montre  qu'elles  se  ramènent  à  deux  types  différents,  ^  l'on  pose 


5  I     O^L, 

Hit  <fPl 


on  aura  les  deux  systèmes 


et 

0?k        (fPi* 


-r- 5u  5U^—    ..-r-3akflmÂs=^0,      ^  A  >  i'  ). 


Ine  première  remarque,  déjà  faite  pour  le  casdeii=3  par  M.  Combescure,  es: 
la  suivante  :  à  un  même  système  de  valeurs  des  ^3  satisfaisant  aux  équations  précé- 
dentes correspondent  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux.  Comme  application 
M.  Darboux  considère  le  système  orthogonal  à  n  variables,  fondé  sor  les  formoles 
généralisées  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  M  il  en  déduit  uo 
système  orthogonal  contenant  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

On  viontde  voir  que  les  quantités  H  doivent  satisfaire  aux  deux  systèmes (i^^  et  (3 '; 
mais  on  peut  se  demander  ce  qui  arrive  si  elles  satisfont  seulement  an  premier  d( 
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CCS  systèmes.  L'auteur  établit  alors  que  l'on  est  conduit  à  un  système  de  coordonnées 
curvilignes  jouissant  seulement  d'une  partie  des  propriétés  des  systèmes  ortho- 
gonaux. Par  exemple,  dans  le  cas  de  n  =■  3,  il  est  formé  de  surfaces  se  coupant 
suivant  des  lignes  conjuguées.  Cette  recherche  conduit  en  particulier  au  théorème 
suivant  : 

Pour  que  deux  systèmes  de  coordonnées  eurvîUgnes  puissent  se  correspondre  de  telle 
manière  qu'aux  points  correspondants  les  plans  tangents  aux  trois  sur/aces  aient  la 
même  direction  dans  les  deux  systèmes,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  surfaces 
de  chaque  sj'sthne  se  coupent  mutuellement  suivant  des  sjrstèmes  de  lignes  conjuguées 
sur  chacune  de  ces  surfaces. 

L'emploi  des  systèmes  orthogonaux  est  soumis  à  de  telles  restrictions,  ces  systèmes 
sont  si  peu  nombreux  que  l'on  sera  nécessairement  conduit,  en  Physique  mathématique, 
à  adopter  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  obliques.  Le  groupe  particulier 
formé  de  surfaces  se  coupant  suivant  des  lignes  conjuguées  pourra  alors  être  employé 
avec  avantage.  M.  Darboux,  au  §  XV  de  son  travail,  fait  connaître  plusieurs  systèmes 
jouissant  de  cette  propriété. 

Le  §  XVI  contient  la  démonstration  d'une  proposition  déjà  donnée  par  l'auteur 
au  Tome  LXIX  des  Comptes  rendus.  M.  Darboux  avait  montré  comment  de  la  con- 
naissance d'un  système  orthogonal  à  n  variables  on  peut  déduire  des  systèmes  ortho- 
gonaux il  «  —  I,  puis  n  —  2,  . . .  variables.  Depuis  ces  premières  études  de  Tauteur, 
M.  Lie  a  établi,  dans  les  Nachrichten  de  Gœttingue,  des  résultats  du  même  genre. 
L'article  XVI  contient  le  développement  des  recherches  antérieures  de  l'auteur,  en 
même  temps  que  des  résultats  nouveaux  et  différents  de  ceux  de  M.  Lie. 

Après  ces  études  générales,  se  trouve  abordée  la  solution  générale  d'un  pro- 
blème étendu  qui  a  son  origine  dans  un  beau  théorème  de  M.  Bertrand.  Dans  son 
Mémoire  sur  les  systèmes  orthogonaux  isothermes  (^Journal  de  Liouville,  t.  IX,  p.  317) 
M.  Bertrand  a  démontré  que  chacune  des  surfaces  qui  composent  un  système  ortho- 
gonal peut  être  divisée  en  carres  infiniment  petits  par  ses  lignes  de  courbure.  Mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  l'on  connaît  au  moins  un  système,  celui  des  cyclides 
homofocales,  qui,  sans  être  isotherme,  jouit  de  la  même  propriété.  On  peut  donc  se 
proposer  de  chercher  tous  les  systèmes  orthogonaux  qui  jouissent  de  la  propriété 
que  toute  surface  de  l'une  quelconque  des  familles  soit  divisible  en  carrés  infiniment 
petits  par  ses  lignes  de  courbure,  et  l'on  sera  conduit  à  des  systèmes  entre  les- 
quels il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  les  systèmes  isothermes.  Déjà,  dans  son  travail 
de  1866,  M.  Darboux  avait  réuni  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  de 
ce  problème,  beaucoup  plus  difficile  que  la  recherche  des  systèmes  à  la  fois  ortho- 
gonaux et  isothermes.  D'ailleurs,  des  travaux  récents  de  M.  Wangerin  ont  montré 
l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  le  résoudre  complètement  et  d'une  manière  détaillée. 
L'auteur  reprend  donc  et  développe  sa  première  méthode,  et  il  obtient  les  systèmes 
suivants  : 

1^  Ceux  qui  sont  formés  d'une  famille  de  plans  parallèles,  de  deux  familles  de 
cylindres  isothermes,  et  les  transformes  de  ces  systèmes  par  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques  ou  inversion; 

2^  Les  systèmes  formés  d'une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  et  de  deux 
familles  de  surfaces  de  révolution  ayant  cette  droite  pour  axe  et  dont  les  méridiens 
forment  un  système  orthogonal  isotherme,  ainsi  que  leurs  transformés  par 
inversion  ; 

3*  Les  systèmes  formés  d'une  famille  de  sphères  concentriques,  de  deux  familles 
de  cônes  isothermes  orthogonaux  et  leurs  transformés  par  inversion. 


232  SECONDE  PARTIE. 

4"  Un  système  pour  lequel  on  a 


._  '  \ip.-?.r.^p' ,  (p.-pydp\  .  (p-P^r^Pii 


> 


où  a,  a,,  a,  sont  trois  polynômes  du  second  degré  respectivement  en  p,  p,,  p,  ; 
5**  Un  système  pour  lequel  on  a 

a,  a^t  a,  étant  des  constantes  dont  la  somme  est  nulle; 
6**  Le  système  des  cyclides  homofocales  ; 
7<*  Enfin  un  dernier  système  pour  lequel  on  a 


ds*=—  r(P«~P«)^P'   I   iP^—p)^P\   I   (p  — PJ^^PÎ] 
W\_  a  a,  «.  J 


9 


où  a,  a^,  a,  désignent  des  polynômes  du  troisième  degré  en  p,  p^^  p,  respecti- 
vement. 

Ces  systèmes  en  comprennent  beaucoup  d'autres  comme  cas  particuliers.  Ainsi  le 
Hystème  des  cyclides  homofocales  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  qui  est 
formé  des  surfaces  homofocales  du  second  degré.  Pour  ces  différents  systèmes,  l'auteur 
donne  les  expressions  do  x,  j^  z  en  fonction  de  p,  p^,  p,;  il  n'y  a  d'exception  que 
pour  le  dernier^  qui  ne  parait  pas  formé  de  surfaces  algébriques. 

Terquem  (^.).  —  Sur  les  courbes  dues  à  la  coexistence  de  deux 
mouvements  vibratoires  perpendiculaires.  ( 349-374)- 

André  {D.),  —  Terme  général  d'une  série  quelconque,  déterminée 
à  la  façon  des  séries  récurrentes.  (375-4o8). 

Combescure  {E.),  —  Sur  les  paramètres  différentiels  des  fonctions 
et  sur  les  lignes  isothermes  permanentes.  (409-434  )• 


Supplément  au  T.  VII. 

Chamberland  (Ch,).  —  Recherches  sur  Torigme  et  le  développe- 
ment des  organismes  microscopiques.  (3-94). 


."t.- 
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ZEITSGHRIFT  fur  mathematiscben  und  NATuawissBNSCHAFTLicuEN  Unter- 

RICHT  ('). 

Tome  IX;  1878. 

Schlomilch  (O.).  —  Troîs   problèmes  de  Géométrie  analytique. 

(21-23). 

Schâwen  {"v,),  —  Les  équations  diophan tiques  du  premier  degré. 
(io5-ii8). 

L'auteur,  en  s'aidant  des  propriétés  des  déterminants,  ramène  la  résolution  de 
//  équations  à  n  -+-p  inconnues  à  celle  d'une  équation  k  p-i-i  inconnues. 

PrandtL  —  Diverses  manières  de  compter  l'intérêt  (  *  ).  (i  19-122). 

Il  s'agit  des  divers  produits  du  capital  par  les  fractions 

ioo-+-/>       100       100 — p 

LiÛimann  [F,  v,)  el  Schlomilch  (O.).  —  Problèmes  résolus.  (i23- 
127). 

Ifeilermann,  — Remarques  sur  renseignement  de  TAlgèbre.  (i85- 
186). 

Ifeilermann.  —  Les  cinq  angles  polyèdres  réguliers  dont  les  faces 
sont  des  angles  de  polygones  réguliers.  (  186-188). 

Matthiessen  {L.),  —  Les  équations  diophan tiques  du  premier  de- 
gré. (194-197). 

Critique  de  l'article  précédent  de  M.  v.  Schà^ven, 

Schlomilch  (O.).  —  Remarques  sur  les  valeurs-limites.  (197-200). 

L'auteur  fait  voir  sur  des  exemples  que  l'on  ne  peut  pas  poser  a  priori^  dans  une 
série  d'une  infinité  de  termes,  dans  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs,  etc.,  les 
égalités 

lim2u  =  £limu,     Umnu  =  niimu,     


{^)  Bulletin,  II„  36. 

(')  Procente  aii/i  in  und  'von  100. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  2"  Série,  t.  III.  (Décembre  1879.)        R«  ïo 


234  SECONDE  PARTIE. 

Junghans  [F.).  — ^îolicc  sur  l/ermann  Grassmann.  (25o-253). 

Erler.  —  Sur  les  inégalités.  (261-266,  34i-346). 

Ot  article  fait  ressortir  les  aDalo(;ios  et  les  différence*»  entre  le  calcul  des  inéga- 
lités et  celui  des  égalités  et  eonble  une  lacune  qui  se  fait  souvent  sentir  dans  l'en- 
seignement élémentaire. 

Reidt  (/'/•).  —  Problèmes  sur  le  triangle.  (267-274)» 

Hojfinann  [J.-C.-F,).  —  Sur  la  didactique.  (270-278). 

Biederniann  (  Cw.  v,).  —  Sur  le  problème  de  Délos.  (279-280). 

.Schiister,  —  Remarques  sur  les  articles  p.  i32-i35  et  p.  497*5oo 
du  Tome  Vm.  (283-284). 

Voir  Bulletin^  11,,  ^o.  Quoi  qu'en  dise  Tauteor  des  remarques,  l'équalion  2*  =  1  * 
Ai'cst  ni  Traie  ni  fausse;  elle  n'a  absolument  aucun  sens. 

Diekmann  (/.). — Sur  l'emploi  des  invariants  dans  l'enseigne- 
jucnt.  (347-355,  4*7-425). 

Schloinilch  (O.).  —  Sur  les  valeurs-limites  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables.  (356-359). 

Bolze,  —  Projet  d'une  nouvelle  application  du  stéréoscope  à  TAs- 
tronomie.  (359-36o). 

SchlotJie{J,),  —  Remarques  sur  Tarticlc  précédent.  (36i). 

Schâwen  (^^)  et  Matthicssen  (L.).  —  Suite  de  la  discussion  sur 
les  équations  diopliantiques  du  premier  degré.  (367-369). 

Pick,  —  Sur  les  solutions  grapliiques  approchées  de  la  duplication 
du  cube  et  de  la  quadi*ature  du  cercle,  par  le  D'  G.  Buonafala». 
(383-391). 

Schlôniilch  (O.).  —  Possibilité  et  réalisation.  (427-430). 

L'auteur  n'admet  pas  l'impossibilitc  de  s'nppiiyor  sur  le  résultat  d'une  construc- 
tion {jéomélriquc  avant  de  savoir  effectuer  cette  construction.  Il  sufGt  de  )K)UToir 
démontrer  d'une  manière  quelconque  la  possibilité  de  cette  construction. 

PnoBLÈiMES  proposés  et  résolus.  (201-204,  284-288,  370-373,  43i- 
438). 
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Programmes  scolaires  pour  les  années  1877  et  1878.  (77-79,  iGn- 

162,  243-247,  322-327,  400-402,  42»()-462). 

Tome  X;  1879. 

Schâweii  [P.  V,).  —  Le  flacon  de  Mariotte.  (4-12). 
Bardey  (-£*.).  —  Remarque  critique.  (17-18). 

11  ne  serait  pas  permis,  d'après  cette  remarque,  de  définir  une  puissance  (entière 
et  positive)  comme  un  produit  de  facteurs  égaux^  parce  que,  si  aaaaa  était  une 
puissance,  il  faudrait  dire  que  a-i-a-^a-^a-ha  est  un  produit,  ce  qui  ne  peut 
se  dire  que  de  ax  5.  Rien  n'est  plus  important  que  l'exactitude  et  la  précision  du 
langage;  mais  il  nous  semble  que,  poussées  jusqu'à  de  pareils  scrupules,  ces  qua- 
lités mériteraient  un  autre  nom.  Le  but  est  de  s'entendre,  et,  si  une  façon  de  parler 
universellement  usitée  est  claire  pour  tout  le  inonde,  il  y  a  quelque  puérilité  à 
vouloir  la  changer. 

Trentlein  (/^.).  —  La  démonstration  du  théorème  deBrianchon  et 
le  principe  de  dualité.  (89-98). 

Gunlher  (*S.). —  Solution,  par  des  constructions  planes,  de  pro- 
blèmes élémentaires  d'Astronomie.  (99-105). 

La  réduction  d'un  problème  astronomique  à  une  construction  plane,  et  par  suite 
celle  du  calcul  des  éléments  à  une  question  de  Trigonométrie  rectili[;nc,  est  toujours 
avantageuse  lorsque  les  éléments  du  problème  sont  des  arcs  de  petits  cercles. 

Alalthiessen  {L.).  —  Sur  une  antique  solution  du  problème  dit 
des  restes,  présentée  sous  la  forme  moderne.  (106-1 10). 

Ce  problème  consiste  dans  la  résolution  dos  équations 

N  =  m,  X,  -H  r,  =  //ï,  jr,  -+-  r,  =  .  . . , 
lesquelles  sont  en  nombre  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  inconnues. 

Schlegel  (^.).  —  Sur  la  méthode  d'exposition  mathématique. 
(169-176). 

Meutzner.  —  Sur  l'enseignement  de  la  Physique.  Un  Chapitre  de 
l'Acoustique.  (177-183). 

Hoffmann  [J.-C.-V,),  —  La  réforme  de  renseignement  des 
Sciences  mathématiques  et  physiques  dans  les  gymnases  de 
Prusse.  (184-190,  317-332,  ^o\'^i)6). 

Treutlein.  —  Sur  le  ihéorèmc  de  Briauchon.  (ï9ï-i93). 
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Hegel (K,) —  Eloge  de  Cari- Anton  Bretsclineîder.  (237-242,310- 

3i4). 

Suivi  de  la  liste  de  ses  écrits. 

Edler  {Fr,),  —  Sur  les  maxinia  et  les  minima  dans  les  figures 
planes.  (245-259). 

On  connaît  les  deux  Mémoires  publiés  par  Steiner  dans  le  Journal  de  Crelle, 
t.  XXIV,  sur  le  maximum  et  le  minimum  des  figures  dans  le  plan,  sur  la  sphère 
et  dans  l'espace  en  général.  La  méthode  de  Steiner  se  distingue  par  son  extrême 
simplicité.  Malheureusement  ses  démonstrations  sont  entachée»  d'un  vice  commun, 
que  Lejeune-Dirichlct  signala  à  l'auteur  et  qui  rend  les  raisonnements  illusoires. 
Personne  jusqu'ici  n'avait  songé  à  faire  disparaître  cette  erreur;  M.  Edler  entre- 
prend cette  correction  dans  le  présent  travail,  en  se  bornant  au  cas  des  figures 
planes . 

Kornek  (G.).  —  Construction  fausse  du  pentagone  régulier.  (264- 
265). 

Bardey  (£*.).  —  Equations  dont  les  racines  forment  une  progres- 
sion arithmétique^ou  géométrique.  (333-345). 

TVeinmeister ,  —  Addition  à  la  Note  p.  191  sur  le  théorème  de 
Brianchon.  (407-408). 

Kurz  {A.),  —  Sur  le  calcul  des  moments  d'inertie.  (4^9). 
Schuster.  —  Encore  la  forme  -  et  régalilé  7=13.  (409-412). 

La  discussion  ne  semble  pas  près  de  finir  I 

Hoffmann  [J ,-C .-f^ -)*  —  Sur  un  problème  de  Schlomilcli  et  sur 
le  théorème  de  Rulf.  (4i2i-4i4)- 

Hoffniann[J,-C,'F,).  — Sur  les  démonstrations  inutiles.  (4i4- 
4i5). 

L'auteur  cite  comme  inutile  la  démonstration  de  cette  vérité,  qu'un  cercle  n'a 
qu'un  seul  centre.  Il  est  clair  qu'il  n'y  a  aucun  effort  à  faire  pour  convaincre  de  c«? 
fait  le  premier  venu;  seulement  il  n'y  a  aucun  incouvéoient  d'expliquer  comment 
cette  vérité  dépend  d'autres  vérités  précédemment  admises,  et,  quoique  l'explication 
n'exige  pas  dciK  lignes  d'écriture,  ce  n'en  est  pas  moins  une  démonstration.  En 
Géométrie,  les  démonstrations  ont  bien  moins  pour  but  d'imposer  la  conviction  des 
faits  que  de  relier  méthodiquement  ces  faits  entre  eux. 

Problèmes  proposés  et  résolus.  (ii5-iic),  i()()-i99,  266-269,  346- 
352,  4*6-421). 
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Programmes  scolaires  pour  les  années  1878-1879.  (212-215,  297- 
300,382-383,  461-463). 


»«»4 


r^ACHHK  CpncKor  y^cHor  4pymTDa  (*).  y  BeorpaAy  y  ApJRaBHoj 
inTaMnapHJn. 

Tome  XXV;  1869. 

D.  Stoïanovitch,  —  Le  théorème  de  Sturm.  (100-176). 

Résumé  des  travaux  sur  ce  théorème. 

Tome  XXVII;  1870. 
D,  Stoïano\fitch.  —  Théorie  des  moindres  carrés.  (1-80). 

Exposé  des  travaux  anciens  et  récents. 

Tome  XLI;  1875. 
Z.  Kleritch,  —  Problèmes  de  Cinématique.  (283-3 1 5). 

Quelques  problèmes  sur  les  notations  géométriques  et  leurs  applications;  sur  les 
sections  coniques  engendrées  par  le  mouvement  d'un  mobile  dans  le  plan. 

L.  Kleritch,  —  Applications  de  Statique  graphique  à  la  résolu- 
tion des  problèmes  de  Géométrie. 

Le  polygone  des  forces  appliqué  à   la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie 
élémentaire. 

Tome  XUII;  1876. 
D,  Stoïanovitch,  —  La  réfraction  de  la  lumière.  (173-237). 

Théorie  mathématique  de  la  biréfraction. 


(*)  Recueil  des  3Iémoires  de  la  Société  savante  serbe.  Belgrade,  à  Timprimerie  de 
l'État.  Paraissant  en  un  ou  deux  volumes  par  an  cl  contenant  des  Mémoires  sur  les 
Sciences  historiques  et  les  Sciences  exactes. 
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L.  Kicritcli.  —  La  ihëoric  et  la  construclion  du  pantographe  po- 
laire (  conchoïdographe ).  (  238-a6o  ) . 

Similitude  dea  figures  obtenues  par  le  pantographe. 

Tome  XLIV;  1877. 

L,  Kléritch.  —  Point  d^ application  et  grandeur  de  la  force  cen- 
trifuge d*une  surface  circulaire  qui  se  meut  autour  de  Taxe  ver- 
tical sous  un  certain  angle  et  avec  la  vitesse  angulain.*  constante. 
(i53-i68). 

L'auteur  étudie  le  cas  d'un  cône  et  étend  ainsi  un  théorème  de  Weisbacb  doosé 
dans  sa  Mécanique  théorique» 

Tome  XLV;  1877. 

/^.  Klcritch,  —  Application  de  Dynamique  graphique  à  la  Géo- 
métrie. (174-î^oi). 

L'auteur  donne  la  théorie  de  Iliodographe  de  Hamilton  et  retrouve  d'intéressantes 
relations  entre  les  lignes  courbes  et  leurs  tangentes.  Le  terme  de  Djr/tamiqtte  gra- 
phique est  employé,  à  tort  suivant  nous,  dans  le  sens  de  phoronomie. 

Tome  XLVI;  1878. 

D,  Stoïano\fitch,  —  Diamètres  conjugués  de  l'ellipse  et  de  Tby- 
pcrbole  et  rayon  de  courbure  de  la  parabole.  (4-19). 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Klcritch  retrouvés  par  des  procédés  purement 
géométriques. 

D,  Stoïanovltch.  —  Le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  et  de  Tliyper- 
bole.  (20-40- 

Suite  de  l'article  précédent. 

/>.  JSéchitch.  —  Essai  de  quadrature  du  cercle,  (i [7^-21 4). 

Par  un  procédé  ingénieux,  rantcur  démontre  une  fois  de  plus  l'impôt sibiiité  de 
la  solution  du  problème  de  la  quadrature  du  cercle. 

s. 
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RAD  JUGOSLAVENSKE  Acadehijb  zNANOSTri  uhjetnosti  u  Zagredu  ('). 

Tome  XV. 
M,  Seculic,  —  Fluorescence  et  calorescence.  (  77-86 ). 

Essai  d'une  théorie  mathématique  de  ces  deux  phénomènes. 

Tome  XIX. 
*S.  Subie.  —  Théorie  mécanique  delà  chaleur.  (12-61). 

Exposé  des  résultats  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

Tome  XX. 

M,  Sehulic.  —  L'aurore  boréale.  La  cause  de  rélectricilé  terrestre. 
(39-60). 

Tome  XXIII. 
M,  Sehulic.  —  Recherches  sur  rarc-en-ciel.  (75-85). 

Tome  XXIV. 
S.  Subie,  —    Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (i5o-266). 

Suite  du  Mémoire  inséré  au  tome  XIX. 

Tome  XXVI. 
M,  Sehulic.  —  Physique  des  atomes  et  des  molécules.  (io()-i52). 

Tome  XXIX. 
S.  Subie. —  Théorie  dynamique  des  gaz.  (i-i44)- 

Tome  XXXIV. 
yî.  Lashe.  — Sur  la  théorie  atomique.  (59-74). 


(')  ^ctcs  de  r Académie  yougoslave  des  Sciences  et  des  Arts.  A{p'am.  Paraissant  en 
quatre  voliimos  par  au  et  contenant  des  Mémoires  de  Sciences,  de  Lettres  cl  des  Arts. 


24o  SECONDE  PARTIE. 

Tome  XL. 

5.  Subie.  —  Sur  les  moyens  que  nous  donnent  les  Sciences  mathé- 
matiques pour  corriger  les  résultats  des  expériences  de  Physique. 

(45-ii5). 

Théorie  de  moindres  carrés,  interpolation,  etc. 

K.  Zahradnik,  —  Sur  la  convergence  et  la  divergence  des  séries 
inBnies.  (i 47-1 58). 

K.  Zahradnik,  —  La  connexion  des  logarithmes  népériens  avec 
les  logarithmes  naturels.  (iSg-iôS). 

K.  Za/iradnik,  —  Sur  quelques  courbes  obtenues  par  la  section 
du  cône.  (166-171). 

S. 
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TOME  III;  1879.   -  PREMIERE  PARTIE. 


TABLE  ALPHABÉTIQUE 

DES  MATIÈRES. 


COMPTES  RENDUS  ET  ÂNALTSES. 

ragef 

Abc  Bekr  Muhammed  ben  Aluusein  Alkiiarki. —  Al  Kafi  fil  Hisàb,  bearbcitet  von 

D'  Ad.  HocDiiEiM ^ 47^'479 

AifDRÉiEF  (K.-A.).  —  O  gcometritcheskikh,...  Des  affinilés  géométriques  ap- 
pliquées au  problème  de  la  construction  des  courbes 35-4  > 

BiLLWiLLER  (R.).  —  Ueber  Astrologie 34-35 

BoRCHARDT  (C.-W.).  —  Thcorie  des  arithmetiscb-geometrischen  Mittels  aus 

▼ier  Eleroenten 339-341 

BoussiNBSQ  (J.).  —  Essai  théorique  sur  l'équilibre  des  massifs  pulvérulents, 
comparé  à  celui  des  massifs  solides,  et  sur  la  poussée  des  terres  sans  co- 
hésion      aoo-ao6 

DEWULF(Éd.).  —  Observations  sur  le  compte  rendu  du  Mémoire  de  M.  An- 

DRÉiBFf  intitulé  :  «  Des  Affinités  géométriques  appliquées,  etc.  • 383-383 

Di!<i  (U.).  —  Fondamenti  per  la  teorica  délie  funzioni  di  variabili  reali a58-a6i 

Enestrôm  (G.).  —  Framstàllning  af  striden   om  det  isoperimetriska  pro- 

blemet 379-380 

—  Differenskalkylens  historia.  1 38i-38a 

Erhakof  (  V.-P.).  —  Teoriia....  Théorie  des  probabilités 46i~46^ 

Faifofer  (A.).  —  Voir  Sanïiia  e  d'Ovidio,  etc 5-9 

Flammarion  (C).  —  Catalogue  des  étoiles  doubles  et  multiples  en  mouvement 

relatif  certain 'i{\t\-i!\% 

Floqcct  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires 289-293 

FocciCLT  (L.).  —  OEuvres,  éditées  par  C.-M.  Gariel 353-38o 

Gauss  (C.-F.). —  Leltera  incdita  di  C.-F.  Gauss  a  Sofia  Germain,  pubblicata 

da  B.  Boncompagni 4oi-4o^ 

GoRDAN  ( P.).  —  Voir  Klew  (F.) 4o8-4aa 

Gram  (J.-P.).  —  Om  Raekkeudviklinger,  bestemte  vid  Hjœlp  af  de  mindste 
KTadraters  Méthode 4^6-407 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  III  ;  1879.  36 


jii  PHEMIÈRE  PARTIE. 

Groméka.  —  Otcherk...,  Esquisse  de  la  théorie  des  phénomènes  capillaires 

théorie  de  la  cohésion  superficieHc  des  liquides 4^2-468 

GùNTHER  (S.).  —  Sludien  zur  Geschichtc  der  mathematischcn  und  physika- 

lischen  Geo(;raphie.  Fasc.  3-6 73-io5,  292-311     329-339 

—  Grundlehrcn  der  mathematischen  Géographie  und  elementaren  Astro- 
nomie zum  Gebrauchein  hôheren  Mittclschulklassen  und  bei  akademischen 
Vortrâgen io5-io8 

Hatte!<dorff  (K.).  —  Algobraische  Analysis !^'ï'i-'\'î\ 

Hfjberg  (J.-L.). —  Quscstiones  Archimedese.  Ine&t  de  arenae  numéro  libellas.    /|0--/|o8 

HocnnEiu  (  Ad.).  —  Foir  Arc  Berr  Muhammed    47M79 

Klein  (F.)  :  Weitere  Untersuchungen  ûber  das  Ikosaeder.  —  Gordan  (P.): 
IJeber  die  AuflOsuiigen  dor  Gleichun{;en  5-ten  Grades.  —  Kleim  (F.)  : 
Ucbcr  die  Transformation  der  clliptischen  Functionen  und  die  Auflôsung 

der  Gleichun(jcn  5-ten  Grades !\0%-\22 

KoENiGSBERGER  (L.). —  VorlesuDQcn  ûber  die  Théorie  der  hypcrelliptischen 

Intégrale 4*~4' 

—  Zur  Gcschichte  der  Théorie  der  elliptischcn  Transcendcnten  in  den  Jahren 
182G-1829 4^9"^'^ 

Lagrangk.  —  Deux  I.ollres,  publiées  par  B.  Boncompagni 34 «-3^3 

Leuonnier  (H.).  —  Mémoires  sur  l'élimination 129-153 

LiAGRE  (J.-B.-J.)  et  Peny  (C). —  Calcul  des  probabilités,  avec  des  applica- 
tions aux  sciences  d'observation  en  général  et  à  la  Géodésie  en  particu- 
lier     4^7-4*^ 

MoRENO  (  G.).  —  Voir  Sannia  e  d'Ovidio,  etc 5-9 

Namcr  (A.).  — Tables  de  logarithmes  à  12  décimales  jusqu'à  434  milliards, 

avec  preuves i2-i3 

Neumann  (G.).  —  Beitràge  zur  Théorie  der  Kugelfunctionen 24  i-2ii 

D'OviDio.  —  Voir  Sannia  e  p'Ovidio,  etc 5-9 

PciSEix  (  P.).  —  Accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune 249"^^7 

RiccARDi  (P.).  —  Cenni  sulla  storia  délia  Geodesia  in  Italia  fin  oltre    alla 

metiï  del  secolo  xix.  Parte  prima 4^^l7' 

RooN  (K.).  —  Betrachtungen  ûber  die  Kummer'sche  Flâche  und  ihrcn  Zu- 

sanimenhang  mit  den  hypcrelliptischen  Functionen  />  =  2 198-200 

Sanma  (A.)  e  d'Ovidio  (E.)  :  Elementi  di  Geomelria.  3*  cdizione.  —  Mo- 
REXo  (G.)  :  Elementi  di  Geometria.  4'  edizione.  —  Faifofer  (A.)  :  Ele- 
menti di  Geomelria ->-9 

ScuKUiNG  (  E.).  —  Analylischc  Théorie  der  Determinautcn i3i-i  i«> 

ScuwERixr.  (K.).  —  Die  Parallcicurve  Jcr  Ellipse,  als  Curvc  vom  Range  Eins.  47'-'l7- 

Serret  (J.-A.). —  Cours  d'Algèbre  supérieure.  4*  édition 2î8 

StidmUa  (F.-J.).  —  Zakladové  vyssi  mathematiky.  DU  1 9-1 3 

TnoMAE  (J.).  —  Abriss   einer  Théorie   der  complexen  Functionen  und  der 

Thctafunctionen  einer  Veiânderlichen.  2tc  Aullage 19^- '97 

WiTTSTEiN  (A.).  —  Zur  Geschichtc  des  Malfalti'schen  Problcms 33-3^ 

ZoLOTAREF.  —  Teoriiu....  Théorie  des  nombres  entiers  complexes  avec  appli- 
cation au  Calcul  intégral 47^'  '7 


MÉLANGES. 


BosxET  (O.).  —  Note  sur  une  formule  qui  sert  de  fondement  à  une  théorie 

des  séries  trigonomélriquos 4^°  4^1 

t^iASORATi  (F.). —  Quelques  formules  fondamentales  pour  letude  dos  équa- 
tions différentielles  algébriques  du  premier  ordre  et  du  second  degré  entre 
deux  variables  et  à  intégrale  générale  algébrique 4^"4^ 
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PagM. 

—  Nouvelle  tbéorie  des  solutions   singulières  des  équations  différentielles 

du  premier  ordre  et  du  second  degré  entre  deux  variables ^^-Sg 

Crbmona  (L.).  —  Domenico  Chelini,...  Notice  nécrologique 238-338 

Darbcox  (G.).  —  Sur  les  polygones  circonscriptibles  à  un  cercle 6^-73 

—  De  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  dans  la  théorie   du  quadrilatère 

plan 109-138 

—  Sur  un  nouvel  appareil  à  ligne  droite  de  M.  Hart i/|/|->i5i 

—  Recherches  sur  un  système  articulé iSi-ips 

—  Remarque  sur  une  Lettre  de  Laplace  à  Condorcet 309-216 

—  Application  d'une  méthode  de  >1.  Hermite  à  l'équation   linéaire  à  cocfG- 

cients  constants  avec  second  membre 325-338 

—  Sur  le  tautochronisme  quand  on  a  égard  au  frottement .^I>^4*4^*3 

Dewolf  (Ed.)  et  Schocte  (P.-H.).  —  Construire  une  courbe  rationnelle  du 

quatrième  ordre  qui  ait  deux  points  doubles  en  tf,  et  a^  et  qui  passe  par 

les  sept  points  simples  i,  3,  3,  /|,  5,  f),  7 383-4oo 

Du  Bois-Reymo!(D  (P.).  —  Détermination  de  la  valeur  limite  d'une  intégrale 

qui  se  présente  dans  la  théorie  des  séries  trigonométriques 343-353 

Elliot.  —  Note  sur  la  cyclide 338-34o 

Folie  (F.). —  Fondements  d'une  Géométrie  supérieure  cartésienne  (1873)  et 

éléments  d'une  théorie  des  faisceaux  (1878) 378-388 

I]e?irt  (C).  —  Sur  une  valeur  approchée  de  y/s  et  sur  deux  approximations 

de  yfl 515-5^0 

Hermite  (Ch.).  — Équations  différentielles  linéaires 3ii-336 

Kaxtor  (S.).  —  Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  l'hypocycloîde  à  trois  re- 

broussements i36-i44 

Laguerre.  —  Sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre i4-a6 

Lettres  inédites  de  Pontoppidan  et  d'Euler,  communiquées  par  M.  Rirger 

Hansted 36-33 

Lettres  ix^.dites  de  Laplace  à  Condorcet  et  à  d'Alembert,  de  Rorda,  de  Fuss 

et  de  J.-A.  Euler  à  Condorcet 206-238 

Mansion  (P.).  —  Sur  les  points  de  dédoublement  de  M.  J.  Plateau 5i4-5i5 

Mittag-Leffler  (G.).  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Hermite 369-378 

Rayet  (G.). —  Note  sur  la  découverte  des  planètes  intramercurielles  pen- 
dant l'éclipsé  du  39  juillet  187S «'^9-64 

Stephanos  (Cyp.).  —  Sur  les  systèmes  desmiques  de  trois  tétraèdres f\i\-^h^ 

Tanjïery  (P.). —  A  quelle  époque  vivait  Diophante? 361-369 


FIN    DK   LA    PRKMIKRR    PARTIE   DU   TOME    III. 


S3«3  ParU.  -  liiiprimfcrie  do  irAtili  Kr.-VIl.l.ARS,  quai  des  AUrUa:init,  55. 
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TOME  ni;   1879.   -  SECONDE  PARTIE. 


TABLE  ALPHABÉTIQUE 

DES  MATIÈRES. 


RECUEILS  ACADÉMIQUES  ET  PÉRIODIQUES  DONT  LES  ARTICLES 
ONT  ËTË  ANALYSES  DANS  CE  VOLUME. 

Annales  de  rObservatoirc   royal  de  Bruxelles.   Nouvelle  série,  T.  I-ll;  1878-1879.  — 

Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure.  2*  série,  T.  Vil;  1878.  —  Q33-33a. 
Annuaire  de  l'Académie  royale  des    Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Bel- 
gique. T.  XXXIV-XLIV;  1868-1878.—  41-43. 
Annuaire  de  l'Observatoire  royal  de  Bruxelles.  T.  XVI;  4^*  et  46*  années,  187S-1879. 
—  1 17-1 18. 
Arcbiv  for  Matbematik  oq  Naturvidcnskab,  udgivetaf  S.  Lie,  W.  Mûixer  oqG.-O.  Sars. 

T.  11-111;  1877-1878.  —  185-193. 
Arcbiv  matbematiky  a  fysiky,   kteryi  vydava  Jednota  Seskycb  matbematikû  v  Praze. 

T.  Il;  1877-1879.  —  i.5/i-i6j. 
Astronomiscbe  Nachricbten,   bejrrûndet  von  H.-C.  Scuumacher,    herausgpgeben    von 

C.-A.-F.  Petkrs.  T.  XCIV,  n»'  2233-2256;  18781879.  —  iai-129. 
Bulletins  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

T.  XLV-XLVl;  187S.  —  i34-i38. 
Catalogue  des  Ouvrages  d'Astronomie  et  de  Météorologie  qui  se  trouvent  dans  les 

principales  bibliotbéques  de  la  Belgique.  —  1 16-1 17. 
Comptes  rendus  bebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences.  T.  LXXXVIIl- 

LXXXIX  ;  1879.  —64-74»  io3-io8,  139-134,  190-200. 
Forbandlinger  i  Videnskabs-Selskubet  i  Cbristiania.  Années  1874'' 878.  —  166-168. 
Glasnik....  (Recueil  de  Mémoires  de  la  Société  savante  serbe).   T.  XXV-XLVl;   i869« 

1878.  —  237-238. 
Journal  de  Matbématiques  pures  et  appliquées,  fondé  par  J.  Liol'ville  et  continué  par 

H.  Resal.  3«  série,  T.  IV-V;  1878-1879.  —  5-19,  2i4-i23. 
Journal  fur  die  reine  und  angewandtc  Matbematik,  hcrausgegeben   von  C.-W.  Boa- 

cHAtoT.  T.  LXXXIV-LXXXV;  1878.—  108-114.  i39-i'|5. 

/?////.  //rj  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  III:   1879.  R*  '9 


2i2  SKCONDE  PAKTIE. 

Mathematische  Annalen,  herausgegeben  von  F.  Klrin  und  Ad.  Mateb.  T.  XII-XIII  ; 

1877-1878.—  i'|5-ih4,  175-184. 

Mémoires  couronnét  et  Mémoires  des  Savants  étrangers  publiés  par  TAcadémie  royale 
des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Aris  de  Belgique.  T.  XXXIV-XLl  ;  1867-1878. 

—  39-41. 

Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

T.  XXXVII-XLII;  18G9-1878.  —36-39. 
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